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Resumen

En este trabajo se estudiard la formulacién de Hamilton-Jacobi mediante el método de Lagrangianos
equivalentes de Carathéodory aplicado a los campos de Dirac. Se estudia en primer lugar la formulacién
Lagrangiana y candnica para una teoria descrita por campos de Grassmann. Se analizard por medio del
formalismo de Hamilton-Jacobi la estructura cldsica de los campos fermionicos. Se deduciran las ecuaciones
de movimiento como ecuaciones diferenciales totales y se analizard las condiciones de integrabilidad para
estas.

Palabras Claves: Formulacion de Hamilton-Jacobi, campos de Dirac, Lagrangianos equivalentes de Carathéodory, dlgebra de

Grassmann.
Abstract

In this work we are going to study the Hamilton-Jacobi formulation using the Lagrangian method Ca-
rathéodory equivalent applied to the Dirac fields. We study first Lagrangian and canonical formulation
for a theory described by Grassmann fields. We are going to analyze by means of the Hamilton-Jacobi
formalism the classical structure of fermion fields. We are going to deduct the equations of motion as
total differential equations and analyze the integrability conditions for these.

Keywords: Hamilton-Jacobi formulation, Dirac’s field, Carathéodory’s Lagrangian Equivalents, Grassmann’s algebra.

1. Introduction

La formulacién de Hamilton-Jacobi se puede deducir aplicando un método alternativo en el cual no es necesario
tener en cuenta la formulacién de Hamilton y las transformaciones candnicas de Jacobi [1], este método relaciona el
célculo variacional con las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales mediante un andlisis geométrico estudiado
por Carathéodory al que él llama “Cuadro completo” [2].

Carathédory muestra como la ecuacién de Hamilton-Jacobi se deriva del principio de Hamilton empleando el
concepto de Lagrangianos equivalentes:
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dt
Estos Lagrangianos son equivalentes, debido a que sus respectivas acciones tienen extremos simultaneos. La condicién
suficiente para que A y consecuentemente A sean estacionarias es encontrar una funcién S(q,t), que cumpla las

siguientes condiciones:

oS
pi= o )

La ultima expresion es la conocida ecuacién diferencial parcial no lineal de Hamilton-Jacobi, se utiliza el método
de las caracteristicas o método de Cauchy para resolver esta ecuacion diferencial [3]. Se ha mostrado en diferentes
trabajos [2,4,5], como este método puede extenderse a sistemas que son descritos por Lagrangianos singulares, en
este caso la formulacién de Hamilton-Jacobi agrega a los vinculos ¢, como ecuaciones diferenciales parciales y
junto con la ecuacién de Hamilton-Jacobi forman un conjunto de ecuaciones al cual se le denomina Ecuaciones
Diferenciales Parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ):

¢o = po + Ho(q',pa) = 0 )
Os =ps + Hs(qiapa) =0 (5)

Se calculan las ecuaciones caracteristicas asociadas a este conjunto y finalmente se analiza sus condiciones de
integrabilidad mediante el diferencial fundamental:

dF = {F, ¢a }dg" ©)

Existen sistemas fisicos en mecénica cldsica y en teoria de campos que son descritos por Lagrangianos singulares
[6,7], en los que es necesario introducir un nuevo tipo de variables para describirlos cldsicamente, estas variables son
conocidas como variables de Grassmann [8,6]; un ejemplo de estos sistemas es la descripcion clasica de particulas
fermionicas, tal sistema fisico se describe utilizando los conocidos campos de Dirac. Estas nuevas variables tienen
la propiedad de ser anticonmutativas lo cual genera modificaciones en el cdlculo diferencial e integral y por lo tanto
modifica la estructura de la mecdnica. Se adaptard el planteamiento hecho por por Caratheodory para estudiar este
tipo de sistemas, calculando las ecuaciones caracteristicas del conjunto de EDPHJ y analizar las condiciones de
integrabilidad permitiendo la obtencién de las ecuaciones de movimiento.

2. Formalismo Lagrangiano

La densidad Lagrangiana [6] que describe el campo de Dirac (fermionico) sin interaccidn es:
i- - _
Z = 5 W’Y“@uw - 3u¢7“¢] — mayp @)

Donde ¢ y v = 14° son los campos fundamentales de Dirac. v*, con 1 = 0, 1,2, 3, son las matrices de Dirac, la
representacion matricial que se utilizard en este trabajo es:

I 0 0 o 0 oy 0 o,
= V= 7= v = 3
0 -1 —o; 0 —oy 0 -0, 0

Donde o0, 0y, 0, son las matrices de Pauli. Entonces, la densidad Lagrangiana en términos de las componentes de
. 7 : : A e .
los campos: v, , 1, y de las matrices de Dirac v* : v, se expresa explicitamente asi:

L = 2 [P Duths = Dutbariths] — mabutha ©)
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Aqui se debe entender que se suma sobre indices matriciales repetidos. Clasicamente los campos fundamentales de
Dirac 1 y 1) son representados por campos Grassmannianos, donde sus componentes v, y ¢, con a,b = 1,2,3,4,
deben satisfacer las siguientes relaciones de anticonmutacion:

Yathp + Yptha = 0 (10a)
Vathy + Ppthq = 0 (10b)
Yathy + Pptha = 0 (10c)

Estas relaciones implican que las variables del dlgebra de Grassmann sean nilpotentes, es decir que la potencia de
cualquier variable igual o mayor a dos, son idénticamente nulas, ademads, las variables de Grassmann A, B con
nimero de paridad n4 y np cumplen las siguientes propiedades:

= AB=(-1)"A"BB A; nAB =N +np

{A7B} — n{A,B} =Mn4A+MnNB

{A,B} = ~(~1)"2"=(B, A}

{4,BC} = (-1)"4"2B{A,C} + {A, B}C

{AB,C} = (-1)"5"{A,C}B + A{B,C}

En dlgebra conmutativa las operaciones de derivacion e integracion son definidas por medio de limites y poseen
una interpretacion geométrica [9], mientras que en un dlgebra de Grassmann estas operaciones no son definidas con
limites ni tienen una interpretaciéon geométrica, son definidas como operaciones de identidad [1]. Las reglas para
calcular la derivada de un generador del dlgebra respecto a otro generador estan definidas por:

B

8Zi = 050 (11)
(1)

30 0 (12)

Aunque estas reglas son semejantes a las del dlgebra usual, se debe tener en cuenta que la variable a ser derivada debe
estar al lado del operador diferencial ya sea por la derecha o por la izquierda, esto permite definir dos tipos de deriva-
das por la izquierda (L) y por la derecha (R). Consideremos como ejemplo la derivada de la funcion © = 111210314

= Derivada derecha:

P A
g—ilR = — 1oty (13)
= Derivada izquierda:
Sl = o (rwmate) = 30 (Uriavawn) = 5 vriavs = drav
2|1 = rvaty (14)

Extendiendo el principio de Hamilton, a los campos fermionicos es posible demostrar que %), y 1, deben satisfacer
las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange [6]:

0% 0L
— =0 —— | =0 15
I (awma)) ()

0% 0L
= _9. | ———1=0 16
T (a (a,ﬂpa)) (1o
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Donde las derivadas calculadas respecto a los campos fermionicos se entenderan de ahora en adelante como derivadas
izquierdas. La ecuacién de campo asociada a v, (15), determina la ecuacién de Dirac para el campo 1), expresada
en unidades naturales i = ¢ = 1,[10]

[0 ("B +m)] =0 (17)
o en forma compacta:
b (ME n m) —0 (18)
De igual manera, la ecuacién de campo asociada a v, (16), implica que:
[(iv"Op —m) ], =0 (19)
o en forma compacta:
(iv"9, —m)y =0 (20)

3. Formalismo canodnico

Para realizar un estudio candnico del campo fermionico sin interaccion, se definird primero los momentos candnicos
conjugandos a los campos de Dirac fundamentales de la siguiente manera:

n =92 1)
D
0L
_a = — 22
o= o (22)

Donde 7, se ha definido como el momento candénico asociado a 1), y 7, el momento canénico asociado a 1,. Al
calcular las respectivas derivadas izquierdas se determina:

7

Ta = =5 Yas¥ (23)
-

To = —wa}}a (24)

Las expresiones (23) y (24) relacionan los momentos candénicos con los campos, por lo tanto, son vinculos primarios
y se los definira de la siguiente manera:

7
b =T + 572bwb =0 (25)

_ - i
G0 = Ta+ 5%, =0 (26)
Como el indice a toma los valores 1,2, 3,4, se tiene en principio 8 vinculos primarios. El conjunto de variables

(v, %, 7, m) definen el espacio de fase, en el que la densidad Hamiltoniana canénica bajo la definicién de derivada
izquierda, se define asi:

% = aaﬁa + qZa,Trn, - og/ﬂ (27)
Utilizando (23) y (24) se obtiene:

H = % [0k a0 — DarOhbn] + mibatta (28)

Ahora como el espacio de fase (14, ¥4, Tq, To) son campos fermionicos, los paréntesis de Poisson toman el nombre
de paréntesis de Bose-Fermi, y se definen formalmente en términos de derivadas funcionales izquierdas de la siguiente

manera:
§Fi(z) 6Fy(y)  0Fi(z) 6Fa(y) | 6Fi(z) 6Fs(y)

50a(2) 97a(z) | 07a(2) 30a(2) | 00a(z) O7a(2)

- 220

(Fi(z), Fa(y)} pr = — / @] (29)

(o9
3
S]
—
©
S—
(o9
<
S]
—
N
N~—
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De la expresién (29) y del hecho que las variables en el espacio de fase son independientes, se deduce que los
paréntesis de Bose-Fermi fundamentales de la teoria diferentes de cero son:

{va(@), m(y)}Br = */d?’z B:/Z:g)) giig;] = f/dgzcsactsg(x — 2)0pe8° (y — 2)

Por lo tanto:

{¢a(2), T (y)} BF = —0apd®(x — y) (30)
{Ya(2), m(y)} P = —/dSZ [iﬁag)) g:igi] = —/d3z(5ac53($ — 2)0p8° (y — 2)
Finalmente se determina: B
{a(@), 7))} BF = —0ar6®(x — y) (31)

4. Formulacion de Hamilton-Jacobi

La ecuacidon de Hamilton-Jacobi (HJ) asociada a la densidad hamiltoniana (28) es:
pr=pt+H# =0 (32)

Donde p? se ha definido como la densidad de momento asociado a t, los vinculos primarios (25) y (26) son ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) en el formalismo de HJ, con esto, el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de
Hamilton Jacobi (EDPHIJ) [5], son:

pr=p'+H# =0 (33a)
i
Go = T4 + 57&% =0 (33b)
_ i -
b0 = Ta+ 5% =0 (33¢)

La ecuacién diferencial (33a) contiene la densidad hamiltoniana .7 que est4 relacionada con la dindmica del sistema,
ademds, p' se ha definido como la densidad de momento candnico conjugado a la variable 20 = ¢, asi que, se
asociara a t como el pardmetro independiente correspondiente a la EDPHJ (33a). Las EDPHJ (33b), (33c) surgen de
la definicién de los momentos (7., 7, ) conjugados a las variables (1), %), por lo tanto, se relacionard a (1, 1) como
los pardmetros independientes a las EDPHJ (33b) y (33c) respectivamente. De esta manera, la evolucién dindmica
en el espacio de fase (z/;, o, 7‘r) de un campo F (1/17 o, T, 7‘r) asociada al sistema, estd dada por el diferencial:

dF(z) = / &Py [{F(z),¢" () }dt + {F(2), ¢a(y) ydba(y) + {F(2), da(y) }deba(y)] (34)

Para este sistema los vinculos son campos, por lo tanto, se tiene un vinculo por cada punto del espacio, por esta
razén la integral en el diferencial fundamental representa la suma de todos estos vinculos en el espacio. Definiendo
A= {F(2),0a(y)} y B = dibo(y), donde la paridad de A es na = np + ngy, y la paridad de B es ng = ny, .
Ahora usando la siguiente propiedad de variables Grassmannianas:

AB = (-1)"4"?BA (35)
El segundo término de la expresion anterior se puede reescribir asi:
{F(2), $a(y)}dtba(y) = (1) H0a) 0 didy (y) {F (), da(y)} (36)

El nimero de paridad de ¢, es ng, = 1,y el de ¥, es ny, = 1, ademds para este sistema en particular F' representa
variables de paridad impar, por lo tanto ny = 1. Sustituyendo los anteriores valores de paridad en (36), se determina
que:

{F(l’), ba (y)}dd_)a (y) = d/‘/;a (y){F(x)v d)a(y)} (37

Con el resultado anterior el diferencial (34), se escribe de la siguiente manera:

dF(z) = /dgy {F(2), 6" (y) bt + dva(){F(2), 6a(y)} + {F(2), da(y) }dtba(y)] (38)
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Se analizar4 las condiciones de integrabilidad del sistema de EDPHIJ para garantizar que este conjunto es linealmente
independiente. La integrabilidad de ¢,, implica que se deba cumplir:

da(x) =0 (39)

Después de realizar un laborioso célculo la integrabilidad para ¢, usando (38), se puede escribir de la siguiente
manera:

dipa(x) = a0 e () + imgyy (x)] dt (40)
De la misma manera, la integrabilidad de ¢,, exige que:
da(z) =0 (41)

De esta condicion se puede determinar:
da(x) = [OFPe(x)10 Vo0 — im0 (2) 50 ] dt (42)

Las condiciones de integrabilidad (39) y (41) permiten llegar a relaciones entre los diferenciales de las variables
independientes como lo muestran (40) y (42), lo que indica que las EDPHIJ no son linealmente independientes [5].

Las relaciones (40) y (42) permiten escribir el diferencial (38) de una variable dindmica F'(z) del sistema de la
siguiente manera:

dF (z) = / By{F (), ¢ (y)}dt + / @y [0V Do)l — imn(y)nls] d{F (@), du(y))
+ / Ey{F (), a(y)} Vv O be(y) + im0yt (y)] dt

dF (z) = / Py[{F(x), 0" (1)} + (000 ()5 760a — imbs(y)v5,) {F (), da(y)} 43)
+{F(x), 9a(v)} (V100 (y) + imygytou(y) ) ldt

5. Paréntesis Generalizados

La expresion entre corchetes cuadrados en el diferencial anterior, permiten definir una forma particular de una
estructura mas general conocida como los “paréntesis Generalizados”(PG) [4]:

{F(z),¢' (1)} = {F(x),0" (W)} + (000e(y)V5 00 — imabs(y)Vpa) {F (), da(y)} (44)

H{F(2), da(y)} (V105 e(y) + imy9 s (y))

Los paréntesis generalizados entre dos variables dindmicas F'(z) y G(y) se definen formalmente de la siguiente
manera:

(F@).GO)Y = (F@.60)} - [ [ dus (). 2} (Chwn) (Se.0w)  69)
Donde 7,7 = 1,2; ademas se ha definido:

)
2(11 = g = Tq + 57&,% =0

2 _ 7 - L0
Za = ¢a =Tq+ iwb’}/ba =0
g -1 iy
(C’;Jb(u, v)) es la inversa de la matriz C)](u,v) cuyos elementos son los paréntesis de Bose-Fermi entre las

EDPHJ ¥ y ¥/,

C’;Jl;(u’v) _ {Ba(u), dp(v)} {@a(u), éb(v)} (46)

{an(u% (bb(v)} {&a(u)z (Z;b(v)}
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Calculando los paréntesis de Bose-Fermi se determina que la represenacion de la matriz C'7 (u, v) tiene la siguiente
forma:

iy 0 A0
C’Zj’(u, v) = —i Tab 53(u —) 47
Yoo O
La inversa de esta matriz es [6]:
L -1 0 ~°
(chw) =i ") Pw-v) (48)
Y 0
ab

Con esta representacién de la matriz inversa el paréntesis generalizado (45) entre dos variables dindmicas F'(z) y
G(y), esta determinado por la siguiente expresion:

(F(2).G(y)}" = (F(x),G(y)} — irly / o {(F(2), 6a(0)} {Bs(0), Cy)) (49)
_in®, / @0 {F(2), 3a(0)} {6s(v), G()}

Utilizando la propiedad (35) y recordando que se tiene los siguientes nimeros de paridad ny, = 1, ng, =1, F es
nr = 1; el paréntesis generalizado se puede escribir asi:

(F(2),Gw)}" = {F(2),G(y)} — i, / 0 { (), 1)} {F(x), da(v)} (50)
i, / @0 {F(2), da(0)} {64(0), G()}

Si se considera G(y) = ¢*(y) en (50) se determina:
{F(2),6' (1)} = {F(2), 0" (W)} + (088 (W) Vi — ims (y)76a) {F (%), da(y)} (51)
HE(@), 60 ()} (Yap 16080 (y) + imygyin(y))

Resultado que concuerda correctamente con la relacién (44). La definicion de paréntesis generalizados permite reducir
el nimero de parametros independientes, v y 1, con esto la evolucién de una variable dindmica F'(z) depende
unicamente del pardmetro independiente ¢, en términos de los paréntesis generalizados el diferencial fundamental
estd dado por:

= / {F(z),¢'(y)} d% (52)

Se procedera a analizar nuevamente las condiciones de integrabilidad utilizando el diferencial (52). La integrabilidad
de ¢, (), exige que:

da(x / d*y{¢a(z), ¢" (y)} dt = 0 (53)
Utilizando el siguiente resultado:
{8a(2), " W)} = 570 (W (@ = y) = YK (¥)5 (z = y) (54)
Se determina que:
da(z) =0 (35
De manera similar, la integrabilidad para ¢, (), implica que se cumpla:
dbu(@) = [ @ylGula), W) dt =0 (56)

Usando el siguiente PG:

[6a(), 6 ()} = ~S00lynb 0@ — 9) + Suly)n b0 (e — ) 57)
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En la integrabilidad de ¢, se obtiene que:
dpa(z) =0 (58)
Los resultados (55) y (58) establecen que las condiciones de integrabilidad son identicamente satisfechas, por lo

tanto, las EDPHJ estan involucién con los paréntesis Generalizados. Entonces, las respectivas ecuaciones carac-
teristicas y el conjunto de EDPHJ son integrables.

En un principio se asumio que los campos (¢, %', Ta, 7o) eran independientes, pero debido a la presencia de las
relaciones (21) y (22) y del hecho de haber considerado a (¢, 1) como los parametros independientes asociados a
las EDPHI; se definird a los campos (7, 7) como los grados de libertad de la teorfa. De la definicién de los PG, se
procederd a deducir estas cantidades entre los campos independientes del problema, para ello se inicia calculando el
PG de 7, (z) con cualquier variable dindmica G(y), el cual esta dado por:

{ma(2), G(y)} = {ma(2), G(y)} — ivgb/d?’v {6c(v), GW)} {ma(@), du(v)} (59)

3 / v {7a(2), B(0) } {0e(v), G ()}

Después de realizar algunos calculos se puede demostrar que el PG se puede reescribir asi:

[ra(e), G} = 3 {ma(@), GW)} — 27 {0e(2), G} (60)

De aqui es posible demostrar que:
{ma(@), m(y)}" = im‘iﬁ(m —y) (61a)
{ma(z), m(y)}" =0 (61b)

Con esto se determina que (61a) es el inico PG no nulo de la teoria.

6. Ecuaciones Caracteristicas

A continuacion utilizando (52) se calculardn las ecuaciones caracteristicas asociadas al conjunto de EDPHIJ que
corresponden a las ecuaciones de movimiento para las variables (7, 74 ):

drae) = [ dy(ma(o). o' ()} ds (62
drae) = [ dy(ma(o). o' ()} di 63)
Se puede demostrar después de un laborioso cdlculo que los PG anteriores tienen la siguiente forma:
[ra(), 6 )} = 2B )8 (@ ) — Smiba(1)6*(@ — ) (64
(7))} = ST — ) + 5 mda(1)6* (@ — ) (64b)

Usando (64a) en (62) se determina lo siguiente:

mo(o) = [ | R0 ) = G - )|
= (5808 un(e) - (o)) ar

Ouma(®) = 29k PKvn(a) — gtae)
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Recordando que 7, = _%ngq/,b

*%’ngaowb = %7§b3k1/)b - %mwa
0 = i7500%s + iar Oty — Miba
0 =1 (7900 + Vi) Yo — mbapihy
0 = (i, 0 — mdab) Py
[(i’y“@u - m) ¢]a =0 (65)
De la misma manera la evolucién del campo 7(x) utilizando el resultado (64b) es:

o L
mo(o) = [ @ (SO0t 0) + g - ) ) at
= (§o00lonts + gmin(o)) a
\2 2
OFa(@) = SO Pe(@)rly + Gmia(a)
Recordando el resultado: )
7 —
Fal@) = =5 (@) ke

%(—QM@%&—Q%%WM&—}WM@=O

i00Ub Yy + 10k b Yy + miba =0

i (19 00 + 1k O 1) + milsding =0
il/;b%lfa%u + my6pq =0

Py (i’y{fa%u + m5ba> =0

- —
[0 (78, +m)| =0 (66)
Las ecuaciones de campo (65) y (66) se conocen como las ecuaciones de Dirac. La primera ecuacién describe el

movimiento de una particula fermionica libre de spin % y la segunda describe el movimiento de la correspondiente
antiparticula.

7. Remarks and conclusions

En este trabajo se presento el formalismo de Hamilton Jacobi para sistemas singulares. Mediante problemas pricticos
se hizo la generalizacion para sistemas con infinitos grados de libertad y sistemas descritos por medio de variables de
Grassmann, en particular se analiso la estructura clasica de los campos de Dirac. Se mostré que el formalismo de Ha-
milton Jacobi, permite a través de las condiciones de integrabilidad obtener nuevos vinculos que surgen de la teoria,
de igual manera que las condiciones de consistencia lo hacen en el formalismo Hamiltoniano de Dirac. En algunos
trabajos se ha probado la equivalencia entre las condiciones de integrabilidad y las condiciones de consistencia [5].

En particular, se mostré que cada vinculo es reconocido como una ecuacién diferencial parcial en el formalismo de
Hamilton Jacobi y a cada uno de estos vinculos se les asigna un pardmetro independiente, (¢,q, 1, ), este conjunto
de parametros independientes son los que describen la evolucién dindmica del sistema fisico. Si todos los vinculos
primarios y obtenidos por integrabilidad se cierran en un 4lgebra de Lie, entonces, se dice que el sistema es involutivo
y las respectivas ecuaciones de movimiento o caracteristicas para los campos independientes (7, 7, ) son integrables.

Al analizar las condiciones de integrabilidad de ¢ y ¢ se determiné relaciones entre los diferenciales de las variables
independientes del sistema, cuando esto sucede se dice que el conjunto de EDPHJ no es linealmente independiente
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y por lo tanto estas ecuaciones no estdn involucién con los paréntesis de Bose-Fermi.

Las relaciones entre las variables independientes (40), (42) permitieron reescribir el diferencial fundamental en
términos del tiempo que es ahora la unica variable independiente del sistema, esto permitio definir la estructura
conocida como paréntesis generalizados (PG). La evolucién dindmica del sistema esta dada ahora por (52), se observo
entonces que al definir los PG el nimero de variables independientes del sistema disminuyeron, ademads, se verifico
que bajo (52) el conjunto de EDPHJ esta en involucién y por lo tanto las ecuaciones caracteristicas que corresponden
a las ecuaciones de movimiento del sistema son integrables. Por tltimo, el formalismo de HJ permitio obtener las
ecuaciones de Dirac (65) y (66) en forma covariante.
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