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Resumen

En este trabajo se estudiard una teoria cldsica de campos descrita por Lagrangianos de segundo orden en
las derivadas. Los principios fundamentales de la teoria permitird deducir las ecuaciones de campo a nivel
Lagrangiano y Hamilton y las correspondientes cargas conservadas asociadas al grupo de Poincaré. De
igual manera, se deducird el segundo teorema de Noether para una teorfa gauge descrita por derivadas de
segundo orden.

Palabras Claves: Lagrangianos de segundo orden, ecuaciones de campo, ecuaciones de Hamilton, grupo de Poincaré, segundo

teorema de Noether.
Abstract

In this work we are going to study a classical field theory describe by higher order derivatives Lagrangians.
The basic principles of theory will allow to deduce the Lagrangian and Hamiltonian field equations and
the corresponding Noether’s charges associated to the Poincaré group . Here, we will deduce the second
Noether theorem for gauge theories describe by higher order derivatives.

Keywords: classical field theory with higher derivatives, field equations, Hamilton’s equations, the group of Poincaré, second

Noether theorem.

1. Introduction

En teoria clésica de campos [1], los sistemas fisicos son representados por campos ¢, (z), donde a = 1, .., N, que
son funciones del espacio-tiempo x = z* [2]. Como la estructura de x = x* es continua, se considera que estos
sistemas fisicos poseen un nimero infinito de grados de libertad. Definidos los campos, se le asocia al sistema una
densidad Lagrangiana - que es un escalar de Lorentz y ademads una funcién de los campos y de las derivadas de los
campos. Esta densidad Lagrangiana describird la dindmica y las propiedades del sistema fisico. Aun cuando no existe
restriccion en el orden de las derivadas de los campos de la cual deberd ser funcién .Z, la mayoria de los sistemas
fisicos que conocen dependen en primer orden de v, (x) [2]. Nuestro estudio considerard un sistema descrito por
una densidad Lagrangiana de orden 2 en la derivadas de los campos, es decir:

L = Lo(x),0utha(), 0,0,00(x), x]. (1)
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El Lagrangiano asociado al campo es definido por:

L:/ﬁ%g, @
Q

donde dz® = dx'dx?dz® y Q es el dominio del espacio tiempo donde el campo reside. La funcional de accién entre
los tiempos t1 y to es construida a partir del Lagrangiano en la forma [1,2]:

ta
Alp(x)] = [ dtL = [ d*zZ 3)
J=]

donde o es el volumen en el espacio-tiempo y dz* = dax®dx'dx?dx?. Esta funcional de accién permitira estudiar la
evolucién temporal del sistema fisico en el espacio de configuraciones y en el espacio de fase apelando al principio
de Hamilton y de Hamilton modificado, respectivamente [1,2,3]. De igual manera, de A, (x)] y del primer teorema
de Noether se deducirdn las correspondientes cargas conservadas: energia, momentum lineal, momentum angular, y
spin asociadas con el grupo de Poincaré [2]. En el caso que A, (z)] describa una teoria gauge, el segundo teorema
de Noether implicara que las identidades de Bianchi sean satisfechas lo que garantizara la existencia de cargas
conservadas que corresponderd a un grupo de simetria gauge local [4].

2. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo que determinan la evolucién temporal de un sistema fisico en el espacio de
configuraciones, son deducidas a partir del principio de Hamilton [2]:

La trayectoria que sigue un sistema fisico representado por campos, en el espacio de configuraciones
entre los tiempos [t1, 2], es aquella que hace extremal la funcional de accion:

0 A[a(z)] =0 “)

la condicion de accion extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:
61a(X,t1) = 60 (X, t2) = 0 61q (X, 1) = 60 (X, t2) = 0 5)

junto con las condiciones asintdticas en los campos:

Ya(X,t) = 0

x| = o0 . .
Yo (x,t) = 0

(6

El principio de Hamilton considera variaciones infinitesimales con respecto a la trayectoria real, de manera que se
debe aplicar las técnicas del célculo de variaciones para determinar las ecuaciones de movimiento del sistema fisico
[5,6,7]. El espacio de configuraciones asociado a un Lagrangiano de segundo orden en las derivadas es definido por
las variables: (¢, 1/}(1, wa) Ahora, la condicion de que la accién sea un extremal se garantiza si la derivada funcional
de la accién con respecto a los campos es nula [1], es decir:

6 A[Ya(2)]
=0 (7N
5 (y)

Calculando la derivada funcional (7), siendo que la densidad lagrangiana es dada por (1), es posible mostrar que las
ecuaciones de campos son:

0L 0¥ 0¥

oL +a@(>=o (8)

Mo " (3(%%)) "\ 0(0,001a)

Estas relaciones son las correspondiente ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a sistemas fisicos que son descritos
por Lagrangianos que dependen de derivadas de segundo orden. Las ecuaciones de campo (8), constituirdn un
conjunto de N ecuaciones diferenciales de cuarto orden en las derivadas temporales y determinan la dindmica del
sistema fisico.
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3. Teorema de Noether

Noether en el afio de 1918 en su articulo “Invariante variationsprobleme” formaliza las leyes de conservacion.
Cuando Noether impone la condicién de que la accién sea invariante por transformaciones de coordenadas y campos,
se obtiene una relacion entre las simetrias correspondientes a un sistema y las cantidades conservadas [1,2]. El
teorema de Noether tiene dos partes: El primer teorema de Noether establece que la invariancia del Lagrangiano ante
un grupo de simetria finito (simetria global), implica la existencia un nimero finito de cantidades conservadas. El
segundo teorema indica que si el Lagrangiano es invariante por un grupo de simetria infinito (simetrias locales), el
sistema fisico describe una dindmica que posee vinculos [1,4].

Con el fin de deducir estos teoremas, consideremos que la accion es invariante ante las siguientes transformaciones
continuas de coordenadas y campos:

r = (z) Va(®) = 1he[tha(@)]; ©)
las cuales pueden ser definidas a partir de las siguientes transformaciones infinitesimales:
Ph=at 4 0at () = (@) + 0 () (10)

La cantidad 1), () indica variacién local en los campos y es consecuencia de cambios en las coordenadas y en la
forma de los campos, es decir:

§ha(x) = 1, (1) = a(x) = 6¢a(x) 4 6"01ba (). 1D

Aqui, se ha introducido el concepto de variacién global en los campos: 51/)a (z), que representa el cambio tinicamente
en la forma de los campos sin tener en cuenta cambios en el punto x [1,2]:

0pa(x) = by () = tha(®) (12)
Como consecuencia de las transformaciones infinitesimales (10), densidad Lagrangiana cambia y ésta variacién se
puede expresar como:
L =L 45 (13)
donde:
L' =L [0o(a). 0,04(2),0,0,0,(«). 2] (14)
Al exigir que la accidn sea invariante por transformaciones de coordenadas y campos, se debe cumplir que:

§A[ha(2)] = Aty (2)] — Altha(2)] = / de'* e — / ' =0 (15)

’
g

donde o denota el volumen expresado en el nuevo sistema de coordenadas 2. La relacién entre las medidas de
volumen dz* y dx 4 se determina a partir del Jacobiano de transformacién [1,2]:

!
Oz M

de't = | Z—
o ox™

do* =~ (14 9,62")dx?, (16)

donde se ha considerado términos hasta de primer orden en dx. Sustituyendo (13) y (16) en la expresion (15), la
variacion local de la accion se puede expresar de la siguiente forma

S Afpa(z)] = / A 5.2 + 0,(52" L)) = 0, (17)

en donde se ha considerado la variacion global de . que para el caso de sistemas fisicos descritos por Lagrangianos
que son funciones de derivadas de segundo orden se escribe:

07 - 0L - 0L
87%57% + =—0(0utba) + 9

5L = _ 9z
I(Outa) (010v1a)

5(0,0,14). (18)
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Después de algunas manipulaciones, la relacion (17) se puede expresar de la siguiente manera:

5 Afa(z)] = / i (L6 + 0,0 ) =0, (19)
en donde hemos puesto en evidencia las ecuacionZs de campo que las identificamos como:
== 5~ (o000m) * 2 (a) = <20>
y se ha definiendo la corriente de Noether J# asociada a una teoria descrita por Lagrangianos de segundo orden:
7= (a0 - (o) | * e + e

Ahora, tendiendo en cuenta que el volumen espacio-temporal o es arbitrario y que la identidad (19) se debe garantizar
para cada punto contenido en o, la invariancia de la accién es garantizada si [1,2]:

L6, + 0, J" = 0, (22)

ésta expresion (22) es conocido como el teorema de Noether.
4. Primer teorema de Noether y el grupo de Poincaré

Consideremos que las variaciones en coordenadas y campos: dz* y d1),, estan caracterizadas por un conjunto
de 7 pardmetros constantes, independientes e infinitesimal del espacio-tiempo €”, con 3 = 1,2, ..r. Este conjunto
de transformaciones pertenece a un grupo finito de simetria en términos de los cuales las transformaciones (10) se
expresan de la siguiente forma [1,2]:

Sat =t — gt =P X)) = w;(x/) — Ya(x) =€°7 B, (2). (23)

A las cantidades X 'L,Lg(l’) Y ®ga(x) s€ las denomina generadores del grupo de simetria. Si se considera que la accién
es invariante por la transformacién (23) con la condicién de que los campos ¢, (z) son soluciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, es decir que L® = 0, entonces la identidad (22) se reduce a la siguiente ecuacion de continuidad:

80" = 0. (24)

Esto es conocido como el primer teorema de Noether y a J%;, que tiene la forma:

T B 0z
7= [8(@%) o (a(a,,awa))] Ppa(z) + 20,0, %)au%a(a:)

0L 0L 0L
—-X“ —— 0, | =———— ]| Oua ————— 0,0, — M, L ¢, 25
ﬂ(“”){ [a@wa) (a@ma)ﬂ Vo Ga,a,0m) Ce0be =% } @)

se la identifica como la corriente de Noether asociada al grupo finito de simetria generado por las transformaciones
(23).

Con el fin de calcular las cargas conservadas [2], integremos la ecuacién de continuidad (24) en un volumen
tridimensional arbitrario :

/ dz®0,,J",; = / dz® (99 J% + 9k J";) = 0. (26)
Q Q
Si se utiliza el teorema de Gauss al segundo término de la relacidn anterior se obtiene que:
/ da® (0 J";) = ]{ dsiJ" (27)
Q S

donde S es la superficie contorno de (2. Siendo que el volumen 2 es arbitrario, se lo puede escoger tan grande como
se desee de tal manera que la frontera S esta siendo considerada en |x| — co. Ahora, el comportamiento asintético
de los campos y de sus derivadas, es decir:



J. A. Fajardo.: Lagrangianos de segundo orden en teoria cldsica de campos

Ya(x,t) = 0
ak¢a(x7 t) -0

cuando |x| — oo, (28)

garantizara que cuando se tome el limite |x| — oo, la integral de superficie desaparezca:

/ dz3(9yT%,) = f dyy % 50, 29)
Q s

por el hecho que J kﬁ, que es funcién de los campos y de sus derivadas, esta siendo evaluado en la frontera S. De
esta manera, el resultado (29) garantizara que (26) se exprese como:

d . d
d 3 0o _ = d 370 _ 7 — 30
/ x°0pJ 7 z° T dtQB 0, (30)
Q Q
lo que implica que la cantidad:
Qs = /d:c?’JOﬁ =constante (B =1,2,..,r 3D

Q

se denomina carga de Noether. Asi, el primer teorema de Noether establece que si el Lagrangiano es invariante ante
una transformacidn infinitesimal, generada por un grupo finito que depende de r pardmetros constantes, existen r
cantidades independientes asociadas al sistema fisico descrito por los campos ,(x) que se conservan [1,2].

Consideremos el caso en el que (23) corresponde a unas transformacion de Poincare, es decir, una transformacion
de Lorentz mas una traslacién espacio temporal que estdn representadas mediante las siguientes relaciones [2]:

1
ozt =t +5WHx,  di,(x) = §5W“V(I/W)ab7j}b(x), (32)

donde €" es un cuadrivector constante infinitesimal, asociado a las traslaciones infinitesimales espacio temporales,
en cuanto que JWH" es un tensor de segundo orden que depende de componentes infinitesimales y esta asociado a
rotaciones infinitesimales en el espacio tiempo. El tensor W #¥ debera ser antisimétrico con el fin de garantizar que el
intervalo entre dos eventos espacio temporales infinitesimalmente préximos sea invariante por la transformacién (32).
Los tensores I, se conocen como los generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz y satisfacen
la propiedad I,,,, = —1I,,,. Las transformaciones (32) definen el grupo de Poincare y las simetrias fisicas asociadas
a este grupo son la homogeneidad y la isotropia del espacio tiempo.
La invariancia de la accién por el grupo de Poincare, establece la siguiente corriente de Noether

1
Jh= SOWAM s — € 0, (33)
donde 6, se denomina densidad tensorial de momentum-energia que se define por:
0L 0L 0L
O, = | =———0 | 95— )| Oa¥a + m5F5——=0.0,¢, — 0", L, (34)
Er R Cor ) | R v L
en cuanto que /", 5 se identifica como la densidad tensorial de momentum angular-spin que se expresa como:
0L 0¥
«%l; :|: _au< >:| Ia a"/} (35)
0~ 00,0~ P\ 00,0, ) e
0L

I 5 M o — 123
T 00,0, ) e Ot e = Blats

De la corriente (33) y de la relacion (31), se determina que la correspondiente carga de Noether asociada a la
transformacioén (32) tiene la siguiente forma:

Q= %(anﬁMaﬂ— €* P, (36)
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donde P, es el cuadrivector momentum y Mg es el tensor de momentum angular-spin del campo que estdn definidos
en la forma:

P, = /dx300a , My = /dx?’///(;ﬁ con o,/ =0,1,2,3. (37)
Q Q
De la antisimetria del tensor W ? se debe garantizar que Mg = —Mg,. El cuadrivector momentum del campo

se le interpreta con las siguientes componentes: P, = (E, —P), donde Py, = E corresponde a la energia del campo
en cuanto que P; = P se asocia con el momentum lineal del mismo. para un sistema fisico conservativo, la energia

del sistema es equivalente al Hamiltoniano canénico, £ = H¢ = f dx3 5%, donde 4 = 900 se lo conoce como
Q

densidad Hamiltoniana. Ahora, para un sistema descrito por un Lagrangiano que depende del segundo orden en las

derivadas de los campos, el Hamiltoniano canénico se expresa en la siguiente forma [8]:

0L 0L 0L . 0L .
Heo = | da? — —0 — | —20, . ot —— Yo —Z
“ / ’ ( {31% 0 (awa> 20 (3(31&%))] vat Oa v ) oo
Q

El Hamiltoniano canénico, describira de ahora en adelante, la dindmica del sistema en el espacio de fase el cual esta
expandido por las siguiente variables: (¢, ¥q, T 771‘2), donde 7, y wz son los momentos canénicos conjugados

asociados a las variables 1, y 1,, respectivamente, y para una teoria descrita por este espacio de face, la coordenada
1), se considera independiente.
El Hamiltoniano canénico escrito en términos de las variables del espacio de fase se expresa [8]:

He = / d® (nde + 73— 2) = / da A, (39)
Q Q

con la densidad Hamiltoniana canénica escrita como: 5 = Tl'il/.)a + WZiLa — %. Las relaciones (38) y (39) permite
identificar los momentos canonicos 7y, y 7T'Z-) como siendo definidos por:

0% 0.7 0.7 0.7
= _—" — | — ) =20, | ——— @ =__— 40
™= g (awa) ¢ (a@kwa)) S B0, 0

El momentum lineal asociado al sistema fisico P; = P; se expresa en término de los campos y de sus derivadas
de la siguiente forma:

P, = /dx390j _ /dx?’ (w800 + 7805000 @41
Q Q
Ahora, el tensor de momentum angular-spin se puede re escribir como [8]:
MQB = Laﬂ + Sa,@ (42)
donde L.z se denomina tensor de momentum angular orbital y el cual tienen la siguiente estructura:
Lo = [ da® 73 @030 = 2300t0) + 3 (0Dt — 200 ) 3)
Q

en cuanto que S, es el tensor de spin:

Sap = / o’ {”i(fa/a)abi/}b + 78 (Lag)abte @4
Q

5. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

En la version Hamiltoniana de una teoria cldsica de campos la dindmica del sistema en el espacio de fase
(Va, Va, T, wi) esta gobernada por las ecuaciones de movimiento de Hamilton las cuales son deducidas a partir del
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principio de Hamilton modificado mas condiciones de frontera [2,7]. En el espacio de fase, la accién se expresa de
la siguiente forma: reemplazando la densidad Lagrangiana en la funcional de accidén (3), se obtiene:

Aty m8) = [ dat [ 3 7 = A 45)

El principio de Hamilton modificado [3] establece que:

La trayectoria que sigue un sistema fisico representado por campos, en el espacio de fase entre los
tiempos [t1,t2], es aquella que hace extremal la funcional de accion (45).

S A[a, . T, 4] = 0. (46)

La condicién de accidn extremal se debe garantizar junto con las siguientes condiciones de frontera:
0 (X, t1) = 6a(X,t2) = 0 S (X,t1) = 0tha(X,t2) = 0 (47)
La accién es una funcional de las coordenadas (¢, ql}m T w;‘;}) que son consideradas linealmente independientes;

de manera que cuando se calcula (47), se debe considerar que las variaciones de 1), 577/.111, 57@‘2 y 57r1‘2 son indepen-

dientes. Del principio de Hamilton modificado se deduce que las ecuaciones Hamilton que determinan la evolucién
temporal del sistema fisico en el espacio de fase [3,8] son dadas por:

. 0Hc
wa(x) = 57@7}(@ = {%(Jﬁ)aHC},
() = ;ﬁ‘;) = {¢a(x), He}, (48)
P
#(a) =~ s = {nh (o). He,
aipy—  OHo 4
¢(x) 51/%1(53) _{ 1/,( )7HC}7

donde se ha introducido el concepto de paréntesis de Poisson (PP) a tiempo iguales zo = yo, que para dos variables
dindmicas A(z) = A(Ya, ta, T, TI'Z) y B(y) = B(¥4, Ya, T, 71'3}) definidas en el espacio de fase son definidos de
la siguiente forma:

{A(2), By)}agyy = / dz? (49)

( 5A(z) 6B(y)  0A(z) 6B(y)
Q

dhy(2) oml (2) B omly(2) 0w (2)

| FA(2) 6B(y) _ JA(x) 3B(y)
8hy(2) 07y (2) 07y (2) Gedu(2) )

De la definicién anterior, se puede calcular los PP fundamentales entre las coordenadas (wa,ﬁa,wi,ﬂz), y se

demuestra que los tnicos PPlo diferentes de cero son [3,8]:
{Ya(2),my(y)} = 628°(x —y) {Ga(@), 78 (y)} = 608" (x —y) (50)
En términos de los PP se puede expresar la evolucién temporal de una variable dindmica A(x) = A(1),, 1%, T, WZ)
en el espacio de fase de la siguiente manera [2,3]:
A(z) = {A(x), He} 51)

La importancia de la carga de Noether () radica en el hecho que ella esta asociada a las simetrias del sistema
fisico, es por ello que a ) se le denomina el generador de simetria ya que se puede mostrar que su relacién con la

variacién global de los campos 61q (z) es dada por [2]:

a() = (0a(2), QF = 50W™" a(2), Map}— € {0 0), Pu}, 52
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de esta manera se interpreta a P, como el generador de simetria asociado a las traslacion en el espacio-tiempo,
en cuanto que M,z sera el generador de simetria por rotaciones espacio temporales. Es posible mostrar que éstos
generadores satisfacen las siguientes relaciones de PP [2]:

{P/L 5 Pv} = 07
{M;w; PA} = 7]’0)\Pu - nuAR)a (53)
{M/MH MO’T} = T]'UO'M,UJ' + nuTM'UO' - nUTM;uT - nMO'MUTa

conocida como el dlgebra de Poincaré.

6. Segundo teorema de Noether

El segundo teorema de Noether es consecuencia de la invariancia de la accién ante un grupo infinito de simetria,
conocidas como simetrias gauge locales. Una consecuencia de este teorema es la existencia de cantidades conservadas,
el cumplimiento de las identidades de Bianchi y el caricter singular del Lagrangiano que tendrd como consecuencia
que se describa en sistema dindmico con vinculos [1,4]. Este grupo de transformaciones estd caracterizado por un
conjunto de r parametros, €7 () con 8 = 1,2, ..., r, dependientes de las coordenadas espacio temporales y estdn
definidos de la siguiente forma [4]:

dat =P (w)X“B(x) , 6Ya(x) =€° (2)®pa (), 2)+ €2 (2)pupa(t, ), (54)

donde se ha introducido la siguiente notacién €°# (z) = 9" €° (x). Los tensores: X'5(x), @pa (¥, 2) ¥ Pppa(, )
son funciones del punto y de los campos y son conocidos como los generadores del grupo de simetria infinito [1,4].
Ahora, la transformacion global de los campos se puede expresar como:

57/111(1:) = 5%(93) - 596”3#%@) :GB (q)ﬁa - X'uBa/ﬂ/}a)+ Eﬁ’u PuBa (55)

Si se integra la expresion (22) sobre un espacio tridimensional y se utiliza la relacién (55), es posible mostrar,
después de un estudio laborioso, que el tensor:

Oup = L*pupa + jus: (56)

satisface la siguiente ecuacidn de continuidad [4]:

6”6#5 = O7 (57)
donde se ha definido:
0L 0.
U — 0y By, — X%001a .
J's [6Qh¢h) <8Gh@ﬂhﬂ>}( B 2 Datha) 55
0.7 X )
+ma”(%“ — X%0atha) + £ X",

La relacién (57) se conoce como el segundo teorema de Noether. Ademds, es posible verificar que se cumplen las
identidades generalizadas de Bianchi:

LY(®pa — X'50ptba — 0" pga) — (0" L*)ppsa =0, (59

que garantizan que las ecuaciones de campo no son independientes [4].

Otra consecuencia del segundo teorema de Noether es el hecho que el Lagrangiano que describe el sistema es
singular., es decir, el determinante de la matriz Hessiana, que para una teoria descrita por Lagrangianos dependientes
de orden en las derivadas de los campos, es definida de la siguiente forma

2
ab __ 8 "E/ﬂ
0 ==,
31/%31%
es cero. Esta condicion establece establece que el sistema en consideracion tiene vinculos [8,4] de tal manera que
las ecuaciones campo no son independiente lo que ratifica el significado de las identidades de Bianchi.

(60)
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7. Conclusiones

Se realizo un estudio clasico de una teoria clésica descritas por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas de
los campos. Del principio de Hamilton mas condiciones de frontera y condiciones asintéticas de campos, se derivo la
forma genérica de las ecuaciones de campo para una teoria descrita por este tipo de Lagrangianos (8).

Al imponer la condicién de invariancia de la accién ante un grupo de transformaciones infinitesimales en las
coordenadas y los campos, se dedujo el teorema de Noether (22). Cuando el grupo en consideracién es finito se
demostr6 la existencia de 7 cargas conservadas asociadas al sistema fisico, (31). Si el grupo es consideracion es el de
Poincare se probo las cargas conservadas son: la energia P, el momentum lineal P;, el momentum angular orbital
L;j, y el spin S;;.

De la expresion asociada a la energia se derivo la version generalizada del Hamiltoniano canénico para sistemas
descritos por lagrangianos de segundo orden, (38), del cual se deduce, de manera natural, la definicién de los
momentos candnicos 77;7-) y my, conjugados a las variables ¢, y 14, respectivamente, los que permite introducir el

espacio de face, (¢q, z/}a, T, ﬂz), para este tipo de sistemas.

Se introduce el segundo teorema de Noether que es consecuencia de la invariancia de la accién ante un grupo de
transformaciones gauge locales que dependen de r parametros definidos en el espacio tiempo, (54). Una consecuencia
de este teorema es la existencia de una corriente de Noether asociada a esta simetria, que las identidades de Bianchi
son satisfechas y que el Lagrangiano que describird el sistema es singular.
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