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Resumen

En este trabajo se estudiará una teorı́a clásica de campos descrita por Lagrangianos de segundo orden en
las derivadas. Los principios fundamentales de la teorı́a permitirá deducir las ecuaciones de campo a nivel
Lagrangiano y Hamilton y las correspondientes cargas conservadas asociadas al grupo de Poincaré. De
igual manera, se deducirá el segundo teorema de Noether para una teorı́a gauge descrita por derivadas de
segundo orden.

Palabras Claves: Lagrangianos de segundo orden, ecuaciones de campo, ecuaciones de Hamilton, grupo de Poincaré, segundo
teorema de Noether.

Abstract

In this work we are going to study a classical field theory describe by higher order derivatives Lagrangians.
The basic principles of theory will allow to deduce the Lagrangian and Hamiltonian field equations and
the corresponding Noether’s charges associated to the Poincaré group . Here, we will deduce the second
Noether theorem for gauge theories describe by higher order derivatives.

Keywords: classical field theory with higher derivatives, field equations, Hamilton’s equations, the group of Poincaré, second
Noether theorem.

1. Introduction

En teorı́a clásica de campos [1], los sistemas fı́sicos son representados por campos ψa(x), donde a = 1, .., N , que
son funciones del espacio-tiempo x = xµ [2]. Como la estructura de x = xµ es continua, se considera que estos
sistemas fı́sicos poseen un número infinito de grados de libertad. Definidos los campos, se le asocia al sistema una
densidad Lagrangiana L que es un escalar de Lorentz y además una función de los campos y de las derivadas de los
campos. Esta densidad Lagrangiana describirá la dinámica y las propiedades del sistema fı́sico. Aun cuando no existe
restricción en el orden de las derivadas de los campos de la cual deberá ser función L , la mayorı́a de los sistemas
fı́sicos que conocen dependen en primer orden de ∂ψa(x) [2]. Nuestro estudio considerará un sistema descrito por
una densidad Lagrangiana de orden 2 en la derivadas de los campos, es decir:

L = L [ψa(x), ∂µψa(x), ∂µ∂νψa(x), x]. (1)
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El Lagrangiano asociado al campo es definido por:

L =

∫
Ω

d3xL , (2)

donde dx3 = dx1dx2dx3 y Ω es el dominio del espacio tiempo donde el campo reside. La funcional de acción entre
los tiempos t1 y t2 es construida a partir del Lagrangiano en la forma [1,2]:

A[ψa(x)] =

t2∫
t1

dtL =

∫
σ

d4xL (3)

donde σ es el volumen en el espacio-tiempo y dx4 = dx0dx1dx2dx3. Esta funcional de acción permitirá estudiar la
evolución temporal del sistema fı́sico en el espacio de configuraciones y en el espacio de fase apelando al principio
de Hamilton y de Hamilton modificado, respectivamente [1,2,3]. De igual manera, de A[ψa(x)] y del primer teorema
de Noether se deducirán las correspondientes cargas conservadas: energı́a, momentum lineal, momentum angular, y
spin asociadas con el grupo de Poincaré [2]. En el caso que A[ψa(x)] describa una teorı́a gauge, el segundo teorema
de Noether implicara que las identidades de Bianchi sean satisfechas lo que garantizara la existencia de cargas
conservadas que corresponderá a un grupo de simetrı́a gauge local [4].

2. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo que determinan la evolución temporal de un sistema fı́sico en el espacio de
configuraciones, son deducidas a partir del principio de Hamilton [2]:

La trayectoria que sigue un sistema fı́sico representado por campos, en el espacio de configuraciones
entre los tiempos [t1, t2], es aquella que hace extremal la funcional de acción:

δA[ψa(x)] = 0 (4)

la condición de acción extremal se debe cumplir bajo las condiciones de frontera:

δψa(x, t1) = δψa(x, t2) = 0 δψ̇a(x, t1) = δψ̇a(x, t2) = 0 (5)

junto con las condiciones asintóticas en los campos:

|x| → ∞

 ψa(x, t) → 0

ψ̇a(x, t) → 0
. (6)

El principio de Hamilton considera variaciones infinitesimales con respecto a la trayectoria real, de manera que se
debe aplicar las técnicas del cálculo de variaciones para determinar las ecuaciones de movimiento del sistema fı́sico
[5,6,7]. El espacio de configuraciones asociado a un Lagrangiano de segundo orden en las derivadas es definido por
las variables: (ψa, ψ̇a, ψ̈a). Ahora, la condición de que la acción sea un extremal se garantiza si la derivada funcional
de la acción con respecto a los campos es nula [1], es decir:

δA[ψa(x)]

δψb(y)
= 0 (7)

Calculando la derivada funcional (7), siendo que la densidad lagrangiana es dada por (1), es posible mostrar que las
ecuaciones de campos son:

∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
= 0 (8)

Estas relaciones son las correspondiente ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a sistemas fı́sicos que son descritos
por Lagrangianos que dependen de derivadas de segundo orden. Las ecuaciones de campo (8), constituirán un
conjunto de N ecuaciones diferenciales de cuarto orden en las derivadas temporales y determinan la dinámica del
sistema fı́sico.
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3. Teorema de Noether

Noether en el año de 1918 en su artı́culo “Invariante variationsprobleme” formaliza las leyes de conservación.
Cuando Noether impone la condición de que la acción sea invariante por transformaciones de coordenadas y campos,
se obtiene una relación entre las simetrı́as correspondientes a un sistema y las cantidades conservadas [1,2]. El
teorema de Noether tiene dos partes: El primer teorema de Noether establece que la invariancia del Lagrangiano ante
un grupo de simetrı́a finito (simetrı́a global), implica la existencia un número finito de cantidades conservadas. El
segundo teorema indica que si el Lagrangiano es invariante por un grupo de simetrı́a infinito (simetrı́as locales), el
sistema fı́sico describe una dinámica que posee vı́nculos [1,4].

Con el fin de deducir estos teoremas, consideremos que la acción es invariante ante las siguientes transformaciones
continuas de coordenadas y campos:

x
′
= x

′
(x) ψ

′

a(x
′
) = ψ

′

a[ψa(x)], (9)

las cuales pueden ser definidas a partir de las siguientes transformaciones infinitesimales:

x
′µ = xµ + δxµ ψ

′

a(x
′
) = ψa(x) + δψa(x) (10)

La cantidad δψa(x) indica variación local en los campos y es consecuencia de cambios en las coordenadas y en la
forma de los campos, es decir:

δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) = δψa(x) + δxµ∂µψa(x). (11)

Aquı́, se ha introducido el concepto de variación global en los campos: δψa(x), que representa el cambio únicamente
en la forma de los campos sin tener en cuenta cambios en el punto x [1,2]:

δψa(x) = ψ
′

a(x)− ψa(x) (12)

Como consecuencia de las transformaciones infinitesimales (10), densidad Lagrangiana cambia y ésta variación se
puede expresar como:

L
′
= L + δL (13)

donde:
L

′
= L

′
[ψ

′

a(x
′
), ∂

′

µψ
′

a(x
′
), ∂

′

µ∂
′

νψ
′

a(x
′
), x

′
] (14)

Al exigir que la acción sea invariante por transformaciones de coordenadas y campos, se debe cumplir que:

δA[ψa(x)] = A
′
[ψ

′

a(x
′
)]−A[ψa(x)] =

∫
σ′

dx
′4L

′
−
∫
σ

dx4L = 0 (15)

donde σ
′

denota el volumen expresado en el nuevo sistema de coordenadas x
′
. La relación entre las medidas de

volumen dx4 y dx
′4 se determina a partir del Jacobiano de transformación [1,2]:

dx
′4 =

∣∣∣∣∣∂x
′µ

∂xα

∣∣∣∣∣ dx4 ≈ (1 + ∂µδx
µ)dx4, (16)

donde se ha considerado términos hasta de primer orden en δx. Sustituyendo (13) y (16) en la expresión (15), la
variación local de la acción se puede expresar de la siguiente forma

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4[δL + ∂µ(δx
µL )] = 0, (17)

en donde se ha considerado la variación global de L que para el caso de sistemas fı́sicos descritos por Lagrangianos
que son funciones de derivadas de segundo orden se escribe:

δL =
∂L

∂ψa
δψa +

∂L

∂(∂µψa)
δ(∂µψa) +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
δ(∂µ∂νψa). (18)
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Después de algunas manipulaciones, la relación (17) se puede expresar de la siguiente manera:

δA[ψa(x)] =

∫
σ

dx4
(
Laδψa + ∂µJ

µ
)
= 0, (19)

en donde hemos puesto en evidencia las ecuaciones de campo que las identificamos como:

La ≡ ∂L

∂ψa
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψa)

)
+ ∂µ∂ν

(
∂L

∂(∂µ∂νψa)

)
= 0 (20)

y se ha definiendo la corriente de Noether Jµ asociada a una teorı́a descrita por Lagrangianos de segundo orden:

Jµ ≡
[

∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
δψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νδψa + L δxµ (21)

Ahora, tendiendo en cuenta que el volumen espacio-temporal σ es arbitrario y que la identidad (19) se debe garantizar
para cada punto contenido en σ, la invariancia de la acción es garantizada si [1,2]:

Laδψa + ∂µJ
µ = 0, (22)

ésta expresión (22) es conocido como el teorema de Noether.

4. Primer teorema de Noether y el grupo de Poincaré

Consideremos que las variaciones en coordenadas y campos: δxµ y δψa, están caracterizadas por un conjunto
de r parámetros constantes, independientes e infinitesimal del espacio-tiempo ∈β , con β = 1, 2, ..r. Este conjunto
de transformaciones pertenece a un grupo finito de simetrı́a en términos de los cuales las transformaciones (10) se
expresan de la siguiente forma [1,2]:

δxµ = x
′µ − xµ ≡∈β Xµ

β(x) , δψa(x) = ψ
′

a(x
′
)− ψa(x) ≡∈β Φβa(x). (23)

A las cantidades Xµ
β(x) y Φβa(x) se las denomina generadores del grupo de simetrı́a. Si se considera que la acción

es invariante por la transformación (23) con la condición de que los campos ψa(x) son soluciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, es decir que La = 0, entonces la identidad (22) se reduce a la siguiente ecuación de continuidad:

∂µJ
µ
β = 0. (24)

Esto es conocido como el primer teorema de Noether y a Jµβ , que tiene la forma:

Jµβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
Φβa(x) +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂νΦβa(x)

−Xα
β(x)

{ [
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − δµαL

}
, (25)

se la identifica como la corriente de Noether asociada al grupo finito de simetrı́a generado por las transformaciones
(23).

Con el fin de calcular las cargas conservadas [2], integremos la ecuación de continuidad (24) en un volumen
tridimensional arbitrario Ω: ∫

Ω

dx3∂µJ
µ
β =

∫
Ω

dx3(∂0J
0
β + ∂kJ

k
β) = 0. (26)

Si se utiliza el teorema de Gauss al segundo término de la relación anterior se obtiene que:∫
Ω

dx3(∂kJ
k
β) =

∮
S

dskJ
k
β (27)

donde S es la superficie contorno de Ω. Siendo que el volumen Ω es arbitrario, se lo puede escoger tan grande como
se desee de tal manera que la frontera S esta siendo considerada en |x| → ∞. Ahora, el comportamiento asintótico
de los campos y de sus derivadas, es decir:



J. A. Fajardo.: Lagrangianos de segundo orden en teorı́a clásica de campos

ψa(x, t) → 0

∂kψa(x, t) → 0

 cuando |x| → ∞, (28)

garantizara que cuando se tome el lı́mite |x| → ∞, la integral de superficie desaparezca:∫
Ω

dx3(∂kJ
k
β) =

∮
s

dskJ
k
β → 0, (29)

por el hecho que Jkβ , que es función de los campos y de sus derivadas, esta siendo evaluado en la frontera S. De
esta manera, el resultado (29) garantizara que (26) se exprese como:∫

Ω

dx3∂0J
0
β =

d

dt

∫
Ω

dx3J0
β =

d

dt
Qβ = 0, (30)

lo que implica que la cantidad:

Qβ =

∫
Ω

dx3J0
β = constante β = 1, 2, .., r (31)

se denomina carga de Noether. Ası́, el primer teorema de Noether establece que si el Lagrangiano es invariante ante
una transformación infinitesimal, generada por un grupo finito que depende de r parámetros constantes, existen r
cantidades independientes asociadas al sistema fı́sico descrito por los campos ψa(x) que se conservan [1,2].

Consideremos el caso en el que (23) corresponde a unas transformación de Poincare, es decir, una transformación
de Lorentz mas una traslación espacio temporal que están representadas mediante las siguientes relaciones [2]:

δxµ =∈µ +δWµνxν δψa(x) =
1

2
δWµν(Iµν)abψb(x), (32)

donde ∈µ es un cuadrivector constante infinitesimal, asociado a las traslaciones infinitesimales espacio temporales,
en cuanto que δWµν es un tensor de segundo orden que depende de componentes infinitesimales y esta asociado a
rotaciones infinitesimales en el espacio tiempo. El tensor δWµν deberá ser antisimétrico con el fin de garantizar que el
intervalo entre dos eventos espacio temporales infinitesimalmente próximos sea invariante por la transformación (32).
Los tensores Iµν se conocen como los generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz y satisfacen
la propiedad Iµν = −Iνµ. Las transformaciones (32) definen el grupo de Poincare y las simetrı́as fı́sicas asociadas
a este grupo son la homogeneidad y la isotropı́a del espacio tiempo.

La invariancia de la acción por el grupo de Poincare, establece la siguiente corriente de Noether

Jµ =
1

2
δWαβM µ

αβ − ∈α θµα (33)

donde θµα se denomina densidad tensorial de momentum-energı́a que se define por:

θµα =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
∂αψa +

∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂α∂νψa − δµαL , (34)

en cuanto que M µ
αβ se identifica como la densidad tensorial de momentum angular-spin que se expresa como:

M µ
αβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Iαβ)abψb (35)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
(Iαβ)ab∂νψb + θµβxα − θµαxβ

De la corriente (33) y de la relación (31), se determina que la correspondiente carga de Noether asociada a la
transformación (32) tiene la siguiente forma:

Q =
1

2
δWαβMαβ− ∈α Pα (36)
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donde Pα es el cuadrivector momentum yMαβ es el tensor de momentum angular-spin del campo que están definidos
en la forma:

Pα ≡
∫
Ω

dx3θ0α , Mαβ ≡
∫
Ω

dx3M 0
αβ con α, β = 0, 1, 2, 3. (37)

De la antisimetrı́a del tensor δWαβ se debe garantizar que Mαβ = −Mβα. El cuadrivector momentum del campo
se le interpreta con las siguientes componentes: Pα = (E,−P), donde P0 = E corresponde a la energı́a del campo
en cuanto que Pj = P se asocia con el momentum lineal del mismo. para un sistema fı́sico conservativo, la energı́a
del sistema es equivalente al Hamiltoniano canónico, E = HC =

∫
Ω

dx3HC , donde HC ≡ θ00 se lo conoce como

densidad Hamiltoniana. Ahora, para un sistema descrito por un Lagrangiano que depende del segundo orden en las
derivadas de los campos, el Hamiltoniano canónico se expresa en la siguiente forma [8]:

HC =

∫
Ω

dx3

( [
∂L

∂ψ̇a

− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)]
ψ̇a +

∂L

∂ψ̈a

ψ̈a − L

)
(38)

El Hamiltoniano canónico, describirá de ahora en adelante, la dinámica del sistema en el espacio de fase el cual esta
expandido por las siguiente variables: (ψa, ψ̇a, πaψ, π

a
ψ̇
), donde πaψ y πa

ψ̇
son los momentos canónicos conjugados

asociados a las variables ψa y ψ̇a, respectivamente, y para una teorı́a descrita por este espacio de face, la coordenada
ψ̇a se considera independiente.

El Hamiltoniano canónico escrito en términos de las variables del espacio de fase se expresa [8]:

HC =

∫
Ω

dx3
(
πaψψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a − L

)
=

∫
Ω

dx3HC , (39)

con la densidad Hamiltoniana canónica escrita como: HC = πaψψ̇a +πa
ψ̇
ψ̈a−L . Las relaciones (38) y (39) permite

identificar los momentos canónicos πaψ y πa
ψ̇

como siendo definidos por:

πaψ ≡ ∂L

∂ψ̇a
− ∂0

(
∂L

∂ψ̈a

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kψ̇a)

)
, πa

ψ̇
≡ ∂L

∂ψ̈a
(40)

El momentum lineal asociado al sistema fı́sico Pj = Pj se expresa en término de los campos y de sus derivadas
de la siguiente forma:

Pj =

∫
Ω

dx3θ0j =

∫
Ω

dx3
(
πaψ∂jψa + πa

ψ̇
∂jψ̇a

)
(41)

Ahora, el tensor de momentum angular-spin se puede re escribir como [8]:

Mαβ = Lαβ + Sαβ (42)

donde Lαβ se denomina tensor de momentum angular orbital y el cual tienen la siguiente estructura:

Lαβ =

∫
Ω

dx3[ πaψ(xα∂βψa − xβ∂αψa) + πa
ψ̇
(xα∂βψ̇a − xβ∂αψ̇a) ], (43)

en cuanto que Sαβ es el tensor de spin:

Sαβ =

∫
Ω

dx3
[
πaψ(Iαβ)abψb + πa

ψ̇
(Iαβ)abψ̇b

]
(44)

5. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

En la versión Hamiltoniana de una teorı́a clásica de campos la dinámica del sistema en el espacio de fase
(ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
) esta gobernada por las ecuaciones de movimiento de Hamilton las cuales son deducidas a partir del
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principio de Hamilton modificado mas condiciones de frontera [2,7]. En el espacio de fase, la acción se expresa de
la siguiente forma: reemplazando la densidad Lagrangiana en la funcional de acción (3), se obtiene:

A[ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
] =

∫
σ

dx4
[
πaψ ψ̇a + πa

ψ̇
ψ̈a − H (ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
)
]

(45)

El principio de Hamilton modificado [3] establece que:

La trayectoria que sigue un sistema fı́sico representado por campos, en el espacio de fase entre los
tiempos [t1, t2], es aquella que hace extremal la funcional de acción (45).

δA[ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
] = 0. (46)

La condición de acción extremal se debe garantizar junto con las siguientes condiciones de frontera:

δψa(x, t1) = δψa(x, t2) = 0 δψ̇a(x, t1) = δψ̇a(x, t2) = 0 (47)

La acción es una funcional de las coordenadas (ψa, ψ̇a, πaψ, π
a
ψ̇
) que son consideradas linealmente independientes;

de manera que cuando se calcula (47), se debe considerar que las variaciones de δψa, δψ̇a, δπaψ y δπa
ψ̇

son indepen-
dientes. Del principio de Hamilton modificado se deduce que las ecuaciones Hamilton que determinan la evolución
temporal del sistema fı́sico en el espacio de fase [3,8] son dadas por:

ψ̇a(x) =
δHC

δπaψ(x)
= {ψa(x),HC},

ψ̈a(x) =
δHC

δπa
ψ̇
(x)

= {ψ̇a(x),HC}, (48)

π̇aψ(x) = − δHC

δψa(x)
= {πaψ(x),HC},

π̇a
ψ̇
(x) = − δHC

δψ̇a(x)
= {πa

ψ̇
(x),HC},

donde se ha introducido el concepto de paréntesis de Poisson (PP) a tiempo iguales x0 = y0, que para dos variables
dinámicas A(x) = A(ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
) y B(y) = B(ψa, ψ̇a, π

a
ψ, π

a
ψ̇
) definidas en el espacio de fase son definidos de

la siguiente forma:

{A(x), B(y)}x0=y0 =

∫
Ω

dz3

(
δA(x)

δψb(z)

δB(y)

δπbψ(z)
− δA(x)

δπbψ(z)

δB(y)

δψb(z)
(49)

+
δA(x)

δψ̇b(z)

δB(y)

δπb
ψ̇
(z)

− δA(x)

δπb
ψ̇
(z)

δB(y)

δψ̇b(z)

)
.

De la definición anterior, se puede calcular los PP fundamentales entre las coordenadas (ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
), y se

demuestra que los únicos PPlo diferentes de cero son [3,8]:

{ψa(x), πbψ(y)} = δbaδ
3(x − y) {ψ̇a(x), πbψ̇(y)} = δbaδ

3(x − y) (50)

En términos de los PP se puede expresar la evolución temporal de una variable dinámica A(x) = A(ψa, ψ̇a, π
a
ψ, π

a
ψ̇
)

en el espacio de fase de la siguiente manera [2,3]:

Ȧ(x) = {A(x),HC} (51)

La importancia de la carga de Noether Q radica en el hecho que ella esta asociada a las simetrı́as del sistema
fı́sico, es por ello que a Q se le denomina el generador de simetrı́a ya que se puede mostrar que su relación con la
variación global de los campos δψa(x) es dada por [2]:

δψa(x) = {ψa(x), Q} =
1

2
δWαβ{ψa(x),Mαβ}− ∈α {ψa(x), Pα}, (52)
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de esta manera se interpreta a Pµ como el generador de simetrı́a asociado a las traslación en el espacio-tiempo,
en cuanto que Mαβ sera el generador de simetrı́a por rotaciones espacio temporales. Es posible mostrar que éstos
generadores satisfacen las siguientes relaciones de PP [2]:

{Pµ , Pv} = 0,

{Mµv, Pλ} = ηvλPµ − ηµλPv, (53)
{Mµv, Mστ} = ηvσMµτ + ηµτMvσ − ηvτMµσ − ηµσMvτ ,

conocida como el álgebra de Poincaré.

6. Segundo teorema de Noether

El segundo teorema de Noether es consecuencia de la invariancia de la acción ante un grupo infinito de simetrı́a,
conocidas como simetrı́as gauge locales. Una consecuencia de este teorema es la existencia de cantidades conservadas,
el cumplimiento de las identidades de Bianchi y el carácter singular del Lagrangiano que tendrá como consecuencia
que se describa en sistema dinámico con vı́nculos [1,4]. Éste grupo de transformaciones está caracterizado por un
conjunto de r parámetros, ∈β (x) con β = 1, 2, ..., r, dependientes de las coordenadas espacio temporales y están
definidos de la siguiente forma [4]:

δxµ ≡∈β (x)Xµ
β(x) , δψa(x) ≡∈β (x)Φβa(ψ, x)+ ∈β,µ (x)φµβa(ψ, x), (54)

donde se ha introducido la siguiente notación ∈β,µ (x) ≡ ∂µ ∈β (x). Los tensores: Xµ
β(x), Φβa(ψ, x) y φµβa(ψ, x)

son funciones del punto y de los campos y son conocidos como los generadores del grupo de simetrı́a infinito [1,4].
Ahora, la transformación global de los campos se puede expresar como:

δψa(x) = δψa(x)− δxµ∂µψa(x) =∈β (Φβa −Xµ
β∂µψa)+ ∈β,µ φµβa (55)

Si se integra la expresión (22) sobre un espacio tridimensional y se utiliza la relación (55), es posible mostrar,
después de un estudio laborioso, que el tensor:

Θµβ ≡ Laφµβa + jµβ , (56)

satisface la siguiente ecuación de continuidad [4]:

∂µΘµβ = 0, (57)

donde se ha definido:

jµβ =

[
∂L

∂(∂µψa)
− ∂ν

(
∂L

∂(∂ν∂µψa)

)]
(Φβa −Xα

β∂αψa) (58)

+
∂L

∂(∂µ∂νψa)
∂ν(Φβa −Xα

β∂αψa) + LXµ
β .

La relación (57) se conoce como el segundo teorema de Noether. Además, es posible verificar que se cumplen las
identidades generalizadas de Bianchi:

La(Φβa −Xµ
β∂µψa − ∂µφµβa)− (∂µLa)φµβa = 0, (59)

que garantizan que las ecuaciones de campo no son independientes [4].
Otra consecuencia del segundo teorema de Noether es el hecho que el Lagrangiano que describe el sistema es

singular., es decir, el determinante de la matriz Hessiana, que para una teorı́a descrita por Lagrangianos dependientes
de orden en las derivadas de los campos, es definida de la siguiente forma

W ab
0 =

∂2L

∂ψ̈b∂ψ̈a
, (60)

es cero. Esta condición establece establece que el sistema en consideración tiene vı́nculos [8,4] de tal manera que
las ecuaciones campo no son independiente lo que ratifica el significado de las identidades de Bianchi.
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7. Conclusiones

Se realizo un estudio clásico de una teorı́a clásica descritas por Lagrangianos de segundo orden en las derivadas de
los campos. Del principio de Hamilton mas condiciones de frontera y condiciones asintóticas de campos, se derivó la
forma genérica de las ecuaciones de campo para una teorı́a descrita por este tipo de Lagrangianos (8).

Al imponer la condición de invariancia de la acción ante un grupo de transformaciones infinitesimales en las
coordenadas y los campos, se dedujo el teorema de Noether (22). Cuando el grupo en consideración es finito se
demostró la existencia de r cargas conservadas asociadas al sistema fı́sico, (31). Si el grupo es consideración es el de
Poincare se probo las cargas conservadas son: la energı́a P0, el momentum lineal Pj , el momentum angular orbital
Lij , y el spin Sij .

De la expresión asociada a la energı́a se derivo la versión generalizada del Hamiltoniano canónico para sistemas
descritos por lagrangianos de segundo orden, (38), del cual se deduce, de manera natural, la definición de los
momentos canónicos πa

ψ̇
y πaψ conjugados a las variables ψ̇a y ψa, respectivamente, los que permite introducir el

espacio de face, (ψa, ψ̇a, πaψ, π
a
ψ̇
), para este tipo de sistemas.

Se introduce el segundo teorema de Noether que es consecuencia de la invariancia de la acción ante un grupo de
transformaciones gauge locales que dependen de r parámetros definidos en el espacio tiempo, (54). Una consecuencia
de este teorema es la existencia de una corriente de Noether asociada a esta simetrı́a, que las identidades de Bianchi
son satisfechas y que el Lagrangiano que describirá el sistema es singular.

Referencias

[1] R. Aldrovandi and J. G. Pereira, Notes for a Course on CLASSICAL FIELDS, Instituto de Fı́sica Teórica, Sao Paulo, 2008.
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