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Resumen

En este trabajo se estudia la ecuacidn unidimensional de Gross-Pitaevskii con un potencial espacialmente
asimétrico y dependiente del tiempo conocido como potencial trinquete. Por medio de métodos variacionales
se obtienen soluciones multisoliténicas de la ecuacién de Gross-Pitaevskii, en particular, se analizan
colisiones entre solitones y su efecto en el transporte de materia para diferentes pardmetros que definen
al potencial. También se estudia la capacidad de este potencial para formar moléculas solitnicas y las
propiedades de estos estados. Los resultados obtenidos sugieren métodos de control de solitones brillantes
en condensados de Bose-Einstein.

Palabras Claves: Ecuacion de Gross-Pitaevskii, solitones.
Abstract

In this paper we study the one-dimensional Gross-Pitaevskii equation with a time-depend spatially asym-
metric potential known as a ratchet potential. By means of variational methods we obtain multi-soliton
solutions of the Gross-Pitaevskii equation, in particular, we analyze the collisions between solitons for
different parameters that define the potential. Also, we study the capacity of ratchet potentials to synthetize
soliton molecules and the properties of these states. The results suggest methods to control bright solitons
in Bose-Einstein condensates.

Keywords: Gross-Pitaevskii equation, solitons.

1. Introduccion

El término solitén hace referencia a un pulso localizado descrito por una ecuacion diferencial no lineal en la
que términos dispersivos y no lineales se compensan haciendo que el pulso se propague sin distorsién [1]. Se han
encontrado solitones en diferentes campos de la fisica como la mecénica de fluidos [2], en la dptica no lineal [3],
en superconductividad y sistemas mesoscdpicos [4]], fisica de plasma [S], entre otros campos [2]. Diferentes técnicas
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analiticas se han desarrollado con el fin de estudiar ecuaciones diferenciales con soluciones solitonicas [116]].

Por otra parte, en mecénica cudntica en sistemas mesoscopicos y sistemas con muchas particulas surge la ecuacién
de Gross-Pitaevskii que describe la dindmica de un condensado de Bose-Einstein [4/7l8]]. Las soluciones de esta
ecuacion definen una funcién de onda relacionada con la densidad de particulas de un condensado de bosones en
un potencial externo [4/8]. En los tltimos afios se han implementado diferentes sistemas que permiten controlar
condensados de Bose-Einstein en diversos campos y con multiples aplicaciones [9/10/1112].

En otro contexto se encuentran los fendmenos de transporte en potenciales que dependen del espacio y que pueden
variar en el tiempo. Un ejemplo de este fendmeno es el efecto trinquete donde se obtiene un flujo de materia en una
direccién especifica a partir de un potencial periddico asimétrico. El efecto trinquete se ha estudiado en campos tan
variados como el estudio del transporte en la célula, motores brownianos, entre otros [13I14115]].

En este trabajo se analizan soluciones soliténicas de la ecuacion de Gross-Pitaevskii con un potencial asimétrico
con el fin de estudiar el efecto trinquete en el transporte de solitones. En la primera parte se realiza una revision en
la que se presenta la ecuacién de Gross-Pitaevskii y los resultados obtenidos para el efecto trinquete en un solitdn.
En la segunda parte del trabajo se estudian soluciones de la ecuacidén Gross-Pitaevskii con miiltiples solitones. Los
resultados sugieren que por medio de un potencial asimétrico se pueden construir estados acoplados con caracteristicas
de transporte diferentes a lo observado para solitones individuales.

2. Ecuacion de Gross-Pitaevskii con un potencial trinquete

En esta seccién se presenta a la ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP), los potenciales trinquete y las caracteristicas
que poseen las soluciones soliténicas en este tipo de potenciales. Para el caso tridimensional la ecuacién de Gross-
Pitaevskii de la funcién ¥(r,t) estd dada por [4L78]:

O (r, t)
T (H

En esta expresiéon V (r, ) describe a un potencial externo con dependencia espacial y temporal, el pardmetro g es
un valor real que permite modular la no linealidad del sistema. La ecuacién que es no lineal y que depende
de variables espaciales y temporales se deduce en el contexto de mecdnica cudntica de sistemas mesoscopicos con
muchas particulas [4] tal como ocurre en la superconductividad y los condensados de Bose-Einstein [4/7]. Por otra
parte, si V' = 0 la ecuacién se reduce a la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) estudiada en mecénica
cudntica en sistemas no lineales [4]], y dptica no lineal [3]. Se ha demostrado que la ecuacién NLS y la ecuacién GP
tienen soluciones soliténicas que son pulsos localizados que se propagan sin distorsiéon debido a la compensacion
entre los términos no lineales y dispersivos [[1]]. En la siguiente parte de este trabajo se estudian las caracteristicas
de soluciones multisoliténicas de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con un potencial asimétrico que permite controlar
el transporte de materia.

2
—2h—V2\I!(r,t) +V (e, )U(r,t) + g|W(r,t)*V(r,t) = ih
m

Se parte de la ecuacién unidimensional de Gross-Pitaevskii para la funcién ¥(x,t) dada por [L6l17] E] :

Z_a‘ll(x, ) 1 0%V (x,t)

v 2y — 1\ =0. 2
o4 T S (W, )P, )~ V (e, )W (1) = 0 @
En esta ecuacidn se considera el potencial trinquete dado por [16417]:

Vx,t) = Vo f(t) [cos(x) + cos(2z + ¢)], 3)

donde f(t) = sin(wt) + sin(2wt) y los valores Vj, w, ¢ son pardmetros constantes. Los potenciales trinquete han
sido estudiados ampliamente en la literatura en el contexto del transporte de materia en diversos sistemas [13[14/15]].
La importancia de estos potenciales radica en que a partir de la asimetria espacial y temporal se puede obtener una
corriente neta de particulas en una direccién que depende del tamafio o masa de las particulas de tal manera que
en estos potenciales se puede controlar el transporte de materia [I3/14/15]]. En la figura [I] se grafica el potencial
trinquete descrito por la ecuacion (3), se observa como surge un patrén de minimos y maximos con una estructura
periddica pero no simétrica con respecto a la inversioén espacial.

3 Por simplicidad se considera el caso adimensional de la ecuacién de Gross-Pitaevskii.
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Figura 1. Potencial trinquete V' (z,t) definido por medio de la ecuacién . Se utilizan los pardmetros: Vo = 0.3, ¢ = 7/2, w = 10. (a)
Grafica en tres dimensiones. (b) Grafica de densidad, los diferentes colores indican los valores del potencial. En esta representacién se observa
como los maximos y minimos del potencial siguen una configuracién periddica pero no simétrica con respecto a la inversion espacial.

Con el fin de establecer las caracteristicas de las soluciones soliténicas de la ecuacién (2) con un potencial trinquete
de la forma (3) se utilizan métodos variacionales [4]; teniendo en cuenta que la ecuacién de Gross-Pitaevskii (2))
puede obtenerse a partir de un Hamiltoniano de la forma [4]:

+oo
#e ]

Se propone una solucién de prueba motivada por la forma que tienen las soluciones soliténicas de la ecuacién NLS
que es el caso en el que V' = 0, por lo tanto [4/16]:

+ %IW(:c,t)l“ - V(:r,t)|\I/(x,t)|2] da. @)

8\113375)
2

U(z,t) = N sech [N(q; - wo(t))} eiv®lz—zo(H)] )

donde z(t) es la posicién del centro de masa del solitén y v(t) = dxo/dt. La introduccion de (5) en la expresién
@) permite establecer un Hamiltoniano efectivo que define la dindmica de la variable z((t). Se obtiene [16/17]:

P(t)
2N
con p(t) = N v(t) y un potencial efectivo Vegec (20, t) dado por:

H(x03p7 t) - + N%fec(xm ) (6)

cos Tg cos(2zo + ¢)
sinh(7/N) sinh(27/N)
Se considera que el potencial es débil y en consecuencia no afecta la forma del solitén durante su movimiento.

De esta manera el problema se reduce a estudiar el movimiento del centro de masa del solitén como una particula
cldsica. A partir del Hamiltoniano efectivo (6)) se obtiene la ecuacion:

dp(t) _ aH(ZL‘(),p, t)

‘/efec(an ) = Of( ) @)

= — 8
dt dzo(t) ®)

por lo tanto la ecuacién de movimiento para x(t) es:
d?xo(t) _ _6‘/;fec($0,t). ©)

dt? ({91'0 (t)
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Figura 2. Solucién numérica de la ecuacién (EI) que define el movimiento de la posicién zo(t) del centro de masa del solitén dado por .
El potencial estd definido por los pardmetros Vp = 0.3, ¢ = 7/2, w = 10. (a) Movimiento oscilatorio obtenido para una particula de masa
N = 2. (b) Movimiento balistico para una particula con masa N = 3.
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Figura 3. Dindmica de un solitén en un potencial trinquete. Se presenta la grifica de densidad de |¥(x,t)|? deducida a partir de la ecuacién
{EI) y las soluciones numéricas obtenidas en la ﬁgura (a) Solitén con un movimiento oscilatorio que en promedio no transporta materia. (b)
Solitén con una dindmica balistica con transporte neto de materia; en este caso se utilizan condiciones de frontera periddicas.

De esta manera, la solucién con un soliton de la ecuacion unidimensional (]Z[) se reduce a analizar el comportamiento
de z((t) de una particula de masa N por medio de métodos de mecdnica clésica, hasta se puede pensar la dindmica
del sistema como la de una particula descrita por el Hamiltoniano (). Esta conexi6n es posible debido a que en
la ecuacién de Gross-Pitaevskii una solucién soliténica puede interpretarse como una onda descrita por la ecuacion
() o como un condensado de particulas descrito por el Hamiltoniano (@), esta dualidad onda particula en sistemas
mesoscOpicos es discutida en detalle en [4].

En la figura 2| se presentan dos tipos de soluciones x(t) para el centro de masa de un solitén en un potencial
trinquete. Los valores se obtienen solucionando numéricamente la ecuacién (9) con el potencial efectivo dado por
. En la ﬁgura|2| (a) es obtenida una solucidn oscilatoria que no permite el transporte de materia, por otra parte, en
la figura2[b) se encuentra un movimiento balistico que hace que haya una corriente neta de materia. En la figura 3] se
presentan las correspondientes soluciones de la ecuacién de Gross-Pitaevskii unidimensional (2)) obtenidas mediante
el método variacional sustituyendo las trayectorias de la figura 2] en la funcién de prueba (5); para el caso balistico
se utilizan condiciones de frontera periddicas.
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Diversas caracteristicas del solitén como su amplitud N, su posicion inicial 2(0), su velocidad inicial v(0), asf como
los parametros V), w, ¢ que definen al potencial pueden influir en la obtencién de soluciones oscilatorias o
soluciones balisticas. Con el fin de estudiar el transporte de materia y su dependencia con diferentes pardmetros se
define la velocidad promedio [16]:

1 T
b= T/o o(t)dt, (10)

el tiempo 7" denota un valor de tiempo constante en el que se realiza el promedio temporal. A partir del valor de
U, si el solitdn se encuentra oscilando en una regién sin un movimiento promedio neto, su velocidad promedio es
aproximadamente cero. Por otra parte, si el solitén adquiere un movimiento neto preferente en la direccién positiva
0 negativa, su velocidad promedio es diferente de cero, en estos casos se presenta un desplazamiento del centro de
masa del soliton.

En la figura[dfa) se grafica la velocidad promedio para un tiempo 7' >>> 1 en funcién de la amplitud N del soliton.
Para cada valor de N se resuelve numéricamente la ecuacion (9) con las condiciones iniciales z(0) = 0y v(0) =0
y se calcula el valor . Se observa que para los pardmetros elegidos se obtiene transporte en la regiéon N > 2, por otra
parte, solitones con amplitudes en el intervalo 0 < N < 2 se mantienen atrapados con un transporte de materia nulo.
En la figura b) se realiza un andlisis similar para un solitén con N = 4 con condiciones iniciales z(0) = —7/2 y
v(0) = 0, se grafica la velocidad promedio © como funcién de la frecuencia w del potencial. Se encuentra que para
valores de 0 < w < 2 la dindmica del solitén es susceptible al cambio de frecuencia, por otro lado para w > 2 los
resultados tienden a estabilizarse en un valor negativo constante; a partir de esto se puede establecer que el transporte
de solitones en un potencial trinquete depende del solitén asi como de los pardmetros que definen al potencial.

Otra forma de analizar cualitativamente la dindmica de un sistema descrito por la ecuaciéon (9) es mediante los
diagramas de Poincaré [[18/19]]. Los diagramas de Poincaré son una version corta de los diagramas de fase, se generan
por los puntos de interseccion de las trayectorias en el espacio de fase sobre una superficie plana que es perpendicular
a dichas trayectorias, con estos diagramas es posible caracterizar la dindmica del sistema. En la figura[d{c) se presenta
la seccién de Poincaré obtenida a partir de la integracién numérica de (9), cada punto representa la posicién y la
velocidad para un tiempo que satisface wt = 0,1, 2, ..., diferentes condiciones iniciales se denotan con diferentes
colores. Regiones en las que la seccion de Poincaré es cerrada (como en la region alrededor de x¢p = 1, v = 0),
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Figura 4. Dindmica de un solitén en un potencial trinquete definido por Vo = 0.3, ¢ = 7/2, w = 10. Los resultados se obtienen a partir de
la integracién numérica de @I) y la ecuacién . (a) ¥ en funcién de N para 0 < N < 10, se utilizan las condiciones iniciales zq(0) = 0,
v(0) = 0. (b) ¥ en funcién de w, se analiza un solitén con amplitud N = 4 y condicién inicial v(0) = 0 y zo(0) = —m/2. (c) Seccién
de Poincaré. Se analiza la dindmica de un soliton con N = 4 y diversas condiciones iniciales. (d) Velocidad promedio © en funcién de la
posicién inicial xo(0) para un solitén con N =4 y v(0) = 0.
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denotan sectores en los que el movimiento es periddico y por lo tanto no conduce al transporte de materia. Por otra
parte, regiones en los que la solucién contiene valores de x( en todo el intervalo analizado, denotan soluciones como
las mostradas en la figura[2{b) en los que el solitén se mueve en forma balistica. En la figuraf{(d) se observa el valor
de la velocidad promedio para las trayectorias con v(0) = 0 analizadas en el diagrama de Poincaré de la figura c).
Se nota como en las regiones periddicas la velocidad es nula mientras que en las regiones con transporte v puede
tomar valores positivos o negativos.

3. Soluciones multisolitonicas

Debido a que la ecuacién de Gross-Pitaevskii es una ecuacion no lineal también es importante analizar soluciones
multisoliténicas [20]]. En la seccién [2| se presentd el andlisis por métodos variacionales para obtener la solucién de
la ecuacién unidimensional de Gross-Pitaevskii (2), el material presentado es una revision de este tema estudiado
en detalle numéricamente y por métodos variacionales en [16417/21]]. En estos trabajos las soluciones con mdltiples
solitones son estudiadas numéricamente y no se dan caracteristicas del transporte para estas configuraciones. En
esta seccion se estudia la forma en la que se mueven n solitones en un potencial trinquete por medio de métodos
variacionales. Con el fin de mantener el mismo formalismo descrito en la seccion 2| se asume que el i-€simo soliton
es descrito por una funcién de prueba de la forma:

N; .
U, (z,t) = Nisech [Q(x - in(t))} etvile—z0i (O] (11)
en esta expresion N;, xo;(t) y v;(t) describen respectivamente a la amplitud, la posicién del centro de masa y la
velocidad de cada uno de los solitones con ¢ = 1,2,...,n. La forma en la que interactdan los solitones se debe

ver reflejada en cada una de sus trayectorias zo;(¢). Ademds, el principio de superposicién no es aplicable debido
al término |¥(z,t)|?¥(x,t) en la ecuacién , el resto de los términos son lineales. Esto motiva a pensar que los
solitones de la ecuacién GP y los de la ecuacién NLS interactian de igual manera. Teniendo en cuenta esta suposicion
se utiliza un potencial de interaccion entre los solitones ¢, j dado por [22123124]:

7NZN](NZ+N]) NZ'NJ'(SL'OZ'—{EO]')
32 2(N; + Ny) ’

donde z(; representa la posicioén del centro de masa del ¢-€simo solitéon de amplitud N;. A partir del potencial de

interaccidn, la dindmica de n solitones en la aproximacién de particula clasica puede ser estudiada por métodos

variacionales como un sistema de n particulas modeladas por un Hamiltoniano efectivo (13) que describe a cada
soliton e interacciones por pares dadas por la ecuacién (12). Por lo tanto el sistema es modelado por:

n 2
pi(t)
H, = :
%o
Mediante este Hamiltoniano se obtienen las ecuaciones de movimiento para cada una de las particulas:
d2£L‘0i (t) 8Hn
N; =— -  =1,...,n. 14
(2 dt2 axOZ (t) para ? ’ I n ( )

A partir de las ecuaciones (14) el método variacional permite obtener la solucién multisoliténica W(x,t) de la
ecuacién unidimensional de Gross-Pitaevskii (2)):

V(o — xoj) = sech? { (12)

+Niv;fec(x0i7t):| - Z V(xoi — x0j)- (13)

1<i<j<n

U(x,t) = Z N;sech |:2(JC — .Z‘Oi(t)):| eilz=woi ()] (15)
i=1

En la expresion (I3) las soluciones son obtenidas a partir de la suma de las funciones de prueba (TIJ), sin embargo,
al introducir el potencial de interaccién en la dindmica descrita por (14) se producen desfases en las trayectorias de
los solitones haciendo que la solucién no sea tnicamente la superposicién de solitones independientes.

En la figura[5se presenta la solucién obtenida para dos solitones. Se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones
acopladas dado por (I4) y por medio de los resultados obtenidos de evalda la expresién (I3)). Las condiciones iniciales
se eligen de tal forma que al ser considerados como solitones individuales una de las particulas se mueve de manera



C.L. Castro et al.; Soluciones solitonicas de la ecuacion de Gross-Pitaevskii con un potencial asimétrico

(b)

i)
4
[Tl 2

— Q. — 9 W B N O

0 10 20 30 40 o
t

Figura 5. Solucién de la ecuacion con un potencial trinquete definido por Vo = 0.3, w = 10, ¢ = /2. Se obtiene ¥(z,t) mediante
y la solucién numérica de para dos solitones. Se estudian solitones definidos por N1 = 2, No = 3, x01(0) = v1(0) = v2(0) =0
y x02(0) = . (a) Grafica de densidad de |¥(x,t)|?, las lineas determinan las trayectorias del centro de masa de cada solitén. (b) Grafica
tridimensional de | (z, )|2.
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Figura 6. Velocidad promedio del centro de masa vy de un sistema con dos solitones, el potencial se define por medio de Vo = 0.3, w = 10,
¢ = m/2. (a) Doy en funcién de la amplitud No del segundo solitén. Pardmetros utilizados: N1 = 2, z01(0) = v1(0) = v2(0) =0y
202(0) = 7. (b). Dcar en funcién de la posicién inicial del primer solitén xo1(0). Pardmetros: N1 = 2, N2 = 3, v1(0) = v2(0) =0y
202(0) = 7.

oscilatoria y otra de manera balistica. Sin embargo, al tener en cuenta las interacciones la solucién resultante describe
un estado acoplado en el que los dos solitones se mueven en conjunto con un centro de masa que se desplaza de
forma balistica favoreciendo el transporte de materia.

Con el fin de estudiar el transporte de materia en estados acoplados se analiza la velocidad del centro de masa de
los solitones definida por:

R I LN Y
vCM_/T/;f/O Nyv;(t)dt', con N—;Ni. (16)

Esta cantidad es andloga a la velocidad promedio propuesta en la ecuacion (I0).

En la figura [6] se presentan los resultados obtenidos para la velocidad promedio del centro de masa Tcm de dos
solitones. Se resuelven numéricamente las ecuaciones de movimiento (I4) y se calcula el valor dado por la expresién
(T6), este procedimiento se repite para diferentes pardmetros del sistema. En la figura[f[a) se presentan los resultados
obtenidos al variar la amplitud N5 del segundo solitén manteniendo fijos los demds pardmetros. Por otra parte en
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Figura 7. Solucién de la ecuacién (IZ[) con un potencial trinquete obtenida mediante @ y la solucion numérica de @ para cuatro solitones,
n = 4. (a) Grafica de densidad de |¥(x, t)|2, las lineas determinan las trayectorias del centro de masa de cada solitén. (b) Grafica tridimensional
de |¥(z,t)|%.

la figura [f[b) se grafican los valores de tcy variando tnicamente la posicién inicial del primer solitén. Se observa
como diferentes configuraciones del sistema de dos solitones conducen a diferentes formas de transporte asociadas
al cambio de masa o a las condiciones iniciales, el manejo apropiado de este tipo de condiciones sugiere mecanismos
para construir estados con una dindmica conjunta de solitones y mecanismos de control de solitones por medio de
otros solitones en potenciales trinquete. Por ejemplo, en la figura [6[b) se observa como el cambio de la posicién
inicial 201 (0) permite establecer un régimen balistico, de transporte nulo, incluso inversién del transporte de materia.

Con respecto a los estados acoplados, en los que se observa una dindmica colectiva de solitones, se encuentra
que la dindmica del conjunto tiene caracteristicas diferentes a las de los solitones individuales que lo conforman
tal como se observé en la figura [5| Este tipo de estados se han estudiado para otro tipo de potenciales y algunos
autores los denominan moléculas solitonicas [25126]]. En este contexto, los potenciales trinquete ofrecen un panorama
interesante para la construccion de este tipo de estados. En la figura[7] se presenta un estado acoplado con n = 4, las
lineas continuas muestran la trayectoria de cada uno de los cuatro solitones que forman este estado. Trabajo futuro
busca estudiar tanto numéricamente como por un tratamiento analitico este tipo de configuraciones multisoliténicas
asf como la forma en que interactian en diferentes tipos de potenciales de la ecuacién de Gross-Pitaevskii.

4. Conclusiones y comentarios

En este trabajo se estudié la dindmica de solitones de la ecuacién unidimensional de Gross-Pitaevskii con un
potencial trinquete. Se presentd una revisién de los métodos variacionales utilizados para analizar la dindmica de
un solitén y con la introduccién de un potencial de interaccién de solitones se extienden estas técnicas con el fin
de estudiar soluciones multisolitonicas. Los resultados obtenidos por medio de los métodos variacionales sugieren
que en los potenciales trinquete se pueden presentar estados acoplados en los que los solitones se mueven de forma
colectiva con nuevas caracteristicas tanto en el transporte de materia asi como en la manera en la que interactian
con otros solitones. Trabajo futuro busca analizar este tipo de configuraciones mediante otros métodos.
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