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Resumen

El acoplamiento lineal de dos cadenas oscilatorias unidimensionales no lineales se describe mediante
el Hamiltoniano - Fermi-Pasta-Ulam (- FPU), el cual es un modelo para el estudio de redes no
lineales discretas. Las ecuaciones que describen la dindmica de este sistema permiten aplicar el
método variacional. Mediante la formulacion de un Lagrangiano se busca optimizar parametros en
funciones de prueba que describen los pulsos en cada una de las cadenas. A partir de las ecuaciones
de Euler-Lagrange se extrae informacion del sistema considerando diagramas de fase para cada una
de las variables incluidas. Finalmente, con las condiciones iniciales determinadas por medio de los
diagramas de fase, se determina en forma numeérica la evolucion del sistema, asi como los parametros
e intervalos de estabilidad.

Palabras claves: Dinamica no lineal, Métodos de aproximacién.

Abstract

The linear coupling of the two one-dimensional nonlinear oscillator chains, described with the B -
Fermi-Pasta-Ulam (B -FPU) Hamiltonian, which is one model of the nonlinear discrete lattices. The
equations describing the dynamics of this system allow to apply the variational method. Through of
the Lagrangian are optimized the parameters of the trial functions describing the pulses for each
chain. Next, we obtain of the Euler-Lagrange equations, information of the system from phase
diagrams for each variable included. Finally, we employ the initial conditions determined through
phase diagrams, for describe the numerical evolution of the system, and the stability conditions.

Keywords: Nonlinear dynamics, Approximation methods.

1. Introduccidn

Las cadenas oscilatorias no lineales han sido utilizadas en investigaciones en problemas de dindmica no
lineal. EI modelo FPU, corresponde a uno de los sistemas de estudio de cadenas oscilatorias no lineales, fue
propuesto por primera vez para explicar los fundamentos de la mecénica estadistica [2]. Un reciente
desarrollo es la exploracion de energia ubicada en cadenas no lineales, la existencia de estructuras aisladas
como pulsos localizados y solitones en altas frecuencias, que son encontrados como solucién a las ecuaciones
diferenciales parciales. La evidencia experimental se encuentra en varios sistemas como: arreglos no lineales
de guias 6pticas de ondas, cristales de bajas dimensiones, arreglos de junturas Josephson, sistemas
micromecanicos, proteinas de a- hélices y solitones lentos que son descritos en cadenas unidimensionales no
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lineales encontrados en macromoléculas de ADN y algunos cristales[1]. Las ecuaciones que describen la
dindmica del sistema, establecidas el modelo B-FPU, permiten aplicar el método variacional, a través de la
formulacidn clésica del Lagrangiano, el cual se determina para funciones de prueba con parametros libres [3].
De esta manera, las ecuaciones de Euler-Lagrange posibilitan extraer informacion del sistema, mediante dia-
gramas de fase para cada uno de los pardmetros incluidos, permitiendo la caracterizacion en forma numérica
la evolucion del sistema [4].

2. Método variacional

Las ecuaciones diferenciales que describen la dindamica de cadenas oscilatorias no lineales acopladas, se
construyen asignando funciones complejas W(x, t) a cada una de las cadenas, descritas de la siguiente manera

[1]:

1 (02w %y
LER I B W) + B PW = oW, (1)
1 (02w a2y
DER LI W2 W) + IR, = oW, @)

donde w,, es un pardmetro asociado a la dinamica de las cadenas, S es la constante de interaccion no lineal y
c es la constante de acoplamiento lineal entre cadenas. El Lagrangiano L, de las ecuaciones (1) y (2) esta dado
por:

_ [ awy|? aw,|? awy|? 0‘*‘22_ 2 2,2 2 _ 4 4
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La idea de la aproximacion variacional consiste en insertar funciones de prueba apropiadas con parametros
libres en la ecuacién (3). Posteriormente realizando la integracion en x se encuentra el Lagrangiano, el cual
varia con relacién a los pardmetros escogidos [3]. Finalmente, con las ecuaciones de Euler-Lagrange para los
parametros [4], se obtiene un nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales describen la evolucion de
los pulsos, la informacion del sistema se extrae considerando los diagramas de fase de los parametros [6]. En
la utilizacién del método variacional el punto critico es la elecciéon adecuada de las funciones de prueba, ya
gue pueden reflejar, al menos, aproximadamente la evolucién de los pulsos durante el proceso de
acoplamiento.

3. Funciones de Prueba Idénticas

En una primera aproximacion, el estudio del comportamiento numérico del sistema de cadenas acopladas,
se realiza considerando funciones de prueba idénticas, donde:

lpl(xl t) = ll"Z (x, t) = (P(x: t)
Usando la suposicién general para la funcion de prueba propuesta para guias de ondas no lineales [5], se
asume la siguiente forma para ¢ (x, t):
@(x,t) = Wap Sech[xA(t)] exp iB(t). 4)

En esta consideracion, la funcion de onda esta asociada a un pulso que depende del parametro A(t) y una
fase 6(t), con una amplitud maxima ¥,,,, =1. El Lagrangiano de este sistema es:

1

= W((m +2) + 12()*A(0)* + 124()%(-3w2 + 6¢ — 2B + 3é(t)2)). (5)
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Las ecuaciones de Euler - Lagrange, determinadas por medio de la ecuacion (5), para los parametros A(t) y
6(t), son:

12()* — 12A)%(—3w2 + 6¢c — 28 + 30(1)?) + 3(12 + m)A(t)?-2(12 + =?) A()AL) = 0,
(6)
() —A)6() = 0. )
Se determina una ecuacion para el parametro A(t), a través de las ecuaciones de evolucion para A(t) y 6(¢t):

124(t)* — 122(6)* (—3wh, + 6 — 26 + 3(61/1(1:))2) +3(12 + 72)At)?
212 + ) ADA(t) = 0, (8)

La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (8), estd asociada Unicamente con el pardmetro A(t).
Mediante el analisis del mapa de fase presentado en la figura 1, se puede extraer informacion cualitativa de
esta ecuacion [4].

En el diagrama de fase 1, las trayectorias cerradas en torno al centro corresponden a soluciones periddicas y
los puntos centrales son las trayectorias en las cuales el sistema es mas estable, esta clase de comportamiento
también es observado en sistemas periodico de ondas no lineales [6].
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Figura 1. Diagrama de fase (4, 1) para la ecuacién (8). Las lineas de cada color corresponden a diferentes condiciones
iniciales del sistema especificadas en la tabla. Los diagramas se construyen para el pardmetro de no linealidad g = 2.
Factor de acoplamiento ¢ = 0.3 y constante de integracion ¢; = 1.

Las condiciones iniciales asociadas a uno de los puntos de estabilidad, para los pardmetros A(t) y 6(t) son:
e A(0)=0,725 y A(0) = 0,050
e 6(0)=0,000 y 6(0) = 0,725

Las condiciones iniciales establecidas para el sistema de cadenas, permiten resolver de forma numérica las
ecuaciones de Euler - Lagrange (6) y (7), con el fin de obtener la construccion numérica de la funcién de
prueba propuesta en la ecuacion (4), los resultados se presentan en la figura 2(a). Ademas, los valores
establecidos para las constantes de interaccion lineal ¢ y no lineal B, junto con la construccion numérica de
la funcién de prueba, permiten la integracion numérica de las ecuaciones (1) y (2), los resultados obtenidos se
presentan en la figura 2(b), los cuales son estables en un intervalo finito de tiempo. Bajo esta consideracion,
se plantea la inquietud de establecer funciones de prueba idénticas con pardmetros adicionales que permitan
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ampliar los intervalos de tiempo para la observacion de la evolucion del sistema en un mayor rango de
estabilidad.

Figura 2. (a) Modulo al cuadrado de la funcion de prueba |p(x, t)|? con W,,., = 1. (b) Integracién numérica de las
ecuaciones diferenciales (1) y (2) para cadenas con f = 2, w,, =4y c = 0.3.

4. Funciones de Prueba Idénticas con parametros adicionales

La construccion de funciones de prueba idénticas, que permitan observar el comportamiento estable del
sistema, en un rango mayor de tiempo, se plantean para:

Pi(xt) = Y2 (x,0) = @(x,0).

Teniendo en cuenta la inclusion de parametros adicionales en la nueva funcion W(x, t), la funcién de prueba
se asume usando la suposicion general para la funcion de prueba propuesta para guias de ondas no lineales
[5], de la siguiente manera:

@(x,t) = WSech[xA(t)] exp if(t) expiwt . 9)

En este caso se incluye el parametro ® multiplicado por el tiempo en un factor exponencial, y se conservan
los términos dependientes del tiempo A(t) y 6(t).El Lagrangiano del sistema se obtiene remplazando la
funcidon ¢(x,t) en la ecuacion (3) e integrando con respecto a x:

w2

L=

(12202 (3(w? — w2) + 6¢c —2¥2B + A(t)? +30(t) Qw +8(1))) + (12 + w2)A(t)?). (10)

El termino adicional presente en la funcion de prueba, se observa también en el Lagrangiano del sistema.
Ademas, el Lagrangiano depende nuevamente de los parametros A, 0 y de sus derivadas temporales. De esta
manera las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema, deducidas a partir de (10), para los parametros A(t)
y 8(t) son:
212 + 72) A()AW®) + 1220 (3(w? — w?)) + 6¢ — 292 + 36(t) (Zw + e'(t))
=3(42()* + (12 + ©HA(t)?) =0, (12)

(w + 0()AE) — A@)E(t) = 0. (12)
Por medio de estos resultados se determina una ecuacién diferencial para el pardmetro A(t), con una amplitud
maxima Y=1:
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G aA(t)? (13)

oA (t) = 6A(t) BwZ — 6¢ + 28 + (1 —3cHA)?) +

Donde ¢ = 12 + m2. La ecuacion diferencial determinada para el parametro A(t), se analiza considerando
diagramas de fase. Los resultados son presentados en la figura 3.
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Figura 3. Diagramas de Fase de la ecuacion diferencial para A(t). Las lineas de color corresponden a diferentes
condiciones iniciales del sistema, las cuales se describen en la tabla. Los diagramas se construyen considerando el
parametro de no linealidad g = 2. Factor de acoplamiento ¢ = 0.3 y las constantes¢; = 1y w = 2.

Las trayectorias observadas en la figura 3, son atraidas a un punto central; la ecuacién (8) presenta mayor
debido a este comportamiento estabilidad. Se observa también, en el espacio de fase una serie de trayectorias
cerradas y concéntricas en torno a este punto, simétricas con respecto al eje A < las cuales corresponden a
soluciones periddicas [6]. Las condiciones iniciales, relacionadas con uno de los puntos de estabilidad en el
diagrama de fase para

e 2(0)=0,706 y 1(0) = 0,0005

e 6(0) =0,000y 6(0) =—1,2939.
Las condiciones iniciales determinadas para 1 y 6, permiten solucionar en forma numérica las ecuaciones
diferenciales (11) y (12). Estas soluciones y el valor determinado para el parametro adicional w = 2, se
incluyen en la ecuacion (9), para la construccion numérica de la funcion de prueba propuesta. El resultado se
presenta en la figura 4(a). El sistema de cadenas oscilatorias no lineales acopladas, esta caracterizado por un
factor de no linealidad B= 2 y un factor de acoplamiento ¢ =0.3. La solucién numérica de las funciones de
prueba, para este sistema de cadenas acopladas, permite la integracion numérica de las ecuaciones (1) y (2).
Los resultados obtenidos se presentan en la figura 4(b). EI modulo al cuadrado de la funcion de prueba se
comporta como un pulso constante de amplitud maxima W=1, figura 4(a). La integracion numérica de las
ecuaciones diferenciales del sistema de cadenas, evoluciona en forma de pulsos oscilantes, restringidos a
cierto intervalo temporal, 4(b). Las funciones de prueba idénticas asumidas restringen las observaciones con
respecto al efecto de acoplamiento entre cadenas. Estas limitaciones, inducen a pensar en funciones de prueba
asociadas a cada una de las cadenas, que presenten caracteristicas diferentes a las consideradas para funciones
de prueba idénticas y permitan establecer la evolucion de los pulsos en intervalos con mayor rango de
estabilidad.
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Figura 4. (a) Modulo al cuadrado de la funcién de prueba |p(x, t)|? con W,,., = 1. (b) Integracién numérica de las
ecuaciones diferenciales para funciones de prueba idénticas, con 8 = 2,w,, =4y c =0.3.

5. Funciones de Prueba con A constante

Un aspecto importante que se incluye en las funciones de prueba idénticas, es la dependencia temporal del
parametro A, esta caracteristica es replanteada y se considera funciones de prueba asociadas a cada una de las
cadenas, en las cuales el parametro A es una constante por determinar para el sistema establecido. Las
funciones de prueba se definen siguiendo el modelo propuesto para pulsos localizados en cadenas no lineales
acopladas [1], de la siguiente forma:

Y, (x,t) = WSech[Ax] cos 6(t) exp(—iA(t)),
W, (x,t) = WSech[Ax] sin 6(t) exp(iA (t)), (14)

aqui, ¥ es la méxima amplitud, el pardmetro 6(t) esta relacionado con la medida de distribucion de energia
entre las cadenas. En las funciones de prueba se incluye la fase A(t) y la constante A cuyo valor inverso se
relaciona con el ancho del pulso, el cual se asume igual para ambas cadenas. El Lagrangiano del sistema es:

L= j—j (22 + 12ccos2A(t)sin26(t) — 6wZ — 3B — fcos4(t) + 6A()% + 66(t)?), (15)

el cual presenta dependencia de los pardmetros A(t), A(t) Yy sus respectivas derivadas temporales. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange [4] para A(t) y A(t)« son:

2c sin2A(t)sin26(t) + A(t) = 0, (16)
6ccos(2A(t))cos26(t) + W2 Bsindd(t) = 36(¢), ()

Asumiendo las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales para los valores 6(t)=A(t)=1,y

A (0) = 8(0) = = 0, se analiza la estabilidad el sistema caracterizado por la constante de no linealidad S vy el
factor de acoplamiento c, variando las constantes 1 y W, incluidas en el pulso inicial. Los diagramas de fase,
para un sistema de cadenas se presentan en la figura 5. En los diagramas de fase se puede observar que las
soluciones de las ecuaciones diferenciales para 6 y A, tienden a permanecer en estado de equilibrio y no
divergen, para los valores establecidos para el sistema. Un rasgo importante encontrado en este andlisis, esta
relacionado con la amplitud del pulso, la cual debe ser de un orden menor que 1, para lograr estabilidad del
sistema. Las condiciones iniciales asumidas para el sistema y los valores de las constantes para soluciones
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estables, se utilizan para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de Euler - Lagrange (16) y (17).
Las soluciones numéricas para 6 y A, permiten construir numéricamente las funciones de prueba (14).

05 \*-‘-1_3,_*\
05 0.0

A1)

Figura 5. (a) Diagrama de fase correspondiente a 6(t). (b) Diagrama de fase para A(t). Las cadenas acopladas estan
caracterizadas por B = 2.35 y acoplamiento ¢=0.51, para los pulsos con pardmetros 1 = 0.53 y amplitud méxima
Y =0.2.

Los resultados para un sistema de cadenas con £ = 2.35 y acoplamiento entre cadenas ¢ = 0.51. Para un
pulso de amplitud maxima ¥ = 0.2 y A =0.53, se presentan en la figura 6. Los mddulos al cuadrado de las
funciones | (x,t)|? 1 |W,(x,t)|? se presentan como pulsos oscilantes y periddicos, que evolucionan en el

tiempo de manera estable. EI comportamiento alternante de las funciones de prueba esta relacionado con el
pardmetro 6. La solucién de la integracion numérica de las ecuaciones diferenciales de acoplamiento, para el
sistema estudiado se muestra en la figura 6. La solucion numérica de las ecuaciones de acoplamiento, se
presentan como pulsos localizados oscilantes, que logran permanecer mayor tiempo estables. El sistema
muestra alta sensibilidad a las condiciones iniciales y a los pardmetros propios de la cadena, en donde es de
gran importancia la forma asumida para el pulso de prueba. Las caracteristicas que presenta este sistema
llevan a considerar funciones de prueba en las que se incluyan parametros adicionales, con el fin de establecer
mayores rangos de estabilidad.

[@1(z, t)]?

0.03
0.02
0.01
0.00

Figura 6. Solucion numérica de mddulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno |¥; (x,t)|> yala
cadena dos | W, (x, t)|?.

5. Funciones de Prueba para A constante con parametros adicionales

Considerando los resultados obtenidos para funciones de prueba con A constante, se plantean las siguientes
funciones en las cuales se incluye el parametro o, las ecuaciones se formulan siguiendo el modelo propuesto
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para pulsos localizados en cadenas no lineales acopladas [1]:
Y, (x,t) = WSech[Ax] cos O(t) exp(—iA(t) — iwt),
W, (x,t) = WSech[Ax] sin 6(t) exp(iA(t) — iwt), (18)
En las ecuaciones, ¥ es la amplitud maxima del pulso, 8(t) es un parametro asociado a la distribucion de la
energia entre las cadenas, A(t) es una fase y el parametro adicional w es relacionado a través del término

exponencial. Las funciones de prueba (18) se reemplazan en la ecuacion (3) y después de la integracién con
respecto a x se obtiene el Lagrangiano del sistema:

_ w2 (1200520 (£)A(t) + 3A(t)? + 2(—6w, + 22> — 3W2p + 60* (19)
6h —W2Bcos46(t) + 12ccosA(t)sin20(t) + 60 (t)? '
A partir de (19), las ecuaciones de Euler-Lagrange para 6(t) y A(t) son:
45in26(t) (c sin2A(t) — wbt) + A(t) = 0, (20)
6ccos(2A(t))cos26(t) + W2 Bsindd(t) — 3(wsin26 (H)A(L) + 6(t)) =0, (21)

Asumiendo las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales para los valores 6(t)=A(t)=1,y

A(0) = 8(0)= 0, la estabilidad del sistema se estudia para variaciones de las constantes 8 y ¢, considerando el
pulso inicial variable para valores asignados a las constantes A y W. Los diagramas de fase, para un sistema
de cadenas se presentan en la figura 8.

Figura 8. (a) Diagrama de fase correspondiente a 6(t). (b) Diagrama de fase para A(t). Las cadenas acopladas estan
caracterizadas por B = 3.22 y acoplamiento ¢=0.6, para los pulsos con parametros 1 = 0.5 , ® = 4 y amplitud maxima
Y =0.3.

En los diagramas de fase se observa las soluciones para 8 y A, estas son estables y no divergen para las
condiciones determinadas [4]. Las soluciones se encuentran asociadas a los valores caracteristicos del sistema
y valores establecidos en los pulsos iniciales, principalmente en la amplitud del pulso, la cual debe
considerarse en un rango de valores menores que uno. Las condiciones iniciales asumidas para el sistema y
los valores de las constantes para soluciones estables, se utilizan para resolver numéricamente el sistema de
ecuaciones de Euler - Lagrange (20) y (21). Para un pulso de amplitud maxima W= 0.3y 4 = 0.5, se presentan
en lafigura 9.
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50
Figura 9. Solucién numérica de los mddulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno|W, (x, t)|? y
a la cadena dos |W, (x, t)|?.

Los moédulos al cuadrado de las funciones de prueba |W¥;(x,t)|? 1 |W,(x,t)|?, se presentan como pulsos

oscilantes y periddicos, que evolucionan en el tiempo de manera estable. El pardmetro 6 estd asociado al
comportamiento alternante de las funciones de prueba y el pardmetro adicional w controla con el nimero de
oscilaciones en un rango de tiempo para el pulso. La solucion de la integracion numérica de las ecuaciones
diferenciales de acoplamiento, para el sistema estudiado se muestra en la figura 10. La solucion numérica de
las ecuaciones de acoplamiento, presenta pulsos estables de amplitud reducida. Los pulsos se alternan entre
cada una de las cadenas, formando paquetes oscilantes los cuales oscilan también con frecuencia propia. El
parametro w permite observar el sistema de forma estable para rangos de tiempo mas amplios. El sistema
muestra alta sensibilidad a las condiciones iniciales y a los parametros propios de la cadena, en donde es de
gran importancia la forma asumida para el pulso de prueba. Las funciones de prueba, que incluyen el
parametro w presentan un sistema mas estable y no divergente, que permite observar la evolucion de los
pulsos.

|0y (z, t)[g
(s, )

0

Figura 10. Solucién de la integracién numérica de las ecuaciones diferenciales de acoplamiento. Las cadenas acopladas
estan caracterizadas por 8 = 3.22 y acoplamiento ¢=0.6, para los pulsos con pardmetros A = 0.5, ®=4 y amplitud maxima
Y =0.3.

Conclusiones

En este trabajo, se ha estudiado la dindmica del sistema compuesto por cadenas oscilatorias no lineales, para
diferentes funciones de prueba. Con la técnica variacional, basada en la inclusion de parametros variables en
las funciones de prueba se realizé el anélisis de la estabilidad del sistema. En primer lugar, asumiendo
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funciones de prueba idénticas, se observd soluciones numéricas estables restringidas a intervalos cortos de
tiempo, esta caracteristica esta ligada a la sensibilidad del sistema a las condiciones iniciales y a los valores
caracteristicos de las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema. Por otra parte, las funciones iguales no
permiten observar efectos de acoplamiento entre las cadenas. Para funciones de prueba diferentes, el efecto de
acoplamiento entre cadenas esta presente en la integracién numérica de las ecuaciones diferenciales (1) y (2).
Asumir funciones de prueba con A constante permite observar soluciones estables y definidas en grandes
intervalos de tiempo, los valores de los parametros propios del sistema como la constante de acoplamiento
entre las cadenas y el factor de no linealidad, juegan un importante papel en la estabilidad del sistema, para
pulsos iniciales con amplitud en un orden menor que uno. La dinamica del sistema para pulsos localizados en
cadenas no lineales acopladas presenta estabilidad considerando funciones de prueba diferentes, que incluyan
frecuencia adicional a la fase, tal como las consideradas en (18), para pulsos en un limite de pequefias
amplitudes, para cadenas caracterizadas en la seccion 6.
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