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Resumen

Se determina el espectro de un Operador Diferencial de Segundo orden del tipo Sturm-Liouville, donde su
espectro esencial se encuentra de manera explicita y se prueba que su espectro discreto es finito y que tiene
un valor propio negativo, todo esto se consigue descomponiendo el operador diferencial como la resta de
dos operadores autoadjuntos donde uno de ellos es compacto y el del otro conocemos su espectro esencial.

Palabras Claves: Operador Diferencial, Espectro, Sturm-Liouville.
Abstract

The spectrum of a Differential Operator of Second Order Sturm-Liouville type is founded, where its
essential spectrum is determined in a explicit way and is probed that its discrete spectrum is finite and has
a eigenvalue negative, all this is achieved by decomposing the operator differential as the subtraction of
two self-adjoint operators where one of them is compact and the other know their essential spectrum.
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1. Introduccion

Se determina el espectro del operador diferencial de segundo orden
L : H*(R) — L?(R) definido por
d2
Lu:—(ch—a)d—xZ—f—(CQ—l—ch)m @))]

donde ¢ > 0y ¢ > méx (1,a/b) y la funcién real q estd dada por

-1 1| /-1
q(z) = p sech? (2 [ ch—a] x> . )

En concreto, probaremos que su espectro esencial es [¢? — 1,00), su espectro discreto es finito y que tiene un tGnico
valor propio negativo. Para este fin, escribimos el operador L como
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Lu = Mu— Tyu,

donde M y T, son operadores de H?(R) en L?(R). Vamos a demostrar que L y M son auto-adjuntos en L?(R), T},
es compacto y oes(M) = [¢® — 1,00).

2. Teoria de Sturm-Liouville

Iniciaremos demostrando algunos resultados basicos de la teoria de Sturm-Liouville asociada a la ecuacién dife-
rencial
Ju=—(Pu") +Qu=0, 3)
donde Py @ son funciones continuas de valor real. En lo que sigue P es una funcién positiva de clase C*(R) y Q
una funcién continua acotada en R.
Teorema 2.1. Suponga que ¢ € C*(R) es una solucion de

— (Pu) +Qu=0, )
y ¥ € C%(R) es una solucion de

— (Pu’)/ + Q1u = 0. (5)
Sea Q(z) > Q1(x) para todo x € R. Si x1 y xo son ceros consecutivos de p, entonces v debe hacerse cero en

algiin punto de (x1,x2).

Demostracion. Supongamos que ¢ no se hace cero en (x1, %), sin pérdida de generalidad se puede asumir que
¥ (x) > 0y también ¢ () > 0 en (z1,z2) . Multiplicando la ecuacién (4) por v y la ecuacién (5) por ¢, ademds
substrayendo tenemos
(Pe) v = (PY') ¢+ (Q1 = Q) o = 0
0 equivalentemente
(Pe') 4= (PY) 0 = (Q ~ Q1) ¢, ©)
integrando (6), y utilizando el hecho de que ) > @)1, se obtiene

2

/ [(P@')/ v —(PY) w} dz = / (Q — Q1) podz > 0,

1 x1

Ahora, como ¢(x1) = @(z2) =0y
[P (¢ = 9'0)) = (Pe) ¥ — (PY) o,

Entonces
[ ey v - vy | da=P (v - vl g

= P (x2) ¢’ (x2) Y (x2) — P (1) ¢ (1) ¥ (1) > 0.

Dado que ¢ (z3) = 0y ¢ (z) > 0 a la izquierda de x4, entonces ¢'(x2) < 0, de manera similar se llega a que
¢’ (x1) > 0. Por lo tanto el lado izquierdo de la desigualdad (7) es no positivo, lo cual es una contradiccion.

Lemma 2.2. Suponga que ¢ € H'(R) es una solucion de
—(Pu) +Qu=0, wu(x)=0 (8)
y 1 € HY(R) es una solucion de
— (Pu) + Quu=0. )

Si Q(z) > Q1(x) para todo x € R, entonces existen x1 y xo ceros de v tales que —0o < x1 < xo < Tg < 0.

Demostracion. Solo demostraremos la existencia de z2 € (xg, 00), pues la existencia de z1 € (—o0,x¢) se prueba
de manera andloga.

Primero observemos que si existe yo > x¢ tal que ¢(yo) = 0, entonces dado que xq y yo son ceros de ¢ se sigue
del Teorema 2.1 que 1) debe hacerse cero entre (xg, yo)-



Si ) no se hace cero en (xg, c0), sin perdida de generalidad se puede asumir que ¢ (x) > 0 en (xg, 00).
Supongamos que ¢ () > 0 en (zg, 00), entonces multiplicando la ecuacién (8) por ¢ y la ecuacién (9) por ¢,
ademads substrayendo tenemos

(Pe') 4= (PY) 0 = (Q ~ Q1) ¢, (10)
integrando (10) entre x e infinito, y utilizando el hecho de que @ > 1, se obtiene

o0

/xoo {(P@/)/¢ - (Pwl)IQO} dr = / (Q — Q1) ppdx > 0.

0 Zo

Ahora, como p(x¢) =0, ¢, € H'(R) y
[P ('Y= w'o)) = (Pe) ¥ — (PY) .

Entonces
[ ey v pwy o ds=pP v - o)l

=—P (20) ¢’ (z0) ¥ (w0) > 0.

Dado que ¢ (z9) = 0y ¢(z) no tiene ceros a la derecha de z, entonces ¢’ () > 0, lo cual contradice la desigualdad
anterior pues

—P (20) ¢ (0) ¥ (z0) < 0.
Por lo tanto, existe un cero x5 de v tal que 25 € (g, 00). Si p(x) < 0 en (zg, 00) la demostracién se hace siguiendo
un procedimiento similar al caso ¢(z) > 0 en (29, 00). » v

La importancia del siguiente teorema radica en que permite comparar el nimero de ceros de las funciones propias
del operador J, para valores propios distintos.
Teorema 2.3. Sean o1 y ¢ € H'(R) funciones propias de J definido en (3) con valores propios \1 'y Ao y con
nimeros de ceros ni y ng respectivamente. Si As > \1, entonces ns > nj.

Demostracion. Por hipétesis @1 y 2 son funciones propias de [J con valores propios A\; y Ao, entonces @1 y @2
satisfacen
—(P}) +(Q = M)p1 =0
— (Pgh) +(Q = Xa)p2 = 0.
Consideremos el caso n; > 0. Sean a; < ag < ... < an, todos los ceros de ¢j, como Ay > A;, entonces
Q — A1 > @Q — Xs. Por consiguiente del Teorema 2.1 se concluye la existencia de un cero de @5 en cada intervalo
(i, i41) parai = 1,2,...,n1 — 1. Ahora vamos a mostrar que por lo menos un cero de ¢ puede ser encontrado
en cada uno de los siguientes intervalos (—oo, ) y (an, , 00). Por hipétesis ¢ (a1) = 0y 1 (ay, ) = 0. Aplicando
el Lema 2.2 a las soluciones 1 y @2 bajo la condicién ¢1(aq) = 0, se concluye que existe un as € (—o0, 1) tal
que @3(s) = 0. De manera similar se prueba la existencia de a; € (ap,, 00).

La primera observacion es que J es auto-adjunto en L?(R) para todo u,v € H*(R), esto es (Ju,v)r2®) =
(u, J) r2(r) - En efecto, sea v € H'(R)

<ju,v>L2(]R) = /R [—(Pu')' v+ Quv] dz
:/ [Pu'v' + Quv] dx
R
:/ [—(Pv")'u + Quv] dx
R

= <’LL, jU>L2(R)~

Ahora, supongamos que ne = n; = 0, entonces fR proadr = (p1,p2)2r) 7 0 pues @1 y o tienen signo
definido. Por otro lado, utilizando el hecho de que 7 es auto-adjunto en L?(RR) se tiene que
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A1, p2) L2y = (M1, v2) L2 (w)
T 1, p2) L2 (R)
01, T p2)L2(R)
= X2{p1, ¥2) L2(R)>

-
=

luego (A2 — A1)(p1, @2)L2(r) = 0, en consecuencia A; = Az lo cual es una contradiccion. ]
3. Espectro

A continuacion se aplica los resultados generales al operador L definido en (1) . Primero se demuestra que el
operador L de H?(R) en L?(R) es acotado y auto-adjunto en L?(R), luego que T, es compacto y oes(M) =
[¢? — 1,00) y por dltimo se concluye que o.5(L) = [c¢2 — 1,00) con la ayuda del siguiente teorema.

Teorema 3.1. Suponga que A 'y B son operadores auto-adjuntos en un espacio de Hilbert tal que A — B es un
operador compacto. Entonces 0¢5(A) = 0es(B). (Para una demostracion vease [1]).
Lemma 3.2. El operador L : H*(R) — L?(R) definido por (1) es acotado y auto-adjunto en L?*(R).

Demostracion. Iniciemos probando que L es auto-adjunto en L?(RR). En efecto
(Lu, v) 2 (w) :/L(u)v dx
R
:/ [—(bc® — a)u"v + (¢ — 1 — 3eq)wv] da
R

:/ [—(bc* — a)v"u+ (¢ — 1 — 3eq)vu| da
R
= <u, LU>L2(R) .
Utilizando la desigualdad de Young
a? b
bl < — 4+ —
bl < S+ 2

y el hecho que méx{c®> — 1 — 3cq(z) : # € R} < 3(c® — 1) se prueba que L es acotado. En efecto,
|\Lu||2L2(R) :/ | — (bc* —a)u” + (¢ — 1 — 3cq)ul? d
R
g/ {[(bc2 —a)u"]® +2|(be® — a)u"||3(c2 — 1)u| + [3(c2 — 1)@2} do
R

§2(b02—a)2/ |u”\2dx+18(c2—1)2/ lu|? da
R R
< C?|ullF2 gy

De la desigualdad anterior se obtiene que || Lu||r2r) < Cllul| g2 (r)= v
Lemma 3.3. Sea M : H?(R) — L?(R) el operador definido por
Mu = —(bc® — a)u”" + (* = 1)u,

entonces o.s(M) = [c®> — 1,00).
Demostracion. Iniciemos mostrando que o (M) = [c® — 1, 00). Observe que

1M = Null3 = (M = ReA)ull3 + (ImA\)?||ull3,  ue H*(R). (1D
De la igualdad (11), se tiene que

I(M = Nullz > [ImA[fullz,  we H*(R). (12)
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SiImA # 0, la desigualdad (12) implica que el operador M — AI es inyectivo. Por el Teorema de la inversa acotada se
concluye que el operador resolvente Ry (M) = (M — A\ )~! existe y es acotado en L?(R). Por otro lado, aplicando
el Teorema de Plancherel tenemos que

(M = Null3 = = (b — a)u” + (2 =1 = N)ull3
= [(be? = a)€® + (¢ =1 = N] a3
= / (b — a)&® + (2 = 1 = V][(be? — a)&? + (¢ — 1 = N)][u(€)[*d¢
R
:/ [(b — a)%€* 4 2(b — a)(c® — 1 — ReN)E + | — 1 — AP] [a(6)[2 d.
R
Observemos que si 2 — 1 —Re) > 0, entonces
1/2
(M = Nullz > [¢? = 1= A </R ﬂ(f)IQdé) > |¢? — 1 — Re|[Jul|z-

Si ¢® — 1 > Re), nuevamente por el Teorema de la inversa acotada se concluye que el operador Ry (M) existe y es
acotado. En consecuencia, si ¢ — 1 > Re) o Im) # 0, entonces A € p(M). Como o (M) es el complemento en C

de p(M), entonces o(M) C [¢® — 1,00). Probemos ahora que A\ € o(M) si A > ¢? — 1. Sea y)(z) = ? sec h’z y

definamos
(. [A—(c2-1) )
v be2—a z
¢e($) = \/ge

Ahora, ¢.(z) y ¢! (z) estan dadas por

vy =V (ﬁz‘\/ At + 2w’<ex>>

PRSI CEES VN — (2 — — (2 —
W)=V (—ﬁ[“”] lex) + 263 ””w'<ew>+e5/2w"<ex>)

Y(ex), €>0.

be? —a be? —a
En consecuencia se tiene que 1), satisface

(M = N)tpe = = (be® — a)ip¢ + (¢ =1 = Nt

=—2(be? — a) exp (7:1 / %:1) x) [22' %27;1)1/}/(6‘%) + ew"(ez)] .

A—(c2—=1)

b2 —a

Por lo tanto

(M — Nipe||l2 = €3/2(bc? — a) ||2 W' (ex) 4 ep” (ex)

2
Observemos que

= [ ‘ﬁexp (\/H) (ex)
2
= d
¢ / (ex) ? de
- / o (w)? du = ]2 = 1.

Abhora, la derivada de v (ex) estd dada
V' (ex) = —V/3 € sec h?(ex) tanh(ex),

2
dzx

y por tanto



|10 (ex)||% = 3¢ / sec h*(ex) tanh?(ex) dz, u = ex

sec h*u tanh? u du

l—v Yo 2 dv

= 36/ (1 — tanh® u) tanh? u sec h*udu, v = tanhu

-1

go
Derivando ¢’ (ex), se tiene que
V" (ex) = —V/3 € [~2sec h?(ex) tanh? (ex) + sec h* (ex)],
y por tanto

oo

|0 (ex)||3 = 3€* / | — 2sec h?(ex) tanh? (ex) + sec h(ex)|? dx

— 00

=3¢ / [4sec h*utanh® u — 4sec hSu tanh® u + sec hSu] du

[ 4 16 32
=3 [4— —4— + =
¢ [35 105 " 35

- 16¢€
=
luego ||¢'(ex)||2 = 24/€/5 y ||¢" (ex)||2 = 44/€3/7. De aqui
[(M = M)t
RA = AVPell2 _ (M = N
— 32,

2= (ex) + ey (ex)

be2

< (b — a) [z G0 g/ ()l + e||w"<ex>z}

—42(b2 — a A—(c2-1) i
=4e (b )[ 75(1)62—(1) +\ﬁ‘|

En consecuencia, existe una sucesién {¢; /, } con [[1)1 |2 = 1 tal que
1%1/nll2

Del criterio de no invertibilidad se concluye que si A > ¢ — 1, entonces \ € o(M), dado que
U(M) = Jdis(M) U Ues(M)7

s6lo resta determinar og;s(M). Sea u € H*(R) tal que Mu = A\u para algiin A > ¢ — 1, entonces

— 0 cuando n — oo.

1M = NulE= | — (b — a)u” + (& — 1 — AJul
[ — a)€ + & — 1 — Na(©)|1
- / (¢ — )€ + & — 1 - APa(e)|? da

:/ |(bc? — a)e? + 2 — 1 — M?|a(é)* dxz = 0,
R—1y
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donde el conjunto
HL={(eR:(b®—a)®+c*-1-A=0}

-y =)
be2—a be2 —a P
tiene medida de Lebesgue cero. Como |(bc? — a)€? + (¢ —1— )| > 0 para todo & € R — I, tenemos que @(¢)

casi en todas partes. Por lo tanto % = 0 y A no es un valor propio, en consecuencia og;s(M) = S.u v

Teorema 3.4. El operador T, : H*(R) — L*(R) definido por

I
o

Tyu = qu
es compacto.

Demostracién. Suponga que existe una sucesién acotada {u,, } en H?(R), se requiere probar que la sucesién {u,,q}
tiene una subsucesion convergente en L2(R). Por la suposicién sobre la sucesion {u,,} se concluye que existe una
funcién u € H%(R) tal que u, converge debilmente a v en H?(R). Sea Q = (—R, R) un intervalo abierto, entonces

|t — g3 = / i — u?]g[? d
:/ |un—u|2|q|2das—|—/ |un—u|2|q|2da§.
Q R\

Como la inclusién de H?(2) en L%(£2) es compacta sobre el intervalo acotado (), entonces u,, converge a u en
L?(2)-norma; es decir, para todo € > 0 existe N € N tal que n > N implica que

Jun = ull sy = [ fun = ufPde < &
Q

Como q es acotado, entonces para n > [N
/ [y — ul?|q|? dz < k|, — UH%2(Q) < ki€,
Q

donde k; es constante. Por otro lado, como wu,, converge debilmente a u en H?(R) entonces ||u, — ul|2 es acotado.
Ahora. Mds aun, existe R > 0 lo suficientemente grande tal que si |z| > R, entonces |¢(z)| < €. Por lo tanto

/ [y, — ul?|q|? dz < 62/ [y, — ul? do < koe?,
R\Q R\Q

donde k> es una constante. En consecuencia
[(un = w)ql3 < (k1 + k)€

Lo anterior implica que ||(u,, — u)q||2 puede hacerse arbitrariamente pequefio, eligiendo n suficientemente grande.
Esto prueba que qu,, converge a qu en L*(R).a f

Teorema 3.5. Sea L el operador definido en (1)
Lu = —(bc* — a)u” + (* — 1)u — 3cqu,
entonces o.s(L) = [¢? — 1, 00).
Demostracién. Dado que D(L) = D(M) = H*(R) y (L — M)u = —3cT,u es compacto, entonces el Teorema 3.1
asegura que 0¢s(L) = oos(M) = [c®> —1,00).n v

Los resultados mds relevantes se resumen en los Teoremas 3.6 y 3.7, en los cuales se caracteriza el espectro del
operador L.
Teorema 3.6. El espectro del operador L : H*(R) — L?(R) consiste de una parte esencial [c*> — 1,00) junto con
un niimero finito de valores propios discretos (con espacios propios finito-dimensionales) en el intervalo [—2(c? —

1),¢? —1).



Demostracion. Iniciemos mostrando que el operador L es acotado inferiormente, esto significa que existe 8 € R
tal que (L, ) r2r) > B(p, @) r2(r) para todo ¢ € H?(R). En efecto, observemos que inf{c* — 1 — 3cq(z) : €
R} = —2(c? — 1). Por lo tanto

(L, u) 2y = (—(bc?® — @)Uz, U) £2(R) + /]R[c2 — 1 — 3cq(2)]u(z)]? dz
=((bc® = a)ug, ug) L2(r) + / [ —1 = 3cq(z)]u(z)|? de
R
& — 1 = 3cq(z)]|u(z)|? dx
> [ = 1= scq(auta)
—2(c® = 1) /]R lu(z)|? da. (13)

Larelacién (13) muestra que el espectro del operador L es acotado inferiormente. En efecto, inicialmente del Teorema
3.4 tenemos que o5(L) = [¢*—1,00). Ahora, sea A € 04;5(L) y Lu = Au, entonces reemplazando en la desigualdad
(13) se llega a que A > —2(c? — 1). Esto implica que o4;5(L) C [—2(02 —1),¢2 - 1), resta mostrar que o4;5(L) es
finito.

Suponga que existe una sucesién {\, } C o4;5(L) C [-2(c® — 1), ¢ — 1), entonces existe una subsucesion {\,, }
tal que A,,, =+ Acuandok ooy A € [5, ¢ — 1]. Consideremos dos casos:

(a) Supongamos que A € [—2(c? —1),¢? — 1) Debido a que o (L) es cerrado y {\,,, } converge a \ se tiene que
A € o(L), pero esto implica que A € o4;5(L) lo cual es una contradicién.

(b) Supongamos ahora que A\ = c?> — 1, consideremos

L—(—-)I=L—-M\TI+[\, — (2 =T
=Tn + M — (2 = D], An € 04is(L).
Observemos que J,, es auto-adjunto en L?(R), entonces
dim [R(J,) "] = dim [N (7;})] = dim [NV(7,,)] < o0 (14)

Como L es auto-adjunto en LQ(R), An € 04is(L) y ademds se tiene (14), entonces aplicando el Teorema 3.5 se
concluye que R(J,) es cerrado. Ahora, eligiendo n suficientemente grande existe 7 tal que n = \,, — (¢? — 1),
entonces por el Teorema 3.4 se concluye que R[7,, + nlI] = R[L — (c? — 1)I] es cerrado, ademds

dim [R(L — (¢ = 1))*] = dim [N(L — (¢* — 1)])] < o0,

por ser L — (¢ — 1)1 auto-adjunto en L?(R), luego aplicando el Teorema 3.5 se concluye que A = c? — 1 ¢ 0.4(L)
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto necesitamos tener que o4;s(L) es finito.a

Observemos que la derivada de la funcién ¢ definida en (2)

2

-1
q (z)= 7276 sec h?(yx) tanh(yx)

(= 1) (e —eT) N EGES!
n c(er® 4 e=7%)2 ’ 7=

be2 —a’

tiene un tnico cero en x = 0.
Teorema 3.7. El operador diferencial L : H*(R) — L*(R) definido en (1)

Lu = —(bc* — a)u” + (¢* — 1 — 3cq)u,

tiene exactamente un valor propio negativo simple tal que cualquier funcion propia v correspondiente satisface que
¥ > 00 <0, el valor propio cero es simple con funcion propia asociada q'.
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Demostracion. Iniciemos mostrando que A = 0 es un valor propio con funcién propia correspondiente ¢'. En efecto

L(¢") = —(bc* —a)q"” + (* =1 — 3cq)q’

3
—(be* —a)q" + (¢* = 1) — Seq®

=0. (15)

/

Por otro lado, el Teorema 3.6 garantiza la existencia de un valor propio minimo Ag. Supongamos por contradiccién
que la funcién propia v correspondiente a Ay tiene al menos un cero zy. Ahora como cero es un valor propio de L
con funcién propia correspondiente ¢’, entonces A\g < 0y 1, ¢’ satisfacen L (v)) = M\ov0 y L (¢') = 0; es decir que

— (b —a) " + (P —1=3cqg— o) =0
—(bc2—a) q’”+(c2—1—30q) qd =0.

Observemos que ¢ — 1 —3cq — \g > ¢ — 1 —3cq y ¥(z0) = 0, por el Lema 2.2 existen z1, 2 ceros de ¢’ tales
que —oco < 71 < xg < Ty < 00, lo cual es una contradiccién porque ¢’ solo tiene un cero. Afirmamos ahora que \g
es un valor propio simple de L. En efecto, supongamos ahora que 1 y 12 son funciones propias correspondientes
a Ao, entonces el wronskiano de la ecuacién de valores propios estd dado por

W (1, ¥2) = 190 — Pao.

Observe que

d
%W(%M/Jz) = (V10 — hoty)’

=Yy 1 — o)y
= L WL(y) - 1L ()]

bez —a

[ Ootn) — v (otn)]

bez —a
207

entonces W (v1,12) = k, donde k es una constante. Ahora
’ s o 1y —
lim k= lim (190 — ¢hayhy) =0,

entonces £ = 0. En consecuencia las funciones propias (1 y @2 son linealmente dependientes, lo cual muestra que
Ao es un valor propio simple. De manera similar se muestra que A = 0 es un valor propio simple.

Ahora veremos que no existen valores propios de L en (A, 0). Supongamos que existe \y € (Ao,0) tal que
Ly = M con ¢p € D(L) —{0}. Como A; > A, se sigue del Teorema 2.3 que ¢ debe tener al menos un cero. Dado
que 0 > Ay, aplicando otra vez al Teorema 2.3 pero en esta ocasion a los valores propios A1 y A2 = 0 se concluye
que ¢’ debe tener al menos dos ceros, lo cual es una contradiccion.a
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