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Resumen

Este trabajo está dedicado al estudio de la teorı́a electromagnético de Podolsky; se calcularan las corres-
pondientes ecuaciones de campos y las cargas de Noether asociadas al grupo de Poincare. Se deducirá el
segundo teorema de Noether para esta teorı́a y se realizara un estudio canónico de la misma utilizando el
método de Dirac.
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Abstract

This work is dedicated to study of Podolsky’s electromagnetic theory; the corresponding field equations
and the Noether charges associated to the Poincare group will be calculate. The second Noether theorem
is deduced and an canonical study od the theory is realized using the Dirac’s method.

Keywords: Podolsky’s Electromagnetic Theory, Dirac’s Method.

1. Introduction

Como es conocido, la teorı́a electromagnética de Maxwell tiene unadependencia r−1 en el potencial electrostático
de Coulomb para una carga eléctrica puntual. Este hecho, tiene como consecuencia divergencias en el origen tanto en
la energı́a como en el potencial electrostático [1]. Una solución a este tipo de problemas fue propuesta por Podolsky
y Schwed en el año de 1948 [2], y consistı́a en una generalización de la teorı́a del electromagnetismo al adicionar
un término de segundo orden en las derivadas en el campo electromagnético Aµ. De esta manera, el Lagrangiano
que describirá la teorı́a electromagnética de Podolsky, como es conocida, es [3]:

L = −1

4
FµνF

µν + a2∂λF
αλ∂ρFαρ (1)

siendo a un parámetro constante con dimensiones de longitud y juega el papel de un cut-off. Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,
es el tensor de campo electromagnético expresado en término del campo Aµ(x) = (φ,−A); donde φ representa el
potencial escalar y A representa el potencial vectorial magnético.

La teorı́a electromagnética de Podolsky se reduce a la teorı́a de Maxwell en el lı́mite a→ 0, y se caracteriza por
una contribución finita en el origen a la energı́a del campo al igual que al potencial de una carga eléctrica puntual
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[3,4,5,6]. La versión cuántica de esta teorı́a determina la existencia de fotones masivos con una masa mγ = ~
ac

[4,6]. Un estudio de la influencia del potencial electrostático de Podolsky en la teorı́a del estado fundamental del
átomo de hidrógeno ha permitido establecer lı́mites para la constante a, (a ≤ 5,56fm); y para la masa de los fotones
(mγ ≥ 35,51MeV ) [4]. Esta masa se interpreta como una escala de energı́a que caracteriza el régimen en el que la
teorı́a de Podolsky se torna efectiva. Como consecuencia del pequeño valor de la constante de Podolsky (menor que
el radio de Bhor (a0 = 52, 9 pm), el electromagnetismo de Maxwell es valido hasta pequeñas escalas de longitud,
de manera que no se tiene la suficiente precisión para determinar el valor experimental de a mediante experimentos
clásicos de electromagnetismo y si el modelo de Podolsky es correcto se esperan desviaciones de la electrodinámica
de Maxwell en escalas de alta energı́a [4,6].

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo de simetrı́a global de Poincaré [8], como
consecuencia del primer teorema de Noether, las cargas asociadas a este grupo de simetrı́a son: la energı́a, el
momentum lineal, el momentum angular, y el spin. Además, es una teorı́a gauge U(1), es decir, invariante por
transformaciones gauges locales del cuadrivector potencial, por lo tanto, de acuerdo al segundo teorema de Noether:
existe una ecuación de continuidad, se debe exigir el cumplimiento de las identidades de Bianchi, y posee un
Lagrangiano singular [9,10].

El hecho que las variables dinámicas de la teorı́a de Podolsky no son independientes, es decir, que existen vı́nculos
[3,11], hace necesario que el estudio de la estructura canónica se debe desarrollar por medio del método de Dirac
[12]. La teorı́a de Podolsky posee vı́nculos de primera clase, lo que implica fijar condiciones de gauge. En el estudio
de la estructura Hamiltoniana de la teorı́a electromagnética de Podolsky vı́a método de Dirac, se impondrá la versión
generalizada de la condición de gauge de radiación [3].

2. Simetrı́as gauge locales en la teorı́a de Podolsky

La teorı́a electromagnética de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), lo que significa que el Lagrangiano que la
describe es invariante por las siguientes transformaciones gauge locales del cuadrivector potencial Aµ [1]:

A
′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µ ∈ (x) (2)

δAµ ≡ A
′

µ(x)−Aµ(x) = ∂µ ∈ (x)

Esto quiere decir que: L [Aµ(x)] = L
′
[A

′

µ(x)]. Los generadores del grupo de simetrı́a U(1), son [7]:

Xµ
β(x) = 0 Φβa(ψ, x) = 0 φµβa(ψ, x) = I (3)

La función ∈ (x) definida en el espacio-tiempo es arbitraria, como consecuencia, el cuadrivector potencial no se
determina de manera única. El hecho de fijar condiciones sobre el cuadrivector Aµ, para exigir el cumplimiento
de determinadas propiedades fı́sicas; se conoce como condiciones de gauge. Por ejemplo, en la electrodinámica
de Maxwell al exigir el cumplimiento de la ecuación de onda por parte del cuadrivector potencial, se debe fijar la
condición de gauge de Lorenz [1].

Como consecuencia del segundo teorema de Noether, el Lagrangiano que describe la teorı́a electromagnética de
Podolsky es singular, de manera que el determinante de la matriz Hessiana es nulo [3,11]:

|Wµν
0 | =

∣∣∣∣∣ ∂2L

∂Äν∂Äµ

∣∣∣∣∣ = ∣∣2a2(ηµν − ηµ0η0ν)
∣∣ = −2a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (4)

El rango de esta matriz es tres (R = 3), por lo tanto existe (N −R) = (4− 3) = 1, un vı́nculo a nivel Lagrangiano,
y dos vı́nculos primarios a nivel Hamiltoniano [9].
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Las identidades de Bianchi [13], consecuencia del segundo teorema de Noether; son definidas para el caso de la
teorı́a electromagnética de Podolsky en la forma:

∂µFνα + ∂αFµν + ∂νFαµ = 0 (5)

y la ecuación de continuidad [7,3], con jµβ = 0, es:

∂µL
µ = 0 (6)

3. Ecuaciones de campo de la teorı́a de Podolsky

Las ecuaciones de campo de la teorı́a de Podolsky son [3,11]:

(1 + 2a22)∂λF
λα = 0 (7)

que en términos del cuadrivector potencial pueden ser escritas como:

(1 + 2a22)2Aα − ∂α(1 + 2a22)∂λA
λ = 0 (8)

Del conjunto de cuatro ecuaciones de campo (8), solo tres son de cuarto orden en las derivadas temporales, de tal
manera que una ecuación de campo (α = 0), corresponde a un vı́nculo a nivel Lagrangiano.

La teorı́a electromagnética de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), como consecuencia, el cuadrivector potencial
no se determina de manera única. Si se exige el cumplimiento de la ecuación de onda generalizada por parte del
campo Aµ:

(1 + 2a22)2Aα = 0 (9)

se debe fijar sobre Aµ la siguiente condición generalizada del gauge de Lorenz [3] :

(1 + 2a22)∂λA
λ = 0 (10)

Utilizando las ecuaciones de campo (5), (7), y la representación matricial del tensor de campo electromagnético
Fµν , es posible obtener las ecuaciones de campo de la teorı́a electromagnética de Podolsky (ecuaciones de Maxwell
generalizadas) en términos de los campos fundamentales: eléctrico E y magnético B [3,5]:

(1 + 2a22)∇.E = 0 (11)

(1 + 2a22)(Ė−∇×B) = 0 (12)

∇.B = 0 (13)

Ḃ+∇×E = 0 (14)

Las ecuaciones (11) y (12), son las versiones generalizadas de la ley de Gauss y Ampère respectivamente, en cuanto
que (13) es la divergencia del campo magnético y (14) es la ley de inducción de Faraday

La ecuación (13) implica: la no existencia de monopolos magnéticos, y el hecho que las lineas de campo magnético
son cerradas. Esta ecuación garantiza que el campo magnético puede ser escrito en términos del rotacional de un
campo vectorial; denominado potencial vectorial magnético A [1]:

∇.B = 0 ⇐⇒ B = ∇×A (15)

La ecuación (14) es simplemente la ley de inducción de Faraday que en forma integral se escribe en la forma:∫
s

Ḃ.ds+

∮
c

E.dr = 0 (16)

y establece que un cambio en el flujo magnético a través de una superficie s induce un campo eléctrico a lo largo
de la trayectoria c que limita s
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Al sustituir (15) en (14), permite expresar el campo eléctrico en términos de un potencial escalar φ, y el potencial
vectorial magnético A:

E = −∇φ− ∂0A (17)

lo que permite definir el cuadrivector potencial en la forma: Aµ(x) = (φ,−A) [1].

La ecuación diferencial que describe el potencial electrostático de una carga eléctrica puntual e, en la teorı́a
electromagnética de Podolsky se obtiene considerando Aµ = [φ(r), 0]; de tal manera que (9) se escribe en la forma
[5,6]:

−(1− 2a2∇2)∇2φ(r) = ρ(r) = eδ(r) (18)

donde ρ(r) es la densidad de carga eléctrica puntual. La solución de (18), utilizando transformada de Fourier, es un
potencial electrostático tipoYukawa [5,6,14]:

φ(r) =
e

4π

1− e−
r
a

r
(19)

y cuenta con las siguientes propiedades: una valor finito en el origen, converge al potencial de Coulomb para r >> a,
y es de tipo asintótico:

φ(r) =



ĺım
r→0

φ(r) = ĺım
r→0

e
4π

1−e−
r
a

r = e
4πa

r >> a φ(r) = e
4π

1
r

ĺım
r→∞

φ(r) = 0

(20)

El campo electrostático para una carga eléctrica puntual es de tipo central [5]:

E(r) = −∇φ =
e

4π

(
1− e−

r
a

r2
− e−

r
a

ar

)
er (21)

de manera que el flujo eléctrico es [5]:

∮
s

E.ds = e
[
1− e−

r
a

(
1 +

r

a

)]
=



0 r << a

e r >> a

(22)

Como consecuencia, para r >> a, el flujo es proporcional a la carga eléctrica contenida en el volumen v. En el caso
electrostático ∇×E = 0, por lo tanto el campo eléctrico es conservativo.

4. Cargas conservadas en la teorı́a de Podolsky

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como consecuencia del
primer teorema de Noether, las cargas conservadas son: la energı́a, el momentum lineal, el momentum angular orbital,
y el spin [3,8,13].

4.1. Energı́a del campo electromagnético

El tensor momentum-energı́a es [3]:
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θµα = F νµFαν +
1

4
ηµαF

ρνFρν + a2ηµα(∂
ρFνρ∂λF

νλ + F ρν2Fρν) (23)

−2a2(Fµν2Fαν + Fαν2F
µν + ∂νF

µν∂ρFαρ)

La energı́a del campo electromagnético para la teorı́a de Podolsky, en términos de los campos: eléctrico y magnético,
se define de la forma [3]:

E =

∫
Ω

dx3θ00 (24)

=

∫
Ω

dx3
{
1

2
(E2 +B2) + a2[ −(∇.E)2 + 2(E.2E+B.2B)− (Ė−∇×B)2 ]

}
En el caso electrostático (Ė = 0, B = 0); y considerando el hecho que el campo eléctrico tiene un comportamiento
asintótico, se obtiene la siguiente expresión para la energı́a electrostática [3]:

E =

∫
Ω

dx3
{
1

2
E2 − a2(∇.E)2

}
(25)

Teniendo en cuenta la expresión de campo eléctrico (21), la energı́a electrostática de una carga eléctrica puntual en
la teorı́a electromagnética de Podolsky se define de manera finita y positiva [5]:

E =
e2

2a
(26)

4.2. Momentum lineal del campo electromagnético

El momentum lineal del campo electromagnético para la teorı́a de Podolsky, en términos de los campos: eléctrico
y magnético, es:

Pi =

∫
Ω

dx3θ0i (27)

=

∫
Ω

dx3
{
E×B+ 2a2[ E×2B−B×2E+∇.E(Ė−∇×B)]

}
i

La generalización del vector de Poynting en la teorı́a electromagnética de Podolsky, se define de la forma:

Si =
c

4π
θ0i (28)

S =
c

4π

{
E×B+ 2a2[ E×2B−B×2E+∇.E(Ė−∇×B)]

}
y es quien determina la dirección de propagación de la onda electromagnética. El flujo de energı́a del campo
electromagnético es [15,1]:

Φ =

∫
s

S.ds (29)

4.3. Momentum angular orbital del campo electromagnético

El momentum angular orbital del campo electromagnético [8,1]; para la teorı́a de Podolsky es:

Lij =

∫
Ω

dx3(xiθ
0
j − xjθ

0
i) =

1

c2

∫
Ω

dx3(xiSj − xjSi) (30)

=
1

c2

∫
Ω

dx3ϵkijxiSj =
1

c2

∫
Ω

dx3(r× S)k

por lo tanto:

L =
1

c2

∫
Ω

dx3(r× S) (31)
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4.4. Spin del campo electromagnético

El tensor de spin para la teorı́a electromagnética de Podolsky es definido de la siguiente manera:

Sµν =

∫
Ω

dx3
([

∂L

∂Ȧα
− ∂0

(
∂L

∂Äα

)
− 2∂k

(
∂L

∂(∂kȦα)

)]
(Iµν)

αβAβ (32)

+
∂L

∂Äα
(Iµν)

αβȦβ

)
Utilizando la representación matricial de los generadores de rotaciones de Lorentz para un campo vectorial 1 [8]; el
tensor de spin se reescribe en la forma:

Sµν =

∫
Ω

dx3
{
Aν(Fµ0 + 2a2∂0∂

ρFµρ − 4a2ηµk∂
k∂ρF

0ρ) (33)

−Aµ(Fν0 + 2a2∂0∂
ρFνρ − 4a2ηνk∂

k∂ρF
0ρ)

+2a2Ȧν(ηµ0∂ρF
0ρ − ∂ρFµρ)

−2a2Ȧµ(ην0∂ρF
0ρ − ∂ρFνρ)

}
El spin en términos del campo eléctrico, el campo magnético, y el potencial vector; es [8]:

Sij =

∫
Ω

dx3 { A×E (34)

+2a2[ A× Ë−A× (∇× Ḃ) + 2a2A×∇(∇.E)− Ȧ× Ė+ Ȧ× (∇×B) ]
}
k

5. Estructura Hamiltoniana de la teorı́a de Podolsky

El estudio de la estructura canónica de un sistema dinámico con vı́nculos se desarrolla por medio del algoritmo
de Dirac-Bergmann [12,16,17]. En la teorı́a electromagnética de Podolsky, el espacio de fase completo Γ, esta
conformado por los campos linealmente independientes (Aµ, Ȧµ), y sus momentos canónicos conjugados (πµ

A, π
µ

Ȧ
).

Utilizando las siguientes notaciones: (Ȧµ ≡ Āµ, π
µ
A ≡ pµ, πµ

Ȧ
≡ πµ); el espacio de fase completo de dimensión

2Nm = (2)(4)(2) = 16, es:
Γ : (Aµ, Āµ, p

µ, πµ) (35)

Los momentos canónicos (pµ,πµ) tienen la siguiente forma [3,11]:

πα = 2a2(ηα0∂ρF
0ρ − ∂ρF

αρ) (36)

pα = Fα0 + 2a2(∂0∂ρF
αρ − 2a2ηαk∂k∂ρF

0ρ) (37)

5.1. Vı́nculos primarios y Hamiltoniano canónico

La singularidad del Lagrangiano que describe la teorı́a electromagnética de Podolsky, implica, a nivel Hamiltoniano,
que las variables dinámicas que definen el espacio de fase Γ no son independientes, debido a la existencia de dos
vı́nculos primarios, los cuales surgen de la definición de momentos canónicos (36), y (37):

π0 = 0 (38)

πi = −2a2∂ρF
iρ (39)

1 (Iµν)αβ = ηαµη
β
ν − ηανη

β
µ
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p0 = ∂iπ
i (40)

pi = F i0 + 2a2(∂0∂ρF
iρ − 2a2ηik∂k∂ρF

0ρ) (41)
Las relaciones (38) y (40) establecen los vı́nculos primarios de la teorı́a. Estas relaciones reducen el espacio de fase
inicial Γ a un espacio de fase reducido Γc, de dimensión 14:

Γc : (Aµ, Āµ, p
i, πi) (42)

Los vı́nculos primarios determinan relaciones entre las variables dinámicas de la teorı́a de Podolsky [12,16,17], de
manera que estas no son independientes. Ellos surgen de la definición de momentos canónicos y son definidos de la
siguiente manera [3,11]:

Φ1(x) ≡ π0 ≈ 0 (43)
Φ2(x) ≡ p0 − ∂iπ

i ≈ 0

El sı́mbolo ” ≈ ” denota una igualdad débil, e implica que una variable dinámica B(x) ≈ 0 será definida cero en el
espacio de fase reducido Γc, y diferente de cero en el espacio de fase completo Γ:

B(x) =



B(Aµ, Āµ, p
i, πi) = 0 en Γc

B(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) ̸= 0 en Γ

(44)

Como consecuencia, B(x) ≈ 0 puede tener paréntesis de Poisson diferentes de cero con otro tipo de variables
dinámicas [12,16,17].

De la definición (39), es posible despejar ˙̄Ai:

˙̄Ai =
1

2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 (45)

El Hamiltoniano canónico asociado a la teorı́a electromagnética de Podolsky es definido en la forma:

Hc =

∫
Ω

dx3
(
πµ
AȦµ + πµ

Ȧ
Äµ − L

)
=

∫
Ω

dx3
(
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ − L

)
(46)

que al ser escrito en el espacio de fase reducido Γc se expresa de la siguiente manera [3,11]:

Hc(Aµ, Āµ, p
i, πi) =

∫
Ω

dx3
{
∂iπ

iĀ0 + piĀi +
1

4a2
πiπi + πi∂jFij + πi∂iĀ0 (47)

+
1

2
(Āi − ∂iA0)(Āi − ∂iA0) +

1

4
FijF

ij − a2(∂jĀ
j − ∂j∂

jA0)(∂kĀ
k − ∂k∂

kA0)

}
5.2. Hamiltoniano primario

La dinámica en el espacio de fase completo Γ para la teorı́a electromagnética de Podolsky, esta determinada por
el Hamiltoniano primario Hp, el cual es una combinación lineal del Hamiltoniano canónico Hc, y los 2 vı́nculos
primarios (Φ1,Φ2) [12,16,17]:

Hp(Aµ, Āµ, p
µ, πµ) = Hc +

∫
Ω

dx3{λ1(x)Φ1(x) + λ2(x)Φ2(x)} (48)

Los multiplicadores de Lagrange: λ1(x), y λ2(x); son funciones arbitrarias definidas en el espacio-tiempo e intro-
ducidas como consecuencia de la existencia de vı́nculos primarios. A pesar de la existencia de vı́nculos primarios, el
método de Dirac-Bergmann exige que las variables dinámicas (Aµ, Āµ, p

µ, πµ) y los multiplicadores de Lagrange
forman un conjunto de variables independientes, con el fin de realizar un estudio consistente de la teorı́a [12,16,17].
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La funcional de acción para la teorı́a electromagnética de Podolsky, definida en el espacio de fase completo, es:

A[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] =

∫
σ

dx4
{
pµĀµ + πµ ˙̄Aµ − Hc − λa(x)Φa(x)

}
(49)

con a = 1, 2.

La evolución temporal de una variable dinámica F (x) = F (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); en el espacio de fase Γ, se determina

a partir del principio de Hamilton modificado de acción extremal: δA[Aµ, Āµ, p
µ, πµ, λa] = 0; más las condiciones

de frontera. Al considerar variaciones independientes en δAµ, δĀµ, δp
µ, δπµ, δλa; la definición de paréntesis de

Poisson, y el hecho que los vı́nculos son definidos como débilmente cero en el espacio de fase reducido Φa(x) ≈ 0;
se determina la evolución temporal de F (x) [12,16,17]:

Ḟ (x) ≈ {F (x),Hp} (50)

con la definición de paréntesis fundamentales de Poisson [3,11]:

{Aµ(x), p
ν(y)} = δνµδ

3(x − y) {Āµ(x), π
ν(y)} = δνµδ

3(x − y) (51)

5.3. Consistencia y clasificación de vı́nculos en la teorı́a de Podolsky

Definidos los vı́nculos primarios y el Hamiltoniano primario, se procede a determinar los multiplicadores de
Lagrange λa(x), al exigir consistencia de vı́nculos primarios; es decir, estos deben permanecer constantes en el
tiempo [12,16,17]:

Φ̇a(x) ≈ {Φa(x),Hp(y)} ≈ ha(x, y) +

∫
Ω

dy3Pab(x, y)λ
b(y) ≈ 0 (52)

donde ha(x, y) ≡ {Φa(x), Hc(y)}; y Pab(x, y) ≡ {Φa(x),Φb(y)} se define como la matriz de vı́nculos. La consis-
tencia de vı́nculos primarios podrı́a resultar en tres casos posibles [12,16,17]:

1. ha(x, y) ̸≈ 0, y |Pab(x, y)| ̸≈ 0

El determinante de la matriz de vı́nculos es diferente de cero: |{Φa(x),Φb(y)}| ̸≈ 0. Bajo condiciones de frontera
de los campos, la inversa de la matriz de vı́nculos P−1

ab (x, y), se determina de manera única a partir de:∫
Ω

dz3Pab(x, z)P
−1
bc (z, y) =

∫
Ω

dz3P−1
ab (x, z)Pbc(z, y) = δacδ

3(x − y) (53)

Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos primarios se calculan de la siguiente forma:

λb(u) = −
∫
Ω

dv3P−1
be (u, v)he(v, y) = −

∫
Ω

dv3P−1
be (u, v){Φe(v),Hc(y)} (54)

2. ha(x, y) ≈ 0, y Pab(x, y) ≈ 0

Es el caso en el cual la matriz de vı́nculos es identicamente nula: Pab(x, y) ≈ 0; de manera que se obtiene la
identidad 0 ≈ 0. Como consecuencia, los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos primarios permanecen
indeterminados y por lo tanto son arbitrarios.

3. ha(x, y) ̸≈ 0, y |Pab(x, y)| ≈ 0

En este caso surgen vı́nculos secundarios:

Xα(x) ≡ ha(x, y)V
a
α (x) ≈ 0 (55)

donde V a
α (x), con α = 1, 2, ..,M−S; son los vectores nulos asociados a la matriz Pab(x, y) y que son definidos por:∫

Ω

dx3Pab(x, y)V
a
α (x) = 0 (56)

siendo M el número de vı́nculos primarios, y S el rango de Pab(x, y). Al igual que con los vı́nculos primarios a los
vı́nculos secundarios se les debe exigir consistencia, es decir: Ẋα(x) ≈ 0. El proceso de consistencia de vı́nculos
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secundarios finaliza cuando se cumpla las condiciones 1. ó 2. .

Al finalizar el proceso de consistencia, el conjunto total de J vı́nculos (primarios más secundarios) de la teorı́a
Φj(x) ≈ 0, con j = 1, 2, .., J ; se deben clasificar en vı́nculos de primera y segunda clase. Los vı́nculos de primera
clase cumplen la condición que la matriz de vı́nculos es nula: Pij(x, y) ≈ 0; como consecuencia, sus multiplicadores
de Lagrange asociados son arbitrarios. Por el contrario, si el determinante de la matriz de vı́nculos es diferente de
cero: |{Φi(x),Φj(y)}| ̸≈ 0; los vı́nculos son de segunda clase, de manera que es posible determinar la inversa de la
matriz de vı́nculos P−1

ij (x, y) y por lo tanto los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de segunda clase
se determinan a partir de [12,16,17]:

λi(u) = −
∫
Ω

dv3P−1
ij (u, v){Φj(v),Hc(y)} (57)

Al estudiar la consistencia de vı́nculos primarios en la teorı́a electromagnética de Podolsky se obtiene, [3,11]:

Φ̇1(x) ≈ 0 Φ̇2(x) ≈ ∂kp
k ≈ 0 (58)

La consistencia del vı́nculo primario Φ̇1(x) ≈ 0, resulta en la identidad 0 ≈ 0, de manera que no surgen vı́nculos
secundarios asociados a él. La consistencia del vı́nculo primario Φ̇2(x) ≈ 0, genera un vı́nculo secundario:

Φ3(x) ≡ ∂kp
k ≈ 0 (59)

Al exigir la consistencia de este vı́nculo no surgen mas vı́nculos de esta condición ya que se llega a la identidad
0 ≈ 0 [3,11]:

Φ̇3 ≈ 0 (60)

Por lo tanto, en la teorı́a electromagnética de Podolsky existen dos vı́nculos primarios, y un vı́nculo secundario; que
forman el conjunto completo de vı́nculos de la teorı́a [3,11]:

Φ1(x) = π0 ≈ 0 Φ2(x) = p0 − ∂kπ
k ≈ 0 Φ3(x) ≡ ∂kp

k ≈ 0 (61)

Es posible demostrar, sin mucha dificultad, que este conjunto de vı́nculos es de primera clase:

Pij(x, y) = {Φi(x),Φj(y)} ≈ 0 (62)

con i, j = 1, 2, 3.

5.4. Hamiltoniano extendido

Hecha la clasificación de vı́nculos en primera y segunda clase, se tiene que los multiplicadores de Lagrange aso-
ciados a vı́nculos de segunda clase se determinan de manera única. Sin embargo, los multiplicadores de Lagrange
asociados a vı́nculos de primera clase permanecen indeterminados y arbitrarios, ası́, la evolución temporal de un sis-
tema fı́sico con vı́nculos de primera clase en el espacio de fase completo no se determina de manera única [12,16,17].

Dirac conjeturo que los vı́nculos de primera clase son generadores de transformaciones gauge locales, como
consecuencia, la dinámica en el espacio de fase completo, estará determinada por el Hamiltoniano extendido (HE)
[12,16,17]. HE para la teorı́a electromagnética de Podolsky es definido por la combinación lineal del Hamiltoniano
canónico y todos los vı́nculos de primera clase de la teorı́a. Teniendo en cuenta la conjetura de Dirac, la dinámica en
el espacio de fase completo en la teorı́a de Podolsky esta determinada por el siguiente Hamiltoniano extendido [3]:

HE = Hc +

∫
Ω

dx3{λ1(x)Φ1(x) + λ2(x)Φ2(x) + λ3(x)Φ3(x)} (63)

= Hc +

∫
Ω

dx3λi(x)Φi(x)

con i = 1, 2, 3.
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La evolución temporal de una variable dinámica F (x) = F (Aµ, Āµ, p
µ, πµ), está dada por [12,16,17]:

Ḟ (x) ≈ {F (x),HE} (64)

En general, si el estado inicial del sistema fı́sico en un tiempo t0, es F (t0); y el estado final es F (δt), donde δt
representa una evolución temporal infinitesimal del sistema, una expansión en series de Taylor a primer orden de
F (δt), determina que:

F (δt) = F (t0) + Ḟ δt (65)

Esta relación establece que el estado final del estado fı́sico, dependerá además del estado inicial F (t0), de la
elección de los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase λi, los cuales son arbitrarios. Si
se consideran dos estados finales para un determinado sistema fı́sico con el mismo estado inicial y que difieren en
el valor escogido de los multiplicadores de Lagrange λi:

F (δt) = F (t0) + δt{F (x),Hc}+ δt

∫
Ω

dy3λi{F (x),Φi(y)} (66)

F
′
(δt) = F (t0) + δt{F (x),Hc}+ δt

∫
Ω

dy3λ
′i{F (x),Φi(y)} (67)

se puede determinar que:

δF = F (δt)− F
′
(δt) =

∫
Ω

dy3δt[λi(y)− λ
′i(y)]{F (x),Φi(x)} (68)

=

∫
Ω

dy3 ∈i (y){F (x),Φi(x)} = {F (x),Π(y)}

Dirac afirmó que los diferentes estados finales del sistema fı́sico correspondientes a la elección arbitraria de los
multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase, deberán estar asociados al mismo estado fı́sico
y por lo tanto deben ser equivalentes. En conclusión, los vı́nculos de primera clase son generadores de transforma-
ciones de equivalencia o como se conocen hoy en dı́a transformaciones gauge locales, las cuales conectan estados
finales para diferentes λi, y dejan invariante el sistema fı́sico. Esta afirmación es lo que se conoce como la conjetura
de Dirac [12,16,17].

El generador de transformaciones gauge locales para la teorı́a electromagnética de Podolsky se caracteriza por los
parámetros arbitrarios: (∈, ∈̄); y tiene la forma [3]:

Π(y) =

∫
Ω

dy3 ∈i (y)Φi(y) =

∫
Ω

dy3(pµ∂µ ∈ +πµ∂µ∈̄) (69)

donde ∈̄ ≡ ∈̇.

Las transformaciones gauge locales para la teorı́a de Podolsky que dejan invariante el sistema fı́sico y que conecta
los diferentes estados equivalentes, correspondientes a la elección arbitraria de los multiplicadores de Lagrange
asociados a vı́nculos de primera clase, son:

δAµ(x) = {Aµ(x),Π(y)} = ∂µ ∈ (x) δĀµ(x) = {Āµ(x),Π(y)} = ∂µ∈̄(x) (70)

δpµ(x) = {pµ(x),Π(y)} = 0 δπµ = {πµ(x),Π(y)} = 0

De estas relaciones, es posible determinar las transformaciones gauge locales de los campos Aµ, y Āµ:

A
′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µ ∈ (x) (71)

Ā
′

µ(x) = Āµ(x) + ∂µ∈̄(x)
La evolución temporal de los campos: (Aµ, Āµ, p

µ, πµ); en la teorı́a electromagnética de Podolsky, se determina a
partir de las ecuaciones de Hamilton (64), y son un conjunto de 16 ecuaciones de primer orden en las derivadas
temporales [3,11]:

ṗk(x) ≈ −∂k∂iπi + ∂j∂jπ
k + ∂iF

ik (72)

ṗ0(x) ≈ −∂iF 0i − 2a2∂k∂
k(∂jĀ

j − ∂j∂
jA0) (73)



J. A. Fajardo.: Teorı́a Electromagnética de Podolsky

π̇0(x) ≈ 0 (74)
π̇k(x) ≈ −pk − F 0k − 2a2∂k∂iF

0i (75)

˙̄Ai(x) ≈ 1

2a2
πi + ∂jF

ij + ∂iĀ0 + ∂iλ2 (76)

˙̄A0(x) ≈ λ1 (77)
Ȧ0(x) ≈ Ā0 + λ2 (78)
Ȧi(x) ≈ Āi − ∂iλ

3 (79)
Las ecuaciones de Hamilton deducidas anteriormente se expresan en términos de igualdades débiles. Como conse-
cuencia de la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de primera clase, estas ecuacio-
nes no determinan una evolución temporal única, por lo que es necesario eliminar los vı́nculos de primera clase y
determinar sus multiplicadores de Lagrange asociados. Las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a
las ecuaciones de campo:

(1 + 2a22)∂λF
λα ≈ 0 (80)

5.5. Condición generalizada de gauge de radiación

En el algoritmo de Dirac-Bergmann, los vı́nculos de segunda clase son eliminados por definición de paréntesis de
Dirac, y los vı́nculos de primera clase se eliminan al introducir condiciones de gauge [12,16,17].

Las condiciones de gauge son vı́nculos introducidos inicialmente de forma arbitraria, con el objetivo de transformar
los vı́nculos de primera clase en vı́nculos de segunda clase y de esta manera determinar los multiplicadores de
Lagrange λi asociados a ellos. Las condiciones de gauge deben cumplir con los siguientes requisitos [12,16,17]:

1. El número de condiciones de guage introducidas debe ser igual al número de vı́nculos de primera clase

existentes.

2. Las condiciones de gauge son vı́nculos introducidos de manera arbitraria y relacionan las variables dinámicas

de la teorı́a:
Ωj(x) = Ωj(Aµ, Āµ, p

µ, πµ) ≈ 0 (81)

3. Las condiciones de gauge deben permanecer constantes en el tiempo, es decir, se debe exigir consistencia

sobre Ωj(x) ≈ 0:
Ω̇j(x) ≈ 0 (82)

4. Las condiciones de gauge Ωj(x) ≈ 0, y los vı́nculos de primera clase Φi(x) ≈ 0; deben formar un conjunto

de vı́nculos de segunda clase, es decir, el determinante de la matriz construida entre los vı́nculos de primera
clase y las condiciones de gauge debe ser diferente de cero:

|{Ωj(x),Φi(y)}| ̸≈ 0 (83)

5. Las condiciones de gauge deben dejar invariante el álgebra de Poincaré.

6. Las condiciones de gauge deben ser fijadas de manera única, es decir, elegida una determinada condición de

gauge Ωj(x) ≈ 0, al realizar una transformación gauge local de los campos: (Aµ, Āµ, p
µ, πµ); se debe exigir:

Ω
′

j(x) = Ω
′

j(A
′

µ, Ā
′

µ, p
′µ, π

′µ) ̸≈ 0 (84)

7. Las condiciones de gauge deben ser “attainable”, es decir, si los campos: Aµ, Āµ, pµ, y πµ; no satisfacen las

condiciones de gauge: Ωj(x) ̸≈ 0; al realizar una transformación gauge local de estos campos, se debe cumplir
la condición de gauge:

Ω
′

j(x) = Ω
′

j(A
′

µ, Ā
′

µ, p
′µ, π

′µ) ≈ 0 (85)
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Del hecho que las condiciones de gauge son arbitrarias, los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de
primera clase dependerán de la condición de gauge escogida.

La existencia de tres vı́nculos primarios en la teorı́a electromagnética de Podolsky, hace necesario imponer arbi-
trariamente tres condiciones de gauge. De esta manera, en el estudio de la estructura canónica de la teorı́a electro-
magnética de Podolsky vı́a método de Dirac, se impone el siguiente conjunto de condiciones de gauge, las cuales
son conocidas como condición generalizada del gauge de radiación y son deducidas a partir de las ecuaciones de
campo (7) [3]:

Ω1(x) ≡ Ā0 ≈ 0 Ω2(x) ≡ (1 + 2a22)∂iAi ≈ 0 Ω3(x) ≡ A0 ≈ 0 (86)

La condición generalizada del gauge de radiación cumple con los requisitos de condiciones de gauge y garantiza el
cumplimiento de la ecuación de onda generalizada tipo transversal por parte del cuadrivector Aµ [3]. Por lo tanto,
los vı́nculos de primera clase y la versión generalizada del gauge de radiación formaran un conjunto de vı́nculos de
segunda clase, los cuales deben ser eliminados por definición de paréntesis de Dirac [12,16,17].

5.6. Paréntesis de Dirac en la teorı́a de Podolsky

Los vı́nculos de primera clase Φi(x) ≈ 0, y la condición generalizada del gauge de radiación Ωj(x) ≈ 0, forman
un conjunto de seis vı́nculos ∆a(x) ≈ 0, de segunda clase:

∆1(x) = Ā0 ≈ 0 (87)

∆2(x) = (1 + 2a22)∂iAi ≈ 0

∆3(x) = A0 ≈ 0

∆4(x) = π0 ≈ 0

∆5(x) = p0 − ∂kπ
k ≈ 0

∆6(x) = ∂kp
k ≈ 0

A partir de los cuales se puede definir la matriz de vı́nculos Pab(x, y) = {∆a(x),∆b(y)}; con a, b = 1, 2, 3, 4, 5, 6;
de la siguiente manera:

Pab(x, y) =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 −F̂x

0 0 0 0 1 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 F̂x 0 0 0 0


δ3(x − y) (88)

donde F̂x = (1− 2a2∇2
x)∇2

x; es un operador diferencial.

Los vı́nculos ∆a(x) ≈ 0, son de segunda clase: |Pab(x, y)| = |{∆a(x),∆b(y)}| ̸≈ 0. Ası́, la inversa de la matriz
de vı́nculos de segunda clase se determina a partir de la siguiente condición:∫

Ω

dz3Pab(x, z)P
−1
bc (z, y) =

∫
Ω

dz3P−1
ab (x, z)Pbc(z, y) = δacδ

3(x − y) (89)

La matriz P−1
bc (x, y) tiene la forma [3]:



J. A. Fajardo.: Teorı́a Electromagnética de Podolsky

P−1
bc

(x, y) =



0 0 0 −δ3(x − y) 0 0

0 0 0 0 0 G(x, y)

0 0 0 0 −δ3(x − y) 0

δ3(x − y) 0 0 0 0 0

0 0 δ3(x − y) 0 0 0

0 −G(x, y) 0 0 0 0



(90)

Donde G(x, y) satisface la ecuación diferencial:

(1− 2a2∇2
x)∇2

xG(x, y) = δ3(x − y) (91)

Por medio del método de funciones de Green y utilizando el hecho que el campo electromagnético tienen un
comportamiento asintótico, permite fijar G(x, y) de manera única [3]:

G(x, y) = [(1− 2a2∇2
x)∇2

x]
−1δ3(x − y) = − 1

4π

1− e−
|x−y|

a

|x − y|
(92)

Donde [(1 − 2a2∇2
x)∇2

x]
−1 es el inverso del operador (1 − 2a2∇2

x)∇2
x; y G(x, y) su correspondiente función de

Green.

Calculada la matriz P−1
bc (x, y) para la condición generalizada del gauge de radiación, el conjunto de vı́nculos de

segunda clase ∆a(x) ≈ 0 son eliminados al introducir los paréntesis de Dirac. Los paréntesis de Dirac para dos
variables dinámicas F (x) y G(y) son definidos de la siguiente manera [3,12,16,17]:

{F (x), G(y)}D = {F (x), G(y)} (93)

−
∫
Ω

∫
Ω

dv3du3{F (x),∆a(u)}P−1
ab (u, v){∆b(v), G(y)}

Bajo esta definición, se debe cumplir que: {∆a(x), F (y)}D = 0. Como consecuencia, los vı́nculos de segunda clase
son transformados en identidades fuertes, es decir [∆a(x) = 0]:

∆1(x) = Ā0 = 0 (94)

∆2(x) = (1 + 2a22)∂iAi = 0

∆3(x) = A0 = 0

∆4(x) = π0 = 0

∆5(x) = p0 − ∂kπ
k = 0

∆6(x) = ∂kp
k = 0

De ellas se puede determinar que el número de grados de libertad de la teorı́a de Podolsky es 10.

Estas relaciones permiten establecer que A0 = Ā0 = π0 = 0. De igual manera, la relación p0 − ∂kπ
k = 0, indica

que el campo p0 es una variable dependiente de los momentos πk. Sin embargo, las otras relaciones no permiten
establecer expresiones lineales entre las coordenadas. Debido a esto, se escoge como coordenadas para describir el
problema a los siguientes campos:

(Ai, Āi, p
i, πi) (95)
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Ahora, se procederá a calcular los paréntesis de Dirac entre estas variables. Los paréntesis no nulos entre las
coordenadas de la teorı́a electromagnética de Podolsky, bajo la condición generalizada del gauge de radiación, son [3]:

{Āi(x), π
j(y)}D = δji δ

3(x − y) (96)

{πj(x), Āi(y), }D = −δji δ
3(x − y)

{Ai(x), p
j(y)}D = δji δ

3(x − y)− (1− 2a2∇2
x)∂

x
i ∂

x
jG(x, y)

{pj(x), Ai(y)}D = −δji δ
3(x − y) + (1− 2a2∇2

x)∂
x
i ∂

x
jG(x, y)

los paréntesis de Dirac también dependeran de la elección de las condiciones de gauge, al igual que ocurre con los
multiplicadores de Lagrange asociados a los vı́nculos de primera clase.

En teorı́a clásica de campos, una observable O, es invariante ante transformaciones gauge locales, de manera que
su paréntesis de Dirac es débilmente cero con el conjunto de vı́nculos de primera clase [16]:

{O,Φi}D ≈ 0 (97)

bajo esta definición, las cargas conservadas en la electrodinámica de Podolsky, son observables.

5.7. Estructura canónica de la teorı́a de Podolsky bajo la condición generalizada del gauge de radiación

Eliminado el conjunto total de vı́nculos de la teorı́a, la evolución temporal de una variable dinámica F (x), en el
espacio de fase completo, se determina de manera única bajo la condición de gauge elegida. La evolución temporal
de F (x), en función de la definición de paréntesis de Dirac, es [12,16,17]:

Ḟ (x) = {F (x), Hc}D (98)

La estructura canónica de la teorı́a electromagnética de Podolsky bajo la condición generalizada del gauge de
radiación, la cual garantiza una ecuación de onda generalizada de tipo transversal, tiene la siguiente forma:

Ȧi(x) = Āi − (1− 2a2∇2
x)

∫
Ω

dy3Āj(y)∂
x
i ∂

x
jG(x, y) (99)

˙̄Ai(x) =
1

2a2
πi + ∂kFik

ṗi(x) = −∂i∂jπj + ∂j∂jπ
i + ∂jF

ji

π̇i(x) = −pi − Āi − 2a2∂i∂kĀk

ṗ0(x) = −∂iĀi − 2a2∂i∂
i∂kĀk

Ā0 = 0

A0 = 0

π0 = 0

De esta manera se obtiene una evolución temporal única para la teorı́a de Podolsky bajo la condición generalizada
del gauge de radiación.

6. Remarks and conclusions

Se estudı́o la teorı́a electromagnética de Podolsky, la teorı́a de Podolsky es una generalización de la teorı́a de
Maxwell, que considera términos de segundo orden en las derivadas en el campo electromagnético Aµ, y es descrita
por el Lagrangiano (1). Se obtuvo las ecuaciones de campo (7) para la teorı́a electromagnética de Podolsky, estas
ecuaciones de campo expresadas en términos del cuadrivector potencial, permiten exigir el cumplimiento de la
ecuación de onda generalizada (9) por parte de Aµ, al fijar la condición generalizada del gauge de Lorenz (10)
[3]. Utilizando las ecuaciones de campo y las identidades de Bianchi (5), se dedujo las ecuaciones generalizadas
de Maxwell (4,11), (4,12), (4,13), (4,14). Al hacer un análisis electrostático de estas ecuaciones, se encontró un
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potencial eléctrico tipo Yukawa (19) para una carga eléctrica puntual, este potencial tiene un valor finito en el origen,
converge al potencial de Coulomb, y es de tipo asintótico; como consecuencia de este potencial, se demostró que el
campo electrostático (21) es central y conservativo, lo que permite calcular el flujo eléctrico (22) [5].

La teorı́a electromagnética de Podolsky es invariante ante el grupo global de Poincaré, como consecuencia del
primer teorema de Noether, se obtuvo las cargas conservadas asociadas a la teorı́a de Podolsky: la energı́a (24), el
momentum lineal (27), el momentum angular orbital (31), y el spin (34). El momentum lineal permite una generali-
zación del vector de Poynting (28); y se debe tener en cuenta que el spin no tiene interpretación clásica. Además,
se probó que la energı́a electrostática (26) de una carga eléctrica puntual en la teorı́a electromagnética de Podolsky
es positiva y finita [3,5].

Se demostró que la teorı́a de Podolsky es una teorı́a gauge U(1), como consecuencia, el cuadrivector potencial
no se determina de manera única. A partir del segundo teorema de Nother, se obtuvo las identidades de Bianchi (5),
se dedujo la ecuación de continuidad (6), y se probó que Lagrangiano de la teorı́a de Podolsky es singular (4). De
manera que existe un vı́nculo a nivel Lagrangiano, y dos vı́nculos primarios a nivel Hamiltoniano; lo que implica
que las variables dinámicas de la teorı́a de Podolsky no son independientes, por lo tanto, el estudio de la estructura
canónica se debe desarrollar por el algoritmo de Dirac-Bergmann [3].

En el análisis de la estructura canónica vı́a algoritmo Dirac-Bergmann de la teorı́a electromagnética de Podolsky,
se obtuvo dos vı́nculos primarios (43) que surgen de la definición de momentos canónicos, estos vı́nculos primarios
reducen el espacio de fase completo Γ a un espacio de fase reducido Γc, de manera que el Hamiltoniano canónico
(47) esta definido en Γc [3]. El Hamiltoniano primario (48) combinación lineal del Hamiltoniano canónico y los
vı́nculos primarios, define la dinámica en el espacio de fase completo y permite el estudio de consistencia de vı́ncu-
los. Al estudiar la consistencia de los vı́nculos primarios se encontró un vı́nculo secundario, de manera que en la
teorı́a de Podolsky existe un conjunto de tres vı́nculos de primera clase (61) [3].

Se estudı́o la conjetura de Dirac, esta conjetura establece que los vı́nculos de primera clase son generadores
de transformaciones gauge locales (70), las transformaciones gauge conectan los estados finales equivalentes co-
rrespondientes a la elección arbitraria de los multiplicadores de Lagrange asociados a estos vı́nculos de primera
clase y dejan invariante el sistema fı́sico. Como consecuencia, la dinámica en el espacio de fase completo para la
teorı́a electromagnética de Podolsky esta determinada por el Hamiltoniano extendido (63), HE permitió deducir la
evolución temporal de los campos: (Aµ, Āµ, p

µ, πµ); a partir de las ecuaciones de Hamilton (64). Sin embargo este
conjunto de 16 ecuaciones diferenciales de primer orden en las derivadas no determinan una evolución temporal
única debido a la arbitrariedad en los multiplicadores de Lagrange asociados a los vı́nculos de primera clase. Se
demostró que las ecuaciones de Hamilton son débilmente equivalentes a las ecuaciones de campo [3].

El conjunto de tres vı́nculos de primera clase en la teorı́a electromagnética de Podolsky, se eliminaron al introducir
la condición generalizada del gauge de radiación (86), estas condiciones de gauge fueron deducidas de las ecuaciones
de campo (7). La condición generalizada del gauge de radiación y los tres vı́nculos de primera clase forman un
conjunto de seis vı́nculos de segunda clase (87), los cuales se eliminaron por definición de paréntesis de Dirac (93),
los paréntesis de Dirac permitieron escoger como coordenadas del problema a los campos: (Ai, Āi, p

i, πi) [3]. La
definición de paréntesis de Dirac fijan de manera única los multiplicadores de Lagrange asociados a vı́nculos de
primera clase bajo la condición de gauge escogida. Se cálculo los paréntesis de Dirac fundamentales (96), bajo
la condición generalizada del gauge de radiación entre los campos: (Ai, Āi, p

i, πi). A partir de estos paréntesis
fundamentales de Dirac se obtuvo una estructura canónica que garantiza una ecuación de onda generalizada tipo
transversal (99) en la teorı́a electromagnética de Podolsky [3].
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Teórica Universidade Estadual Paulista, Sao Paulo, 1996.
[12] P.A.M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics, Yeshiva University, New York, 1964.
[13] R. Aldrovandi and J. G. Pereira, Notes for a Course on CLASSICAL FIELDS, Instituto de Fı́sica Teórica, Sao Paulo, 2008.
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