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Resumen

En el presente trabajo se estudiard la formulacién de Hamilton-Jacobi mediante el método de Lagrangianos
equivalentes de Carathéodory aplicado a teoria de campos. Se analizard por medio de este formalismo
la estructura clasica de la electrodinamica cudntica (QED,). Se deduciran las ecuaciones de movimiento
como ecuaciones diferenciales totales y se analizara las condiciones de integrabilidad para estas.
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Abstract

In the present work will study the Hamilton-Jacobi formulation using the Carathéodory’s Lagrangian
equivalents method applied to field’s theory. I will use this formalism to the classical structure of quantum
electrodynamics (QED). The equations of motion as total differential equations will be deducted and will
analyzed the integrability conditions.
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1. Introduction

La mecdnica cldsica posee diferentes formulaciones para describir sistemas fisicos, como: las leyes de Newton, la
formulacién Lagrangiana, la formulacién Hamiltoniana, la formulacién de Hamilton Jacobi, entre otras. Todas estas
formulaciones son equivalentes entre si [1]. Las dos tdltimas formulaciones son las mas empleadas en el estudio de
la mecénica cudntica y la teoria de campos.

La formulacién de Hamilton-Jacobi surge del formalismo de Hamilton cuando nos interesamos por una trasfor-
macién candnica que nos lleve ain nuevo sistema de coordenadas en el espacio de fase, en donde la nueva funcién
hamiltoniana se anule y por lo tanto la integrabilidad de las ecuaciones de Hamilton para las nuevas variables sean
elementales [1,2].

Existe un método alternativo para deducir la ecuacion de Hamilton-Jacobi en el cual no es necesario tener en
cuenta la formulacién de Hamilton y las transformaciones canénicas de Jacobi [3], este método relaciona el calculo
variacional con las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales mediante un andlisis geométrico estudiado por
Carathéodory al que él llama “Cuadro completo” [4].
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Carathéodory muestra como la ecuacién de Hamilton-Jacobi se deriva del principio de Hamilton empleando el
concepto de Lagrangianos equivalentes y utiliza el método de las caracteristicas o método de Cauchy para resolver
esta ecuacion [5], se ha mostrado en diferentes trabajos [4,6,7], como este método puede extenderse a sistemas que
son descritos por Lagrangianos singulares, en este caso la formulacién de Hamilton-Jacobi agrega a los vinculos como
ecuaciones diferenciales parciales y junto con la ecuacién de Hamilton-Jacobi forman un conjunto de ecuaciones
al cual se le denomina Ecuaciones Diferenciales Parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ), se calculan las ecuaciones
caracteristicas asociadas a este conjunto y finalmente se analiza sus condiciones de integrabilidad.

Existen sistemas fisicos en mecénica cldsica y en teoria de campos que son descritos por Lagrangianos singulares
[8,9], en los que es necesario introducir un nuevo tipo de variables para describirlos cldsicamente, estas variables son
conocidas como variables de Grassmann [10,8]; un ejemplo de estos sistemas es la descripcion clasica de particulas
fermidnicas. Estas nuevas variables tienen la propiedad de ser anticonmutativas lo cual genera modificaciones en el
célculo diferencial e integral y por lo tanto modifica la estructura de la mecédnica. Se adaptard el planteamiento hecho
por por Carathéodory para estudiar este tipo de sistemas, calculando las ecuaciones caracteristicas del conjunto de
EDPHJ y analizar las condiciones de integrabilidad permitiendo la obtencién de las ecuaciones de movimiento.

En este trabajo se aplicard el formalismo de Hamilton-Jacobi al estudio de la estructura clasica de la electrodindmica
cuantica (QEDy).

2. Formalismo Lagrangiano

En teoria de campos, una manera de describir el acoplamiento entre campos es construir un Lagrangiano que
describa la teorfa, como la suma de las densidades Lagrangianas de los campos libres (.#'**"¢) mas un término de
describe la interaccién ((£*™) y que dependerd de los campos presentes en el problema [11].

@ :glibre +$znt (1)

El término de interaccidon no es del todo arbitrario, ya que ademds de depender de restricciones impuestas por las
simetrias internas y del espacio tiempo [12], existen restricciones debido a la presencia de vinculos en la teorfa libre
[8].

La electrodindmica cuantica (QED) estudia la interaccién de un campo fermidnico y el campo electromagnético
[13], esta teoria es descrita por la siguiente densidad Lagrangiana:

L =LEM  gOF 4 gint )
Siendo: L
LEM = =5 Fw ", 3)
la densidad Lagrangiana del campo electromagnético libre,
LT = 2[99, = D,by"] — miby, *
la densidad Lagrangiana que describe el campo fermidnico y
LM = —g Ay, ®)

el término de interaccién, donde g se conoce como la constante de acoplamiento [13].
Para realizar un estudio cldsico de la teoria, se parte de la siguete accidén [8]:

1 | — L - —
o = [ (—4FMVFW + 50O — 0, — i) — gAmw) ©

Se puede observar entonces, que la accién es una funcional de los campos (A, 1, 1). Las variables ,7) son
generadores del dlgebra de Grassmann con niimero de paridad n,, = 1y la variable bosénica A,, puede ser considerar
como un elemento del dlgebra de Grassmann con nimero de paridad par, n4 = 0 [10,8,14]. Las ecuaciones de campo
asociadas a las variables A,,, ¥, y ﬁa son deducidas de la accién (6) calculando las siguientes derivadas funcionales:

0 0% 0.7
54, ~ o4, (a <auAu>) =0 @
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5 0L 0L
= 0|57~ )=0 8
7. = 50~ (5050001 ()
5 0L 0L
— = — — 8 —_— = 0 9
0ha Oy " <a (8H1/1a)> ©

Donde derivadas funcionales izquierdas respecto a las variables fermiénicos serdn consideradas de ahora en adelante.
Para calcular estas ecuaciones de campo es necesario poner de manifiesto los indices matriciales en el Lagrangiano
de la siguiente manera:

1 L io— _ _
7 = _EFMVFH + 5%755%% - 5(%%’7“11)% - mwawa - gAu’(/}a')/gbwb (10)

Con a,b = 1,2, 3, 4. Utilizando (10) es posible determinas que las ecuacion de campo correspondiente a a la variable
bosodnica tiene la siguiente forma:
QP = J, (1)

donde se ha definido la siguiente corriente fermidnica: J" = gq/_)a'ygbz/)b [13]. De igual manera, las ecuaciones
relacionadas a los campos (1, ) son:

0y + Miba = —g AP, (12)
iy Outhy — mtba = gAY (13)

En limite de la constante de acoplamiento g — 0, las ecuaciones de campo (11), (12) y (13) se reducen a las
ecuaciones de campo electromagnético y fermidnico libres.

3. Formalismo Canénico

Para realizar un estudio candnico de la QED, se debera definir en primer lugar los momentos candénicos asociados
a las variables de campo A,,, ¥ y 1, de la siguiente manera [8]:

0L 0¥
V= — = 14
T =04, " 9(0A) (o
0L 0L
Mg = —= = 77—~ (15)
81]/}(1 0 (ana)
0L 0L
Tg= —— = ———— 16
" 9, 0(000a) (1o
Utilizando (10) en (14), es posible determinar que:
' =—F" =F" (17)

Si se considera el caso particular en el que v = 0, se concluye que:
' =F% =90

Esta relacién corresponde a un vinculo primario [8,9], que pertenece al dlgebra de Grassmann y tendran asociado
un nimero de paridad par ng = 0, ya que surge del momento candénico conjugado a la variable bosénica A,,, este
vinculo primario se definird asi:

pt=n"=0 (18)

Ahora si se escoge v = k, se determina que:
Ay = 7"+ 0 Ao (19)

Esta expresion expresa las velocidades Ay en funcién de sus momentos candnicos conjugados, por esta razon se la
entiende como una relacién dindmica en el espacio de fase.
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Ahora, de las relaciones (15) y (16) se logra:

{ _ -
Ta= =MW 5 T =5V (20)

Esta expresién conecta los momentos candnicos, (7, 7,), con los campos (1), 1), por tanto, también son vinculos
primarios, los cuales serdn definidos de la siguiente manera:

1 . B i-
¢a =7, + 5’721;% 5 ¢a =7e + ii/lc’Yga =0. (2])

Los vinculos (21) pertenecen al dlgebra de Grassmann con paridad impar n,, = n,; = 1 debido a que surgen de
la definicién de momentos canénicos conjugados a las variables fermiénicas 1) y v respectivamente. En total, el
problema cuenta con 9 vinculos primarios.

Se procede ahora a definir el Hamiltoniano canénico de la teoria de la siguiente manera [8] :

He = /d‘%%ﬂc = /d3x (AMTF# + PaTa + 1Za7ra — .i”) . 22)

Abhora, utilizando las ecuaciones (18), (19) y (20) la densidad Hamiltoniana candnica (¢ ), se re escribe en la forma:
1, . X 1 . i _ _

He = 5 (7) + 7 Ao + L FuF™ + S0y ) — 507 O + miy + gA, By (23)

La QED esta definida en el espacio de fase compuesto por variables bosonicas y fermiénicas: (A,,, ¥q, g, ™ Ta, Ta)s
debido a esto, es necesario utilizar los paréntesis de Bose-Fermi en los célculos que prosiguen; si B define una
variable bosénica y F' una fermidnica, los paréntesis de Bose-Fermi serdn definidos como [8,10]:

_ 3 0B, 0B85 _ 0By 60B; (iBl 0B, _ (iBg 0B, )}
{Bl’BQ}‘/ dz{(éwz)aﬁc(z) 50e(2) 57e(2) T 50.(2) Smelz) | 30u(z) Omal2) 24

of#|(Ghgaet - s

(g [ (0F B B OF  OF B GB 4F
{F’B}_/ ! [ (6¢c(z)57rc(z)+6wc(z)67rc(z)+5¢c(z)5wc(z)+5¢c(z)5wc(z)>} 25)

v [ Kaﬂ) 655@ - 5jﬁz> 5:&1)”

. 3 0Fy 0, 0Fy 0Fy 0F, 0Fy 0Fy 0Fy
. o} = / i [‘ (wc(z) 570(2) T 30u(2) 07u(2) | 0u(2) 0me2) T 50u(2) wz))] (20

. 5F1 5F2 (sFQ 5F1
dd
* / : KMQ(Z) 57o(2) | 0 (2) w@ﬂ
De (24), (25) y (26) es posible deducir que los paréntesis fundamentales no nulos de Bose-Fermi para la QED son:

{Au(@), 7" (y)} = 6;,8° (@ — y),
{Ya(@), m(y)} = —0u6°(z — ), 27)
{Qza(x)’ﬂ-b(gﬂ} = _6ab53(x - y)

4. Formulacion de Hamilton Jacobi

La ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) asociada a la densidad Hamiltoniana (23) es:

Pr=p'+# =0 (28)



L. B. Huertas.: Formulacion de Hamilton-Jacobi de la QED4

Donde p' se ha definido como la densidad de momento asociado a ¢, los vinculos primarios (18) y (21) son ecuaciones
diferenciales parciales en el formalismo de HJ, y junto con (28) forman el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales denominado EDPHIJ:

ot=p'+H =0, (29)
ot =n"=0, (30)
b0 =0 + 900 =0, (D)
_ i -

$a = Ta+ 5¥eVoq = 0. (32)

Siguiendo la sistemdtica del Método de Hamilton-Jacobi a la Carathéodory [4,14,6], debemos asociar a cada una
de estas EDPHJ una seria de variables independientes, de esta manera a la ecuacién (29) se le deberd asociar la
variable independiente z° = ¢, debido a que p’ se ha definido como la densidad de momento asociado a esta
coordenada, ademés, ¢! contiene la densidad Hamiltoniana que esta directamente relacionada con la dindmica del
sistema. A la ecuacién (30) se le puede asociar en principio un parametro arbitrario que sea funcién del espacio-
tiempo, pero debido a que ¢! nace de la definicién de momento canénico conjugado al campo Ag(x), se definird a
este campo como el pardmetro asociado a esta EDPHIJ, es decir que A( también es un pardmetro que describe la
evolucion del sistema fisico en las mismas condiciones que ¢. Las EDPHJ (31) y (32) surgen de la definicién de los
momentos (74, T,) conjugados a las variables (¢, 1, ) respectivamente, por lo tanto, se relacionaré a (v, 1)) como
los parametros independientes a las EDPHJ (31) y (32) respectivamente. De esta manera, la evolucidon dindmica de
una variable definida en el espacio de fase (A, 1, o, T, T, 7) para una variable dindmica F'(A,, 1, o, T, T, )
estd definido por el diferencial:

aP(z) = [ &y [{F@),¢' W)t + (Fo).6')}dAa+ (DO b F@.6uw)] 63

+/d3y {F(2), $a(y)}dtba(y)]

Con el fin de garantizar que el conjunto de EDPHJ es linealmente independiente [4,14,6], se procedera a analizar
las condiciones de integrabilidad de las relaciones (29), (30), (31) y (32). Primero, se analizara la integrabilidad de
las ecuaciones fermidnicas los cuales deberdn satisfacer las siguientes condiciones:

dpa(r) =0 , dpa(z) = 0. (34)

Utilizando las relaciones (27) y después de un laborioso calculo, es posible determinar las siguientes expresiones:
dga(x) = (75q0% a(x) — miba(x) — gAL(@)Vhgtba(2)) dt — ingydipy(z) = 0,

da () = (105 Pe(2) 1 + Ma(7) + g A (@)Pe(2)0L,) dt — idiPy(2)7p, = 0, (35)
de las cuales se puede deducir que
dipe(x) = (VeaVaaOkVa(®) + im1a(@) + igAu(@)12 Voaba(@)) dt (36)

dpa(x) = (05 ()75 — imipa(2)70g — g A (@) (x)7E 70y dt.
Asi, las condiciones de integrabilidad de las EDPHJ fermiénicas determinan relaciones entre los diferenciales dw,di
y dt, tal como lo muestran la relacién (36), indicando, que las EDPHJ (31) y (32) no son linealmente independientes

[6].

De igual manera, se analizard la integrabilidad de la EDPHJ bosénica (30), esta condicion exige que se cumpla:

do*(z) = 0. (37)
Utilizando nuevamente los Paréntesis de Bose-Fermi (27), se puede determinar que
do () = (05" (x) — gih(@) (@) dt = 0. (38)

Asi, 1a condicién de integrabilidad de ¢! genera una nueva EDP de caricter bosénico ng> = 0, esta debe ser agregada
al conjunto de EDPHJ y se definird de la siguiente forma:

¢*(x) = 0" (z) — g ()7 9 (x) =0 (39)



REVISTA DE CIENCIAS, Vol. 3, No 1 (2013)

Se procederd a analizar la integrabilidad de esta nueva EDPHJ, exigiendo que se cumpla: d¢?(z) = 0 y utilizando
(33), se puede deducir de la integrabilidad de ¢? la siguiente expresion:

do?* (z) = —go¢ (Ve(@)viba(@)) + g (ddp(2)Vpetie () + Pe(@) 15 dtbs (2))
= —g0% (e()vhba(2)) + 90 (Ye(@)Vitba(x)) = 0.

Asi, la integrabilidad de ¢2 es idénticamente satisfecha, por lo tanto, las EDPHJ de caracter bosdnicas estdn en
involucién con los paréntesis de Bose-Fermi. La nueva EDPJH, ¢2, debe ser agregada al conjunto de EDPHJ ya
existentes, y al igual que este conjunto, serd necesario asociarse un nuevo parametro; este pardmetro deberd ser de
paridad par y serd designado como W (x) y en principio es arbitrario. Considerando el conjunto completo de EDPHJ
(29), (30), (31), (32), (39), y la relacién (36), se puede escribir el diferencial de una variable dindmica F'(z), (33),
en la forma:

dF(z) = / Byl{F(2), 6 ()} + (F(2), 6 (5)}dAo(y) + {F(2), (1)} IV (y) (40)

H(=1) D (e () vE S — imPa(Y)V9a — 194 )P ()VE5a) {F (), da(y)}
H{F(@), da(1)} (Voeveadita(y) + imydbe(y) + igAu(y)yaeviyba(y))]

5. Paréntesis Generalizados

La expresion entre corchetes cuadrados en (40), especifica una forma particular de los paréntesis generalizados
(PG) [6]. Asi, el PG entre dos variables dindmicas F'(x) y G(y) se definen formalmente de la siguiente manera:

(F@). GO = (F@.60) - [ [ o (Fa). s} (Chwn) Ee.0w) @

Donde 7,57 = 1,2, y se ha definido:

Ez = Q_sa =Tq + 7"Eb’)/l())a = Oa

y -1 y
y con (C;Jb(u, v)) siendo la inversa de la matriz C'7 (u, v) cuyos elementos de matriz son construidos a partir de

los paréntesis de Bose-Fermi entre las EDPHJ X/ y Eg.

Y 0
Céjl;(uvv) _ {Qfa(u% op(v)} {(lfa(u)a be(v)} — 0 Vap 53(11, — o). (42)
{ba(u), @o(v)} {@a(w), dp(v)} Yoa 0
La inversa de esta matriz estd dada por [8]:
_ 0
(C’;]l;(u, v)) ' =1 0 Yo 5 (u —v) (43)
’ng 0

La definicién de PG permite reducir el nimero de pardmetros independientes, en este caso 1, y 14; con esto, la
evolucién de una variable dindmica F'(z) depende tnicamente de los pardmetros independientes (t, Ag, W). En
términos de los PG, el diferencial (40) esta dado por la expresion:

dF(z) = /d3y [{F(2), 0" (y)} dt + {F(2), 8" (y)}dAo(y) + {F(x), " (y)}dW (y)] (44)

Ahora, se procederd ahora a analizar nuevamente las condiciones de integrabilidad utilizando el diferencial (44). Se
comenzara con las EDPHJ de cardcter bosénico y se estudiara primero la integrabilidad de ¢! (z):

d¢*(z) = 0. (45)
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De la relaciones (41) y (44) se puede determinar que:
do' (z) = [m" () — ge(@)vegtba(x)] dt = ¢*(z)dt = 0 (46)
Apoyéndose en (44), la integrabilidad de ¢*(x) estd dada por:
16(@) = [ y(0?(@). ')} e

= —g0¢ (Ce()VE0a(y)) + 9¥u (@) 1508 ba(x) + gby () Vs 08 ba () (47)
—0.

Las relaciones (46) y (47) establecen que las EDPHJ (¢! y ¢?) estdn en involucién bajo la definicién (44).
Se analizara a continuacion la integrabilidad de los vinculos fermidnicos. Usando (44), se puede determinar que:

dba(z) = g70, / Bye(y) (& — y)AW (y) = grbe(w)dW (z) = 0

dou(@) = e [ Pyben)d@ ~ AW () = 9 vele)dW (@) = 0. 8)
Como las componentes de los espinores 1/ y 1) son independientes, se determina que:
dW =0 (49)

Debido a las condiciones (49), el diferencial (44), se debe reescribir de la siguiente manera:

dF(z) = /d3y [{F(2),¢' ()} dt + {F(x), 6" (y) }dAo(y)] (50)

Se puede verificar facilmente con el diferencial anterior que el sistema de EDPHJ esta en involucién, y por lo
tanto este y las respectivas ecuaciones caracteristicas son integrables. En principio se asumi6 que los campos
(A, Y, g, ™ Ta, ) eran independientes, pero debido a la presencia de las EDPHJ y de de haber considerado a
(Ao, %, 1)) como los pardmetros independientes asociados a las EDPHJ; se establece que los campos (A, 7%, 74, 74)
son los grados de libertad de la teorfa.

Ahora, se procederd a deducir primero los PG entre los campos independientes del problema, para ello, se iniciara
calculando el PG de A;(x) con cualquier variable dindmica G(y), el cual esta dado por:

(4:@),6))" = {4:(0). 6)} ~ 1y [ 0 {4(0). 6u(0)} {r(0). G} 51)
—i(—1)me DAY, / @0 {B(v), C)} {Ai(z), da(v)}

Del cual se determina que el unico PG de A; diferente de cero con los campos independientes es:

{Ai(w). 7" ()} = 0f0% (@ —y) (52)
De igual manera, el PG de 7% () con alguna variable dindmica G(y), esta dado por:
{m().G)}" = {z*(2),Gy)} - i72b/d3v {7 (@), 6a(v) } {e(v), G()} (53)

(1)t / o {B(), G ()} {7 (), 6a(v)}

del que es posible comprobar que
{m"(@), Ai(y)}" = ~810° (@ — ). (54)
Ahora, se procederd a deducir los PG de los campos fermiénicos. Primero se determina que el PG de 7.(x) con
cualquier variable dindmica, esta definido asi:

(me(@), G} = {mela), Cly)} — in0% / @ {mo(2), Bal0) } {65(0), G()} (55)
_ing, / 0 {Gy(0), G)} {me(z), 6a(v)}
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del cual es posible mostrar que '
_ * ?
{me(@), Ta (W)} = 70a0" (2 = y). (56)

De esta manera se concluye que (54), (56) y (56) son los tnicos PG de la teoria.
6. Ecuaciones Caracteristicas

Se procederd a calcular, mediante el diferencial (50), las ecuaciones caracteristicas asociadas a las sistema de
EDPHIJ, que corresponden a las ecuaciones de movimiento de la teorfa [7]. Empezando con las variables dindmicas
bosénicas A; se establece que:

dAi(x) = / dy [{Ai(w), ¢ (y)}dt + {Ai(x), ¢ (y)}dAo ()] - (57)
Utilizando los siguientes PG de A;(z):

{4i(=).¢'(y)

“ = [r(y) + 0V Ao(y)] 3 (x — ), (58)
"=0 (59)

se puede determinar que:
dA;(x) = /dBy (7 (y) + 0Y Ao (y)] 6% (z — y)dt (60)
= [ﬂ'i(l‘) + aon(x)] dt (61)
Definiendo A; = 9y A;, se obtiene:
Ay = 7' (z) + 9% Ao () (62)

Este resultado concuerda correctamente con la expresion (19) derivada de la definiciéon de momento candnico
conjugado. De igual manera, la evolucién del campo 7% (z), utilizando (50), esta dado por:

dr*(z) = / &y [{x"(x), 6" ()} dt + {7"(2), &' (y) }dAo(y)] . (63)

los PG que aparece en la expresion anterior son dados por:
{r*(2), ' (y)}* = %F”(y) (6707 — 870Y] 6%(x — y) — g )V ¥ (y)s° (x — y), (64)
{7 (@), ¢' ()} = 0. (65)

Substituyendo (64) en (63) se obtiene que
1 . . _
dr* () = | 5 (OFF™ (@) = 07 F* (@) — guw)y*u(x) | de

Cambiando el indice mudo j — ¢ y utilizando la propiedad de antisimetria del tensor de campo electromagnético, la
expresion anterior resulta en:

drt(x) = [0 F™ (z) — g (w)y"(x)) d
Definiendo 7* = 9y7*, y usando 7% = F*0, se concluye que:
0" = gi(x)y* () (66)
Ahora la EDPHIJ (39), se puede reescribir asi:
O F™(x) = gip(a)y ¢ (@) (67)
Sumando un cero particular 0o F%, ala expresion anterior, se obtiene:

0uF" = gip(z)7 (). (68)
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Recordando que J” = gv(x)y”¢(z), las ecuaciones (66) y (68) se escriben en la siguiente forma compacta:

O F* =Jv (69)
La ecuacién (69) describe el campo electromagnético con fuentes, en componentes se escribe como:
V-E=J° (70)
OE
El hecho de que el tensor de campo electromagnético, F'** satisface la identidad de Bianchi:
O F"* + 0, F + 0, F" =0 (72)
se deduce de aqui:
OB
E=—— 73
V x B (73)
V-B=0 74)

Las relaciones (70), (71), (73) y (74) constituye lo que se conoce como las ecuaciones de de campo electromagnético
con fuentes [11].

Ahora, se procede a calcular las ecuaciones de movimiento para las variables fermiénicas. El diferencial de 7, (z),
usando (50), es dado por:

dra () = / dy [{ma (), &' (y)} " dt + {7a(2), & (y)}d Ao (y)] (75)
Después de un laborioso calculo, es posible mostrar que
2dra () = (15 Ofbe(x) — mipa(w) — g A (2)Vetbe ()] dt. (76)
Utilizando la relacién (20) en la expresion anterior se puede escribir en la siguiente forma:
(170 — m) ()], = gAu(2)V5ete (). (a7

Finalmente, se calculara la ecuaciéon de movimiento asociada a ﬁa(az), utilizando nuevamente (50) del cual se
obtiene el siguiente diferencial para esta variable fermionica:

dr(@) = [ &y [(7a(o). 6"} di + (7a(2). 6 ()} dA0()] 8)
Procediendo con célculos similares que conllevaron al resultado (76), es posible mostrar que
2d7ta (x) = (107 o (@) b + miba(x) + g Au(x) o ()7 ]dt; (79)
ahora utilizando la expresion (20), T, = —24y7,, se determina que:
_ R _
0@) (i7"9,+m)| = —gAu@)(@)f, (80)

Las ecuaciones (77) y (80) se conocen como las ecuaciones de Dirac para los campos espinoriales v y 1 respecti-
vamente [7].

7. Remarks and conclusions

En este trabajo se presentd el formalismo de Hamilton Jacobi para sistemas singulares. Mediante problemas
précticos se hizo la generalizacién para sistemas con infinitos grados de libertad y sistemas descritos por medio de
variables de Grassmann. Se mostré que el formalismo de Hamilton Jacobi, permite a través de las condiciones de
integrabilidad obtener nuevos vinculos que surgen de la teoria, de igual manera que las condiciones de consistencia
lo hacen en el formalismo Hamiltoniano de Dirac. En algunos trabajos se ha probado la equivalencia entre las
condiciones de integrabilidad y las condiciones de consistencia [7].

En particular, se mostré que cada vinculo es reconocido como una ecuacién diferencial parcial en el formalismo
de Hamilton Jacobi y a cada uno de estos vinculos se les asigna un parametro independiente. Si todos los vinculos
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primarios y obtenidos por integrabilidad se cierran en un dlgebra de Lie, entonces, se dice que el sistema es involutivo
y las respectivas ecuaciones de movimiento o caracteristicas son integrables. Si todos los vinculos o algunos no
estan en involucidén es debido a que existe una dependencia lineal entre las EDP, esto permitira redefinir la dindmica
en términos de los paréntesis generalizados reduciendo el nimero de pardmetros independientes. Las ecuaciones
de movimiento quedan entonces expresadas en términos de los vinculos que estdn en involucidn con los paréntesis
de Poisson y sus respectivos pardmetros independientes. Se puede observar que vinculos en involucién se refiere
a vinculos de primera clase en el formalismo de Dirac, por lo tanto, la evolucién de un sistema en el formalismo
de Hamilton Jacobi esta dada por el Hamiltoniano y los vinculos de primera clase y sus respectivos parametros
independientes, llegando directamente a la conjetura de Dirac [9].

El formalismo de Hamilton-Jacobi permitié estudiar la estructura clasica de la electrodindmica cudntica (QED),
el problema tiene, inicialmente, una EDPHJ bosénica y ocho EDPHJ asociadas al sector fermidnicos, al analizar la
integrabilidad de las EDPHJ fermidnicos se determiné relaciones entre las variables independientes del sistema. La
integrabilidad de la EDPHJ bosénica genera otra EDPHJ también de caracter bosdnico y la integrabilidad de este es
directamente satisfecha. En este punto, se debe asociar un pardmetro independiente a la nueva EDPHJ bosénica y
junto con las relacion (36) la dindmica estd dada en términos de los paréntesis generalizados y las EDPHJ bosénicas
que estdn en involucién con los paréntesis de Bose-Fermi como lo indica (44). Se mostrdé que con el uso de este
diferencial las EDPHJ cumplen las condiciones de integrabilidad y por lo tanto las ecuaciones de movimiento son
integrables. Finalmente, se calcularon las ecuaciones de Maxwell con fuentes en forma covariante (66) y de igual
manera las ecuaciones (77) y (80) que corresponden a las ecuaciones de Dirac para los campos espinoriales v y 1.
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