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Abstract: In this paper, we present an introduction to Sobolev spaces H*(R), , where s € R, , and
we will analyze some of their fundamental properties. In addition, we will provide a characterization
of the space H*(R), using the Fourier transform.
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Resumen: En este trabajo presentamos una introduccién a los espacios de Sobolev H®(R), con
s € R, y analizaremos algunas de sus propiedades fundamentales. Ademds, proporcionaremos una
caracterizacién del espacio H®(R) mediante la transformada de Fourier.
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1. Introduccion

El estudio realizado por Lebesgue y Borel trajo consigo una clase de espacios de funciones
muy importantes en areas como el andlisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs), llamada espacios de Lebesgue LP. La gran variedad de propiedades de estos espacios
ha permitido a muchos mateméticos idear nuevas estructuras de espacios de funciones ttiles
en el estudio de las EDPs.

Uno de los operadores més importante en el anélisis de Fourier, recibe el nombre de trans-
formacién integral, denominada asi en honor al matematico y fisico francés Joseph Fourier.
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La transformada de Fourier aparece en diversas aplicaciones, como las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y parciales, la probabilidad, mecanica cudntica, procesamiento de senales e
imégenes y teoria de control, por mencionar solo algunas. Esta herramienta no solo es im-
portante en diversas dreas de las matematicas y sus aplicaciones, sino que, al combinar sus
propiedades fundamentales con los espacios LP, se llega a la definicién del espacio de Sébo-
lev H®. Estos espacios fueron introducidos por el matematico ruso Sergéi Lvovich Sébolev
en 1930 y desde entonces han sido objeto de intensa investigacién, ya que con el paso del
tiempo estos espacios han mostrado ser unos de los que retnen las condiciones necesarias
para determinar soluciones de EDPs no lineales.

De esta forma, en este trabajo realizaremos un estudio de la transformada de Fourier y de
algunas de sus propiedades. Seguidamente, usando la transformada de Fourier definiremos
los espacios de Sébolev H*(R), y mostraremos algunas de sus propiedades mds importantes.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma: en la Seccién 2 estudiaremos algunas
propiedades relacionadas con la transformada de Fourier tanto en el espacio L!(R) como en
el espacio L?(R). En la Seccién 3, estudiaremos algunas propiedades relacionadas con los
espacios de Sébolev H*(R).

2. Transformada de Fourier

En esta seccidn estudiaremos algunas propiedades fundamentales de la transformada de
Fourier. Presentaremos la definicién de la transformada de Fourier en el espacio L!(R) y
posteriormente en L?(R). En particular, destacaremos dos resultados muy conocidos en
la literatura como lo es el teorema de Plancherel y la féormula de inversién de Fourier.
Asumiremos conocida la teorfa basica de los espacios LP(R), con 1 < p < 0.

2.1. Transformada de Fourier en L!(R)

Definicién 1. La transformada de Fourier de una funcién f € L*(R), denotada por f, es
la funcion definida por

f(f) = /Rf(x)e_%”f dx, paratodo £ €R.

El siguiente teorema resume algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier en
L'(R).

Teorema 1. Sea f € L'(R). Entonces:
1. La aplicacion f — f define una transformacion lineal de LY(R) en L>®(R) y ademds
[l @) < [f11Lrw)-

2. f es uniformemente continua en R.

3. Sim,f(x) := f(x — h) denota la translacién por h € R, entonces

— o~

(thf)(€) = e 2T F(€), (1.1)
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(27 1)(E) = (- F )(©). (1.2)
4. 8i . f(x) := f(ax) denota una dilatacion para a > 0, entonces
(0a/)(€) = a~ fla™"e).

5. Sea g € LY(R). Entonces si definimos la convolucion de f y g mediante

(f*g)(x) = /R £z — y)a(y)dy,

tenemos que

— o~

(f +9)(&) == f(£)g(&)-

6. Si g € L*(R), entonces

[ F@gte)ds = [ f@at) .

Demostracion. 1. Sean f,g € L*(R) y a, B € R. Probemos que la transformada de Fourier
es una aplicacion lineal. En efecto,

(af 1 By)(€) = / (af + Bg)(x)e 2= dy
N / F(@)e 2 dr 4 / g(2)e 2™ dx = af(€) + BG(6).
R R

Ahora, notemos que

fiol =| [r@e=<ar] < [ 1@l de = 1flle,

luego,

o~

IFOI < Ifllrw), paratodo & €R. (1.3)

Por tanto, obtenemos que
£z ) = esssupeerlf ()] < -

2. Sea € > 0. Como f € L'(R), entonces existe R > 0 tal que

3

2/ |f(z)|dx <
R\(—R,R) 2

Elijamos 7 > 0, de tal manera que

R €
27TR77/ |f(z)]de < <.
T 2

4esssup ¢ denota el supremo esencial de ¢ en E.
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Ahora, sea |h| < n. Entonces para cualquier y € R, se tiene que

~

Fos 1) = Fopl = | [ s@emmmemn 1) aal
< / @)l (27— 1) dr = 2 / ()| sin(rah)| de
R
<2 / @l tm / \f(@)llah] da
R
S +orR dr < e.
< 2+2 n[R|f(x)| T < €

Por tanto f es uniformemente continua en R.

3. Por la definicién de transformada de Fourier y de 75, tenemos,

DO = [mr@e e = [ fla—meican,

Ahora si z = x — h, entonces

/f(l’ - h)6727ria:§ dy — /f(z)ef%riﬁ(erh) dz — 6727ri£hf(£).
R R
Asi hemos demostrado (1.1).

Por otro lado,

~

(R = [ fa)e ot da = [ fla)e D do = (m, )6,
R R

En consecuencia obtenemos (1.2).

4. Notemos que

—

GE /R Flaz)e27i7 gy,

Asi, usando el cambio z = az, con a > 0, tenemos que

—

B =a [ ez = o fla )
R
5. Usando la definicién de transformada de Fourier y de convolucién en L (R) obtenemos:
Fra©) = [ xp@e > dn = [em=( [ 1o = p)gly) dy) de
R R R
= [ [ 1= pgtye2meee e s gy
RJR
— [swe ([ sy e dr) ay
R R
/ gly)e e / f(2)e 274 dz) dy
R R

Rg(y)e_mfyf (&) dy

(©) / o(y)e 2™ dy = F(E)ge).

=)

4
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6. Observemos que

[Fwaway= [t ( [ r@emerar)ay
= [1@) [t dyde = | f@)at) .

]

Observacion 1. La propiedad 1 del teorema anterior garantiza que la definicion de la
transformada de Fourier en L*(R) es correcta.

Observacién 2. Notemos que de las propiedades 1 y 2 del teorema 1 podemos concluir que
la aplicacion f — f es una transformacion lineal continua de L*(R) en L>=(R).

Ejemplo 1. Sea f(x) = X(ap) (%) la funcion caracteristica del intervalo (a,b), definida por

()_ 1, six € (a,b)
X@b) ) =17 0, siz e R\ (a,b).

Calculemos su transformada de Fourier.

~ ) b ) —2mibé _ —2miaf
= *27"“/’fd — 727r7,z§d _ _6 €
f(€) /RX(a,b) (z)e x /a e x Iie
e—(7ria§+7rib£)+(7ria£—ﬂ'ibf) _ e—(7ria§+7rib§)+(ﬂ—ibg_7ria§)
o i€
) wié(a—b) _ ,—mi&(a—b)
— _emi(ath) [e ? }
2mi&
__—milatb)e [M}
€ ’

Observacion 3. Del ejemplo anterior tenemos que f¢ L'(R), puesto que
l/ o—milatb)e [M} ‘ d¢ = l/ sin(m(a — b)§)
™ R g R

d
™ 13 d
y la dltima integral es divergente (ver por ejemplo [3], p. 36).

El siguiente ejemplo sera de gran utilidad para demostrar algunos resultados relacionados
con la transformada de Fourier y en particular, el teorema de la férmula de inversién de
Fourier.

Ejemplo 2. Calculemos la transformada de Fourier para la funcién ¢(x) = e—dn’ta® para
t>0.

Sea p(x) = e—4m’a”

o(8) = /6_4”2’”26_2””5 dr = /6_(2ﬂ—x+%)2€_§ dx.
R R

i§
2

_ LigN2 &2 e 4 .2 e
/e @ro+2) e~ dy = /ezdz: .
R 2r Jr VT

Luego, si sustituimos z = 2mx + se tiene que

oy
N

i
A%
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En consecuencia,

£2
e 1

-3

Observemos que 6 ;p(x) = ¢(x); luego por la propiedad 4 del teorema 1 tenemos:

?(6)

L (VD) e

Adicionalmente, usando un argumento similar al anterior, es posible ver que ¢A> € LY(R).

El corolario del siguiente teorema serd utilizado en la demostracién de la proposicién 1, asi
como en el teorema de Plancherel y en el teorema de la formula de inversion de Fourier, los
cuales son resultados muy conocidos del andlisis matematico (ver [4], Riesz Fischer theorem
y corollary (of the proof), pp. 232, 234 respectivamente). Ademds, para la prueba de la
proposicién 1 usaremos el teorema 3 cuya demostracién puede ser consultada en ([3], theorem
2.1.15).

Teorema 2. (Riesz-Fischer) Para 1 < p < co, LP(R) es un espacio de Banach.

Corolario 1. Si una sucesion fr, — f en LP(R), entonces existe una subsucesion (fn, )ken
tal que:

lim f,, (z) = f(x), para c.t.p x € R.

k—o0

Teorema 3. Sea ¢ € L'(R) con [o(x)de =1y p. = e tp(x/e) parae > 0. Si f € LP(R)
con1<p<oo, o feCyR)’C L>®R), entonces

I|f * 0e = fllr@) — 0, cuando e — 0. (1.5)

Proposicion 1. Sea f € L'(R). Entonces

f(l') _ %f_r}r(l) Re2wim£e—4w2t£2f(£) de,
donde el limite se toma en la norma L'(R).
Ademds, si f es una funcion continua en un punto xo, entonces se cumple la siguiente
igualdad

t—0

o) = iy [ e2misode= 7€ fg) g,
R

Sean f, f € LY(R). Entonces

flx) = -/Re%”gf(f) d¢, enctp x€eR.

—z2 /4t
Demostracion. Sea f € LY(R), y consideremos la funcién ¢y(r) = % para t > 0.

Del ejemplo 2 se tiene que ¢; € L'(R). Ademds, haciendo el cambio de variable u = 2%/%

obtenemos que:

M)

67951’T 1 2
z)dr= | ——dr=— [ e ™ dz=1.
/R(pt( ) /]RQ\/TFt N

5Co(R) es el espacio de todas las funciones continuas definidas en R que se anulan en el infinito, es decir,
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Por lo tanto, usando (1.5), la definicién de convolucién para funciones, la definicién de
translacién de una funcién, la férmula (1.4) del ejemplo 2, la igualdad (1.2) y la propiedad
6 del teorema 1, se sigue que:

M)

_(z—y)” y)

— & ZZT
t—>0 2\/7 ( ) 1}—>0/R 2\/7 hm/TI y
= lim 62””@”2“‘2 (y)f(y)dy = lim /627”43656_47"&E f(f) dg,
t—=0 Jp

t—=0 Jp

fz) =

donde el limite se toma en la norma L!(R).

Ademas si f es una funcién continua en un punto xg, entonces obtenemos que

Zo
4t

_ 1z e _ ¢ omizoé  —Amte? 7
Flan) = by £ o) =iy [ 27 g .
Adicionalmente, si f,fe L'(R), entonces, considerando h;(§) = 62””5_4”2t52f(§) se tiene
que |h(6)] < C|f(€)]. Asi, fR|ht &)|d¢ < CfR|f &) dy < oo. Luego, hi(£) es integrable.

Notemos que hs(§) — 62””65 f (5) cuando t — 0. Entonces, por el corolario 1 del teorema de
Riesz-Fischer, existe una sucesion (¢, )nen, con t,, — 0, cuando n — oo, tal que lim h; () =
n—oo

e2mizg f(f ) en c.t.p & € R. Por tanto, usando el teorema de convergencia dominada obtenemos
que

f(.’ﬂ) — lim /627ri$§747r2tn£2f/\(£) d€: lim eZTrzw{ a3, ¢2 f dg / 27Tza:§f
R

n—oo R’I’L‘)OO

o4
De los resultados anteriores podemos concluir que la funcién
A LYR) — Co(R)
es lineal, uno a uno y acotada; sin embargo no es sobreyectiva (ver por ejemplo [2], pp. 7-8).

2.2. Transformada de Fourier en L?(R)

En esta seccién, nuestro objetivo principal es definir la transformada de Fourier para una
funcién de L?(R). Demostraremos algunos resultados importantes para el desarrollo de este
trabajo.

El proximo teorema nos permite extender la definicion de la transformada de Fourier a una
funcién en L?(R); ademds esta extensién nos garantiza que la transformada de Fourier define
un operador lineal acotado de L*(R) N L?(R) en L?(R). Este teorema es muy importante en
la teoria del andlisis de Fourier y es conocido como teorema de Plancherel.

Teorema 4. (Plancherel) Sea f € L'(R) N L%(R). Entonces f € L*(R) y

1112y = IF1l L2 gy (1.6)
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Demostracion. Sean f € L'(R)N L*(R) y g : R — C definida por g(z) := f(—x), don-
de f denota el conjugado complejo de la funcién f. Puesto que f,g € L?(R) se tiene que
f*g € Co(R)S. Por otro lado, como f,g € L(R), usando la desigualdad de Young para con-
voluciones” tenemos que f*g € L'(R). Asf fxg € L*(R)NCy(R). Ademés por la propiedad
5 del teorema 1,

— ~

(f *9)(&) = [(£)9(5).
Luego,

Fxg=1f1?>>0, donde g = (f). (1.7)

Ahora, haciendo h = f % g, tenemos que:

(k) = 1(0)| = | [ 100 = v)ato) dy - / F(~)a(y) dy

< [15:=) = FDllatw)| dy
<fk=y) = F(=ll 2 wllgll 2@ — 0, k= 0.
Asi, h es una funcién continua en el punto cero.

Puesto que h € L*(R) y es continua en el punto cero, usando la proposicién 1, obtenemos:

, _4p2¢£27
h(0) = lim K AT (€) de.

Notemos que si hacemos g;(§) = 674ﬂ2t£2ﬁ(§), entonces g¢(§) — E(f) cuando ¢t — 0. Por

tanto de (1.7) se cumple que h > 0. Ademds, segin el corolario ??, existe una sucesién

(tn)nen, con t, — 0 tal que lim g (&) = h(§) en c.t.p £ € R. Adicionalmente, se tiene que
n—oo

g, (&) = 6*4”%"52%({) > 0. Asi, usando el lema de Fatou®,

h = [ limin fminf [ e~47 "} = .
Ji€rde= [tmint 0, (€)de < timin [ h(E) dg = h(0)

n—oo

Luego h € L'(R). Ahora probemos que Hﬂ|L2(R) = || fll2(r)- En efecto, como h,h € L'(R)
usando la proposicién 1 tenemos que

171220 = /R (F = 9)(€) de = /R B(€) de = h(0) = f + g(0)

- / F(2)g(0 — ) d = / F@)F (@) do = |12,

6Si f € LP(R), gELP(R)conf—i- d =1,1< p < oco. Entonces f x g € Cp(R).
"Sean f € LP(R), 1 < p < oo, ngLl(R) Entonces, f * g € LP(R) con

Lf = glle@ < IfllLe@)llgllor -

8Sea (fn)nen una sucesién de funciones en L que satisfacen:
(a) Para todo n, fn(z) > 0enctpzcR.
(b) sup,, [fn(z)dz < co.
Si f(x) = lin;inf fn(z) < 400, en c.t.p z € R. Entonces f € L'(R) y
n oo

/f(m) dr < lilrgioréf /fn(:p) dx
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A continuacién veremos que es posible definir la transformada de Fourier para una funcién
f € L?(R). En efecto, puesto que

L'(R)N L*(R) c L*(R), (1.8)

y LY(R) N L3(R) es denso en L?(R) (recordemos que C§°(R) es denso en L%(R), ver [4], p.
245), entonces existe una sucesién (f,)neny C LY(R) N L3 (R) tal que f,, — f en L*(R). Por

lo tanto (f,)nen es de Cauchy en L?(R). Luego (fn)nen C L?(R) es también de Cauchy ya
que si m,n — oo,

||fn meL2(]R - an fm||L2(R) - ||fn fm||L2(]R) — 0.

Teniendo en cuenta en la tltima igualdad el teorema de Plancherel. Ahora como L?(R) es
completo, la sucesion (f,,)nen tiene limite en L?(R) y lo denominaremos la transformada de
Fourier de f. Esto es,

-~

f:= lim f,, en L*(R).
n—oo

Observacion 4. Se puede ver que la definicion de j?no depende de la eleccion de la sucesion
(fn)pen- En efecto, supongamos que existe otra sucesion (gn),, oy que converge a f en L*(R).
Entonces usando (1.6) tenemos que:

an gn||L2(R) - an gnHL2(]R) - an gnHLz(]R)
- ”fn - f+ f _gnHLZ(]R)
< |fn = fllzz®) + lgn — fllL2@ — 0, n— oo.

Por tanto,
lim g, = hm fn f, en L*(R).

n—00

Antes de estudiar el teorema de la férmula de inversién de Fourier, presentaremos un resul-
tado auxiliar cuya demostracién puede ser consultada en ([4], pp. 310-311).
Teorema 5. (Teorema de sumabilidad en Ll(R)) Supongamos que existe una funcion

¢ € LY (R) que es continua y acotada, tal que $p(0) =1y = LY(R). Supongamos ademds que
f € LY(R). Entonces, cuando a — 0 el siguiente limite existe en el sentido de la convergencia
en L*(R):

f(z) = lim /f €)e?™ @ p(—af) d€, para todo x € R. (1.9)

a—0

Observacion 5. Podemos notar que la funcion ¢ del teorema anterior existe, para ello basta
considerarla como en el ejemplo 2.

Observacién 6. Notemos que de las propiedades 3, 4 y 6 del teorema 1, y de la definicion
de convolucion se puede deducir:

/ &) p(—ag) de = / G
R R

_ /R F@)@)alz — ) dy = f (D)),

donde (a)a(y) = aila(%). Por tanto, el limite (1.9) se puede reescribir de la siguiente
manera

lim f % (¢)a(x) = f(x), para todo x € R.

a—0
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El siguiente teorema garantiza la existencia de una férmula de inversién para la transformada
de Fourier en L%(R).

Teorema 6. (Férmula de inversién de Fourier) Sea f € L*(R). Entonces

f(x) = /R Fle)exmint e,

Demostracion. Sean z € R, t > 0 y consideremos ¢;(y) = e~4ty’ Por la propiedad 6 del
teorema 1.1, la igualdad (1.2), y usando la férmula (1.4) para f € L'(R) N L?(R) se tiene
que:

Fly)e2miy? ] _ 627riﬁ2ty2 _ TzAt
/Rf(y) o (y) dy /Rf(y) T gy / F () (m0) () dy

1 (y—2)2 1 22
= e” 1 dy= e 1 % f(z).
o= | y= e ()

Ahora, por el ejemplo 2 y usando la observacion 6 del teorema de sumabilidad 5 se tiene

2

lim /}R Fy)e2™ =g, (y) dy = lim T ok f(2) = f(2).

1
t—0 t—0 2./71-,*,6

Dado que el limite anterior converge a f(z) en el sentido de la convergencia en L!(R), por el
2

. . . ; 1 A _
corolario ??, existe una sucesién (t,)nen, con t, — 0 tal que lim, AT Tk flz) =
f(z) en c.t.p z € R, asf

f(z) = /RJ?(y)emyz dy.

Si f € L?(R) entonces definimos la transformada inversa de Fourier por
fo)i= [ f@m<de, aer
R

Observacién 7. Notemos que si f,g € L*(R) entonces teniendo en cuenta el teorema
anterior tenemos que:

Fale) = [ rgtae o = [ e [ G ay) ds

- /R /R f@)e 2™ G(y)e*™ ™ da dy = /R g(y)< /R F(z)e2mn(E=y) dx) dy

~

- /R F(& = y)aty) dy = T 3(6).

Una propiedad importante de la transformada de Fourier es su relacion con la diferenciacion.
Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 7. Sea 2" f(x) € L*(R) para cualquier n € Ny. Entonces

f,. A erryam
g (O = (2m)" @ f (@) ().

10
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Demostracion. Procedamos por induccién. Aplicando el teorema de convergencia dominada
podemos diferenciar bajo el signo de la integral. Asi, se tiene que

d-]? o d —2miT o . —2mix
d—g(f) = d—f(/]Rf(:c)e 2 £d:z:) = 7271'1/Rxf(z)e 2T . (1.10)
Supongamos que para n = k — 1, se cumple que
T
W(S) = (=2mi)" (2P 1 f(2))(§). (1.11)
Ahora usando (1.11),
dkf d rd=1f g d [
e © = g g1 (©)] = (2m)* " g [ )

Luego de (1.10) tenemos que
d'f ——

e (©) = (22m)" @R @) ©)-

En consecuencia por el principio de induccién matematica,

d'f A" (o e
g (©) = (2m)" @ f @) (©):

o

Para la demostracién del teorema de la transformada de Fourier de la derivada, haremos
uso del siguiente resultado, cuya demostracién puede ser consultada en ([1] pp. 94-95).

Teorema 8. Sean (fn)nen una sucesion en LP(R) y f € LP(R), con 1 < p < oo, tal que
[fo = fllo@) — 0. Entonces, existe una subsucesion (fn,)ren y una funcion h € LP(R)
tales que:

1. fo,(x) = f(z) en c.t.p x € R.

2. | fn. ()] < h(z) para todo k €N, en c.t.p x € R.

Teorema 9. (Transformada de Fourier de la derivada) Sea f € L*(R). Entonces

~

F(€) = (2mig)" f(8), con n € No®.
Demostracion. Sea f € C§°(R)!°. Entonces usando integracién por partes tenemos

F™© = / F (@)e M dar = 2mig / FOD (@)e i do = 2mig f (€.
R R
Por induccién es posible obtener

F(€) = @2mie)" F(€).

Ahora, teniendo en cuenta (1.8) y puesto que C§°(R) es denso en L?(R), entonces existe una
sucesion (fm)men € C§°(R) tal que

9No = NU {0}.
10Cs°(R) es el espacio de las funciones en C°°(R) con soporte compacto en R.

11



Transformada de Fourier y espacios de Sobolev H*(R),

fo = fo P9 = f™ en L2(R), m — oc.
Ademas por el teorema de Plancherel tenemos que
]?m — f/‘\, f,(,?) — ]?(") en L%*(R), m — cc.

Sea g(f) definida por

-~

g(f) = (2mig)" f(£).
Demostremos que f(”) = ¢g(f). En efecto,

1™ = gDl < IF™ = gl + 9(m) = 9Pl (112)

Pero como f:@(g) = (2mi€)" fn (&) = g(fm), entonces
17" = g(Fmdllz2 @y = 177 = £ 2@ = 1F™ = £l p2@) = 0, m — oo
De otro lado, puesto que f,, — f en L2(R),
@1 = IFOP, 19(fm)©F = [9(NE)]* enctp E R, m — oc.
Ademés,

Ng(fallz2@y = 1F5 2@y = 1 £ 2@y = 1F ™ lz2@y,  m — oo

Entonces, por el teorema 8 existe una subsucesién (que denotaremos de la misma forma) y
una funcién h(z) € L?(R) tal que

|9(fm) ()] < h(E).
Por lo tanto, usando el teorema de la convergencia dominada,

g(fm) — g(f)||L2(]R) — 0, m — oo.

De donde, usando (1.12),
17 — 9(Hllrz®) = 0.

Ast FW(€) = (2mi&)"F(€), en c.t.p £ € R. of

3. Espacios de Sébolev H*(R)

En esta seccién realizaremos un breve estudio de los espacios de Sébolev H*(R), con
s € R. Estos espacios constituyen una herramienta fundamental en el estudio de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales.

Definicién 2. Sea s € R. Definimos el espacio de Sébolev de orden s, denotado por H*(R),
como

H(R) == {f € L*(R) : (1 +[¢[)*/2 J(&) € L*(R)},

con la norma definida por

£ 1152 == 1Al L2y, donde A F(€) = (1 + €% F(§),

12
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Vemos que H*(R) es un espacio vectorial. Notemos que H*(R) C L?(R), para s € R. Ademés,
la funcién nula f(z) = 0 pertenece a H®, asi H® # (). Adicionalmente, para A € R y para
todo f,g € H*(R) tenemos que:

IAf s @) = 1AM 2@y = [AIAfllL2@®) = A e ®)-

Por otro lado, por la desigualdad de Minkowsky!! se tiene que:
— 1/
I+ gl = ( [+ 1Py IGFFa)@)? )
N N 1/2
= ([a+iepyifie +a©P i)
2\s/2 Fy 2\8/25( ¢ |2 1/2
= ([1a-+1eR) R0 + (0 + Py a6 P de)

s 1/2 G 1/2
<( / L+ g2 IF @R de) "+ ( / (1+€P)* () )
= 1 fllaz=e) + gl ar-coy
Asi,
1f+ gl < Il + lgll=r)

Por lo tanto, H® es un espacio vectorial.

Observacién 8. En algunas ocasiones escribiremos ||-|| g ) para denotar la norma ||-||s 2
definida anteriormente.

Observacién 9. Es posible ver que |- g=(r) es una norma, es decir para todo f,g € H*(R)
y para cualquier A € R se cumplen las siguientes condiciones:

L[ fllms®) = 0.

2. Si||fllgsm) =0, entonces f = 0.

SN =y = M1 = ) -

4 I+ 9llme @ < fllae@ + l9lla: @

Ahora veamos un ejemplo de una funcién que pertenece al espacio de Sébolev H®.

Ejemplo 3. Sea f(x) = x(—1,1)(%), determinemos para qué valores de s la funcion f €
H*(R). Del ejemplo 1 tenemos que

= _ sin(27§)
fle) = =

Ahora,

sin 27T£ ‘ de

2, —/<1+|§|2>S|f<5>\2d5= %/<1+|f\ e

+oo

1Sean f,g € LP(R), con 1 < p < co. Entonces f + g € LP(R) y ademés:

If +gllrwy < N flle@) + llgllLe(w)-

13



Transformada de Fourier y espacios de Sobolev H*(R),

Dado que (1+ |£]?)% es equivalente con |£|** cuando €] — +o00, entonces

2 [Tee .
22 < = [ WPV de, coneeR

De modo que la integral del lado derecho de la desigualdad anterior converge para 2(s —1) <
—1, es decir, para s < 1/2. Por tanto f € H*(R) si s < 1/2.

En el siguiente resultado establecemos algunas propiedades relacionadas con el espacio de
Sébolev H?®; en particular, mostramos que es un espacio de Hilbert.

Proposicion 2. Sean s,r € R.

1. Sir>s>0, entonces H"(R) C H*(R).
2. H*(R) es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno (-,-)s definido como:
Si f,g € H*(R), entonces (f,g)s = [pA° f(§)A* g(§) dE.

3. Sis1 <s<sg, cons=0s1+(1—0)s2, 0<6<1, entonces
-0
1 lls.2 < IFIG, 21155

Demostracion. 1. Sea f € H"(R). Si 0 < s < r, entonces (1 + [¢]?)® < (1 + |¢|*)" para
todo £ € R. Puesto que |f(£)|? > 0, tenemos,

/ (14 JE2)° | F () de < / (1+ €)1 F©) de.
R R

Esto implica que ||f||- ) = [|A°fll 12 < A" fll2ey = [1flli-) < o0. Por lo que
f € H5(R). Asi, H"(R) C H*(R).

2. Primero demostremos que (f,g)s = [A°f(§)A®g(§)dE define un producto interno
sobre H*(R). En efecto,

a) Por la linealidad de la integral obtenemos directamente que

(af +0bh,g)s = a(f,g)s + b(h,g)s, paratodo a,be C.

b) Notemos que

(f. g)s = /R A F(€)RT g(E) de = /R NN g(€) de

~ [RF@A o) de = T T
)= [ NHORTE dE = [ INHOP de = A FI ey 0.
Si (f, f)s = 0, entonces ||A5f||2L2(R) = 0. Luego se tiene que A°f(§) = 0 en c.t.p

& € R. Por lo tanto, (1 + |§|2)3/2f(§) = 0. Entonces, f(f) =0enctp&eR
y asi concluimos que f(z) = 0 en c.t.p x € R. Por otro lado, si f = 0 con

14
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f € H*(R) entonces, (f, f)s = 0. En consecuencia, (f,g)s define un producto
interno en H*(R).

Veamos ahora que H*(R) es un espacio de Banach. En efecto, sea (fi), oy una
sucesién de Cauchy en H*(R). Entonces (A®fy), oy es una sucesion de Cauchy en
L?(R) ya que para [,m > N se tiene

A fir = A% fnll L2y = [IA°(ft = fo)ll 2y = i = fnll o m) < €
Como L?(R) es completo, existe h € L?(R) tal que
A% fi, — h en L*(R), cuando k — oo.

Definiendo g := (1 + |[£]2)7%/2h(€) con s € R, notamos que g € H*(R) pues
gl ey = [[A°(L+ €)=/l 2(sy = [1bl| 2y < 0. Ademds,

I1fr = glla=@® = [IA°(fr — llz2®) = [|A°fx — hl|L2@®) — 0, cuando k — oo.

Asi, (fr)pen €8 una sucesion convergente en H*(R). Por lo tanto, H*(R) es un
espacio de Hilbert.

3. Sea s1 < s < 89, donde s =0s1 + (1 —0)s2, 0< 6 < 1.

I

5,2:/R <1+|£|2>3|f<£)\2d5=4 L+ )0 (1 + |g]2) A =52| f(&) | dg
- / (1 + I P10+ €)= O Fe) ? de
- / (1 JE2) [F) P11+ €)= | Fe) 109 de.

Si f € H*(R), entonces [(1+ [£]2)*|f(£)[?]? € LY/%(R). Similarmente, si f € H*2(R),
se tiene que [(1+ |€]2)%2|f(&)[2]0 =9 € LY (=9 (R). De este modo, usando la desigual-
dad de Holder parap=1/0 y p’ =1/(1 — ) tenemos que:

[ 1+ 1By FORPI + e For - de

<[ [ a+iepriford’[ [ avierifora”

0 2(1-0
= 1A 1112057

Por tanto

1£1ls2 < IIFIIS, 2

—0
Iflls 2
of

Usando argumentos similares a los de la demostracién del teorema 9, se puede probar el
siguiente resultado.

— ~

Teorema 10. Si f € H*(R) entonces (f(™)(¢) =(2mi&)" f(€), n € Ny.

Demostracion. Sea f € C§°(R). Entonces usando integracién por partes tenemos

F™e) = /R F (@)e™ 2™ dy = 2mi€ /R FOY (2)e 279 do = 2mig f Y (€).
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Por induccién es posible obtener

£ () = (2mie)" F(£).

Ahora, dado que C§°(R) es denso en H*(R), entonces existe una sucesion (fy, )men en C5°(R)
tal que

fm = £ S f™ en L2(R), m — oo
Ademas por el teorema 4 tenemos que
fm — J/”\, ﬁ(ﬁ) — f(") en L?(R), m — occ.

Sea g(f) definida por
g(f) = 2mig)" f(£).
Veamos que ]?(”) = g(f). En efecto,

17" = g(H)llz2@y < IIF™ = g(fm) 2@ + l9(Fm) = 9(H)|z2 - (2.1)

Pero como fi(€) = (2mi€)" fon(€) = g(fm), entonces
1™ — g2y = 1™ = F 2@y = I1F™ — £l z2@) = 0, m — .
De otro lado, puesto que f,, — f en L2(R),
(O = [FOP 19(f)OF = g(HEF enctpeR, m— oo
Ademés,

Hg(fm)HL2(R) = Hm)ﬂm(ﬂx) = ||f7(r?)||L2(R) — ||f(n)||L2(R)7 m — O0.

Entonces, por el teorema 8 existe una subsucesién (que denotaremos de la misma forma) y
una funcién h(z) € L2(R) tal que

19(fm)(E)] < h(8)-

Por lo tanto, usando el teorema de la convergencia dominada,

Ilg(fm) = 9(F)lz2@®) — 0, m — oo.

De donde, usando (2.1),
H]ﬁn) —9(Hllz2m) = 0.

Ast FW(€) = (2mi&)"f(€), enct.p & ER.
o

En el siguiente teorema establecemos un resultado de inclusién entre el espacio de Sébolev
H*(R) y CE(R), que denota el espacio de las funciones de soporte compacto en R con k
derivadas continuas.

16
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Teorema 11. (Inclusion). Si s > 1/2+ k, k € Ny, entonces H*(R) estd incluido conti-
nuamente en CE(R), y ademds existe una constante positiva C, que depende de s tal que

En otras palabras, si f € H*(R), s > 1/2 + k, entonces f € C§(R).

Demostracion. Supongamos que k = 0. Demostraremos primero que si f € H*(R) entonces
f € LY(R) y ademas
||f||L1(]R) < Cs”f“s,? st8> 1/2

En efecto, usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz obtenemos para s > 1/2,

-~ . N 2\s/2 L
LiF@1de= [ 110 +1e0" e

d 1/2
<Wflew | [ e <

< C,, para s > 1/2. Asi, f € L*(R).

Donde fR 1+\£\

Por tanto, combinando (2.2), la proposicién 1 y el teorema ??, tenemos que

1fl=® = IDllz=@ < NIz @) < Celllls.2

Ahora, si k > 1, entonces aplicando el mismo razonamiento, se sigue que si f € H*(R) con
s> 1/24+k, paran € N, n <k, se tiene que f™ € L'(R) y

~

1O ooy < £ p2ry = 112m8€)" Fllpr @) < Csllflls2-

o

Para la demostracion del siguiente teorema del espacio de Sébolev, demostraremos primero

que se cumple la desigualdad
(a+0)° < Cs(a® +1%),

donde a,b, s € RT y C, es una constante positiva que depende de s. Sin pérdida de genera-
lidad supongamos que 0 < a < b. Entonces se cumple que:

(a+0)° < (b+0b)° =2°".
Por lo tanto obtenemos que (a 4+ b)® < 2%(a® + b*). En consecuencia, concluimos que
(a+b)° < Cs(a® +b°), donde Cy = 2°. (2.2)
Finalmente, demostremos que H*(R) es un &lgebra de Banach para s > 1/2.

Definicién 3. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach X junto con un producto
(z,y) € X x X = 2y € X tal que, para todo x,y,z € X y para todos z,r € C

1. (zy)z = z(yz).
2. r(zy) = (ra)y = z(ry).
3. (r4+yz=zz+yz yx(y+2) =ay+az.
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4 leyllx < llllxlyllx-

Teorema 12. Si s > 1/2, entonces H*(R) es un dlgebra con respecto al producto de funcio-
nes. Es decir, si f,g € H*(R) entonces fg € H*(R), y ademds existe una constante positiva
Cs que depende de s tal que

Hngs,Q < Cs”f”s,2||g

|s,2~

Demostracion. De la desigualdad triangular y (2.2) tenemos que para £, 7 € R,
(14 €72 < 2°[(L+ |€ = nl*)*> + (1 + [n]*)*/?).
Luego, por la observacién 7 obtenemos que
[A*(Fg)| = 101+ ) (Fa)(©)]
= (I [ Fie = matn) dn

<2 [0+ I = nP) 217 - mal| + 1+ 1) 21FE ~ mgtnllan
< 2°(IA°f]* 191+ 1] * [A%g).
Asi, usando la desigualdad de Young para convoluciones se tiene:
I1fglls.2 = [IA°(fo)llLe) < CUIA fllLz@) gl o) + [ f e @) A gl L2 (m))-

Ahora probemos que ||f\|L1(R) < C§||flls,2 si s >1/2. En efecto, Usando la desigualdad de
Cauchy - Schwarz obtenemos
dg

= _ n 2ys/2 45
L@ = [I1fel0+ )" e

dé 1/2
< Asf 2 |:/:| Sc’sfs,-
I8l | | s 17l
Asi, ||ﬂ|L1(R) < Cs||flls,2 st s> 1/2. En consecuencia, para r > 1/2,
fglls.2 < Csl[flls2ll9llr @) + (11l @ llglls.2)
< Cs(llflls,2llgllr2 + 1111219l s,2)-

Por tanto, para r = s,

1 £glls,2 < Cs|lf]

s.2l19lls,2-

o

Observacién 10. Notemos que si s < 1/2, es posible que f,g € H*(R) pero fg no nece-
sariamente pertenece a H*(R). En particular, cuando s = 0, el espacio H*(R) coincide con
el espacio L2(R), que en general no es cerrado bajo el producto de funciones, por ejemplo,
consideremos las funciones

2=, six
f@ =gt ={ F o)

0, siz€R\(0,1).
Claramente f,g € L*(R). Sin embargo,

1
1
ol = [17@gta)Pde = [ s,
R o7
y esta iltima integral es divergente. Por tanto, fg ¢ L*(R).
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