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Abstract: This research studies the Cauchy problem associated with the Rosenau equation, which
models the evolution of water waves with large elongation and small amplitude. For this purpose, a
contractive argument based on the well-known Banach fixed-point theorem is used, combined with
appropriate linear and nonlinear estimates.
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Resumen:En esta investigacién se estudia el problema de Cauchy asociado con la ecuacién Rosenau
que modela la evolucién de ondas de agua de gran elongacién y pequenia amplitud. Para tal propdsito
se usa un argumento contractivo basado en el conocido teorema de punto fijo de Banach, combinado
con estimativos lineales y no lineales apropiados.
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1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales de evolucién surgen no sélo de las matematicas, sino
también de otras ramas de la ciencia como la fisica, la mecanica y la ciencia de los mate-
riales. Por ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes y de Euler surgen de la mecénica de
fluidos; las ecuaciones de reaccion-difusion no lineales surgen de las ciencias bioldgicas y del
estudio del fenémeno de la conduccién de calor. Las ecuaciones no lineales de Klein-Gordon
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y las ecuaciones no lineales de Schrodinger nacen de la mecénica cudntica, y son ecuaciones
especiales de este tipo. En particular, algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales
son usadas para modelar la evolucion de ondas de agua largas con pequena amplitud. Es
conocido que estas ecuaciones son deducidas del “problema completo de ondas de agua”
(full problem of water waves) mediante un proceso de aproximacién y bajo la imposicién de
algunas restricciones para los pardametros que afectan la propagacion de las ondas.

Hoy en dia se conocen muchos modelos unidimensionales de ecuaciones diferenciales que
describen la evolucién de ondas en un fluido en términos de la elevacién superficial de la
onda bajo diferentes consideraciones, entre los cuales destacamos la ecuacién Korteweg-de
Vries (KdV):

Uy + Uy + Ugzr = 07

y la ecuacién Benjamin-Bona-Mahony (ver [1]):
Up = Uggt + Us + Uty = 0;
ademads, la ecuacién Camassa-Holm (ver [2]):
Up — Uggt + Ug + 3UUE = 2UgUsy + Ullpgpg,
y la ecuacién Boussinesq (ver [5]):
Upt = Ugg + (U2 + Upz)ze =0,

donde u = u(t,z), con t > 0y = € R son las variables temporal y espacial respectivamente.

En el trabajo [7], P. Rosenau mostré que el fenémeno de la evolucién de ondas de agua de
gran elongacion y pequena amplitud, puede modelarse mediante la siguiente ecuacion

Up + Qg + Putly + AMiggze: = 0, (1)

donde A > 0 y «, B8 son pardmetros arbitrarios. M.A. Park en [6] demostré tedricamente
la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién Rosenau (1) cuando o = 8 = A = 1.
Ademids del anilisis tedrico, también existen estudios numéricos relacionados con el modelo
(1), (ver por ejemplo [3], [4]). En este trabajo probaremos la existencia y unicidad de la
solucién local del problema de valor inicial asociado a la ecuacién (1) con la condicién inicial

u(0, ) = uop(x), (2)

en los espacios de Sébolev H*(R) para s > 1/2.
Notemos que la ecuacién (1) se puede escribir en la forma equivalente
4 Boooy_
(I + X0;)0u + adyu + §8x(u ) =0,

es decir,

Ou+ a(I +202) " to,u + g(l +2;) 10 (u?) = 0,

donde al operador (I+\32)~! se le puede dar sentido via transformada de Fourier. Entonces
la ecuacién en consideracion se puede escribir en la forma:

0w = M (u) — F(u), (3)
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donde M es el operador lineal definido por
M(u) := —aA  0pu,  A(u) = (I + \02)u,

y F' corresponde a la parte no lineal,

F(u) = ZA719,(u?).

2
Ahora, vemos que el problema de Cauchy (1) - (2) es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones

Ou = —aA"0u
{ u(0, ) = up(x). 4

Es conocido del Principio de Duhamel que si S(¢)(ug) es la solucién del problema lineal
asociado con (3),
Ou+ M(u) =0, u(0,z) =up(z),

entonces el problema de Cauchy (1) - (2) puede reformularse por medio de la ecuacién
integral

t
u(t) = S(t)(uo) — / S(t — 7)F(u(r)) dr, (5)
0
donde S(t) es el semigrupo asociado con el problema lineal (4).

Ahora, supongamos que existen dos espacios de Banach X,Y tales que Y < X*, donde la
inclusion es continua, tales que M y F son funciones continuas. Supongamos ademas que
para cada ug € Y existe un nimero real 7" > 0 y una tinica funcién

uwe C([0,T],Y)°,

que satisface la ecuacién integral (5). Ademds, supongamos que la aplicacién dato solucién
ug — u es continua de Y en C([0,7],Y). En este caso diremos que el problema de Cauchy
posee solucion local en Y. SiT puede elegirse arbitrariamente grande, se dice que el problema
de Cauchy posee solucion global en Y.

2. El problema de Cauchy

En esta seccién, usando la caracterizacion de los espacios de Sébolev via la transformada de
Fourier, estudiaremos el problema de Cauchy asociado con la ecuacién Rosenau. Mostrare-
mos que este modelo posee soluciones locales en el espacio H*(R), para algin s > 1/2. Para
ello utilizaremos algunos estimativos lineales y no lineales, asi como el teorema del punto
fijo de Banach que enunciaremos y demostraremos a continuacién.

Sea X un espacio normado. Un operador ® : X — X, se dice una contraccion si existe k,
0 <k <1, tal que

|®u — ®v|| < kl|lu —wv||, paratodo wu,ve€ X.

4X < Y denota que X estd continuamente incluido en Y, con X, Y espacios normados. Es decir, si
X CY y existe una constante ¢ > 0 tal que para todo f € X se cumple que:

Iflly <elflix-

5Recordemos que si E es un espacio de Banach entonces C([0,T], E) denota el espacio de funciones
continuas definidas en [0,T] con valores en E.
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Teorema 1. St X un espacio de Banach y ® : X — X una contraccion, entonces ® tiene
un unico punto fijo, es decir, existe un unico u € X, tal que

du = u.

Demostracion. Sea ug € X un punto arbitrario. Defina u,, por
unJrl:(buna 7120,1,2,"',

y pruebe que (up),ecz+ es una sucesién de Cauchy en X. En efecto, como ® es una contrac-
cion, existe 0 < k < 1, tal que

[tns1 = tn | = [|®(un) = P(up—1)[| < Kllun — tn—1]]
— @ (1) — B(un )| < Klun 1 — un o]
< s SR un = ol

Entonces, utilizando la desigualdad triangular y la férmula de la suma para la serie geométri-
ca, se tiene que

[un = Untm| = [(Un = Unt+1) + (Un+1 — Unt2) + -+ + (Untm—1 — Untm) ||
<Hun = tngr || + ltns1 — vngall + - + [Untm—1 — Unsml|
S (K" + KM e BT lug — |
SE'(L+k+k2 - B )] ur — ol
=k"(1 — k)" Yup — uol|,

de donde,
ltn, — Untm] = 0, cuando n — oo.

Por tanto, (u,)nez+ es una sucesién de Cauchy en X; ademds, como X es un espacio de
Banach, existe u € X, tal que

U, = u, cuando n — oo.
Ahora se debe probar que u es un punto fijo de ®. Como
|®u, — ®ul| < k|lu, —ul — 0, cuando n — oo,

entonces

lim ®u,, = du.
n—oo

Luego,

®u = lim Pu, = lim u,41 = u.
n—o0 n— oo

Por otra parte, si v y v/ son puntos fijos de ®, entonces

lu = 'l = [ ®u — @u'|| < Elju — ',
y como 0 < k < 1, se concluye que |ju—u'|| = 0, de donde v = w'. Por tanto, se ha
demostrado que ® tiene un tnico punto fijo en X. of

Las constantes que usaremos en esta seccién son constantes genéricas, es decir, ellas pueden
variar de una linea a otra.
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2.1. El problema de Cauchy para la ecuacion Rosenau

En esta seccion estudiamos el problema de Cauchy asociado con la ecuaciéon Rosenau
U + Qg + Butiy + Miggez: = 0, (3.1)

con la condicién inicial
u(0,x) = ugp(x), (3.2)

donde ug € H*(R), u = u(t,x), t > 0y z € R. Ademés, A > 0 y «, 8 son pardmetros
arbitrarios. Notemos que la ecuacién (3.1) se puede escribir en la forma equivalente

(I + XD 0pu + adyu + gaz(u2) =0,

es decir,

Opu + a(I + XM " 10,u + §(1+Aa§)—1ax(u2) =0. (3.3)

Ahora definamos el operador A : H*(R) — H*~4(R) con s € R, dado por
Au = (I + \3)u.
Luego, aplicando la transformada de Fourier,
Au(g) = (1+ 167" A)a(©).

Ahora, usando la transformada inversa de Fourier se tiene que
Au = / Au(£)e?™i ge = / (14 167NN @(€)e™7¢ de.
R R
Veamos que el operador A estd bien definido. En efecto,

Aul|?e sy = [ (1 2ys=4| A,(€) 12 d
JAulZ,. /R(*'f') Au(o)[? de

_/(1+167r4)\§4)2
e @+

<K / (1+ JE[2)° @62 de = K g ce-

(1 +1€)"|ace)| de

Definamos ahora el operador A=! : H*(R) — H***(R) con s € R, por medio de la férmula
A_l _ U(f) 2mixé d
“ /R1 F16miaet© &

de ahi que
T u(g)
Ay = .
T T 16niet

Veamos que el operador A~! est4 bien definido. En efecto,
A7 ey = [0+ 1€ AT u(E) P de

1+ ! S|~
:/R(1(4—1(3lﬂ/\)£4)2(1+5|2) ja(e)|” de

<K / (1+ 1€[2)°[a(6) 2 dé = K - wo-
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La ecuacién (3.3) puede escribirse en la forma equivalente
O = M (u) — F(u),
donde M es el operador lineal definido por
M(u) = —a A" 0,u,

y F' corresponde a la parte no lineal,

Fu) = 24719, (u?).

2

Tiene lugar el siguiente resultado.

Teorema 2. M : H*(R) — H*(R) es un operador lineal acotado para s € R.

Demostracion. Para v € H*(R) tenemos:
oA 0ulfy sy = o [ (1 1) ATl e

_ 2 (L+ ) T2 d
—a / L omngr O de

— 4na? / & At e e
R (1 + 1671A¢t)?

<K [ (1 16 ROP ds = Kl
donde K > 0. Asi se ha demostrado que M es un operador lineal acotado. cuf

A continuacion hallaremos la solucién u del siguiente sistema lineal:

{ Ou=—aA1o,u

u(0,z) = up(x). (3.4)

Aplicando la transformada de Fourier en la primera ecuacién de (3.4) con respecto a la
variable espacial x, tenemos que

—2amié

Q) = T qgrinet

(&), u(0,8) = uo(E).

La anterior es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden del tipo 2z’ + ¢z = 0, cuya
solucién general esta dada por

—2amig
A(t, ) = Tp(§)eTrion e, (3.5)
Ahora aplicando la transformada de Fourier inversa,

u(t,z) = S(t)(uo), (3.6)

donde L
(S(t)u) (t,’l}) = /ﬂ(ﬁ)emt(g%mﬁ dé’

R
Por tanto, si u es solucién del sistema (3.4) entonces u(t) = S(¢)(uo).
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Ahora veamos que si u(t) = S(t)(ug), entonces u es solucién del sistema (3.4). En efecto,
primero veamos que satisface las condiciones iniciales. Usando la ecuacién (3.6) y por la
Férmula de inversién de Fourier tenemos que:

u(0) = S(2)(w) = [ B dE = (o).
R
Ahora, por (3.6) y usando la regla de Leibniz® (ver [8], p. 9), vemos que

_—2amif .
Opu(t,x) = at(/ﬂo(f)e THiomTaed b p2miz df)
R

—2ami

. fﬂo(f) _—2amif t 274 &
= Qa7 > > ei1+16ndaegd T paTES JC
@ Z/R1+1(37T1)\€1 5

Por otra parte, usando (3.5) y el teorema de inversién de Fourier, tenemos que:

—aA U = _a/Afla\wu(g)ezm'xg de
R

; g -~ g
= —2awz/ﬂ{mu(t,g)e2 € dé‘

= —2ami £o(€) e TFieniaeT t2mive dg.

g1+ 16744
Por lo tanto hemos demostrado que dyu(t,z) = —aA~19,u.

Teorema 3. La dnica solucidn del sistema (3.4) estd dada por

—2amié

u(t) = S(t)(uo) = /Rﬁo(g)emte—zmg dc.

El operador S(t) cumple con la siguiente propiedad:

Lemma 1. Sea s € R. Entonces para todo t € R, S(t) es un operador lineal acotado de
H*(R) en si mismo. Mds ain, para todo t € R, tenemos que

1S(8) (W) e ) < K llall ey
Demostracion. Notemos que
|wmwm®=/uﬂwﬂﬂﬁwm%:/a+mWWwﬁ%%W@
R R
gK/u+me@&m
R

Luego, existe una constante K > 0 tal que
IS (Wl re@) < Kll(w)ll a7 w)-
o4

6Sea X un subconjunto abierto de R, y © un conjunto medible. Supongamos que f es una funcién
f: X x Q — R que satisface las siguientes condiciones:
(1) f(z,w) es una funcién integrable de w para cada = € X.
(2) En c.t.p w € Q, la derivada Of (z,w)/dz existe para todo = € X.
(3) Existe una funcién integrable © : Q — R tal que |0f(z,w)/0z| < O(w) para todo z € X.
Entonces para todo x € X, se cumple que

d 7]
afﬂf(x,w)dw:/naf(x,w)dw.
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El siguiente resultado es un estimativo para el operador F'. En la demostracion de este lema
usaremos nuevamente el hecho de que H*(R) es un algebra para s > 1/2.

Lemma 2. Sea s > 1/2. Entonces existen constantes K1, Ko > 0 tales que

LAF)as @y < Killullye g)-

2. |F(u) = F()llgsr) < Kallu —vllge @ (lull @) + 0l e®))-

Demostracion. De la definicién del espacio H*(R) vemos que

1@y = | (1+16P)°|5 1a<mﬁ@

(1+1¢%) 2
=K w2 ())2d
/ 1+167r4)\£4)2| (e)Fae

<K [ (U169 T Pl = Koy o
Entonces usando el hecho de que H*(R) es una dlgebra para s > 1/2,

)| 1= m) < Ksllull =) lull e g)-

Asi,
1F ()| sy < Kllu® [l s vy < K llull e ey

Finalmente observemos que

F(u) — F(v) = gA_lam(UQ) - gA_lf)x(vg) = gA_lam(u2 —v?),

Por tanto, usando argumentos similares a los anteriores, tenemos que para s > 1/2,

1F(u) = F(0)lm=®) = 18/21 A7 0 (u? = v*)| | o) < Kallu® — 0*|| e m)
= Ks|[(u —v)(u+ )| gsr) < Kallu — vl gsmw)llu+ vl 5= r)
< Kollu — v g+ w) (HUHHS(]R) + ||U||H5(]R)) .

Luego, existe una constante Ko > 0 tal que
[1F(u) = F(0)|| gy < Kallu —vllgs@) (lull s @) + 0]l m)) -
o4

Teorema 4. Supongamos que s > 1/2. Entonces para todo uy € H*(R) existe T > 0, que
depende solamente de ||uol| g+ (r), tal que el problema (5.1) - (8.2) tiene una tnica solucion
que satisface

u e C([0,T], H*(R)).

Ademds, para todo 0 < T < T existe una vecindad V de ug en H*(R) tal que la corres-
pondencia iy — () que asocia a Uy la solucion u(-) de las ecuaciones (3.1) y (3.2) con la
condicidon inicial g, es una funcion Lipschitz de V en C([0,T'], H*(R)).

Demostracion. Dado T > 0, definamos el espacio

X*(T)=C([0,T], H*(R)),
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equipado con la norma dada por

s = 3 t . s .
[l x (T) tg[lg};] lu(t, ) & (R)

Ahora, sea Br(T) la bola cerrada de radio R centrada en el origen del espacio X*(T), esto
es

Br(T) = {u € X*(T) : |ullx(r) < R}.

Fijado ug € H*(R) definimos el operador
W (u(t)) = S(t) (uo) — /0 S(t — 7)F(u(r)) dr, con u € X*(T).

Mostremos que la correspondencia u(t) — ¥(u(t)) envia a Br(T) en si misma y es una

contraccién si R y T son escogidos adecuadamente. En efecto, si t € [0,T] y u € Bgr(T),
entonces usando los lemas 1 y 2 tenemos que

1 ()]s =y < 1S (t) (o)l s () + H/o S(t - T)(F(U(T)))dTHHs(R)
< Klluolleca) + [ 118 = 7)F(alr)leca)dr
< Kfuollee) + K [ 1P lr)leo)d

t
< Klluollsroz) + KK / )20y

< KlJuol s r) + KK1T||u(t)H§(S(T) < K||uo s ) + KK\ TR?.
Escogiendo R = 2K ||ug| g=r) y T > 0 tal que
4K K T||uol| e my < 1, (3.7)
obtenemos que

1% (u)arm) < Klloll ey (1 + 4K E2 T o] 7+ )
< 2KH’“O||H%R) = R.

De manera que ¥ aplica Br(T) en sf misma. Probemos ahora que ¥ es una contraccién. Si
uy, ug € Br(T), entonces de la definicién de ¥ tenemos que

U (us (1)) — Uluz(t)) = —/O S(t =) (F(ui(7)) = F(uz)(7)) dr.
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Entonces, usando el ftem 2 del lema 2 vemos que para todo t € [0, T,

W (ui(t) — ¥(ua(t)l s v
Aﬂk/Sth (ur (7)) — F(us mH

< & [ 1 (0) ~ Fluato)) o

< KK, /Ot Jur () = w2 (7) || s ) (lwa (7)1 1re v) + w2 ()| s () dT
< KKsllug — ug x« (1) /Ot(||U1(T)||Ha(R) + [Juz(7)| e my)) dT

< KKsllug — uz| xs (1) /Ot(||ul||x-<(:r) + [Juzlxs (1)) dr

< 2K K> RT|Juy — us|x:(7) = 4K > KT |Juo|| = my [[u1 — w2l x:(7)

Ahora, escojamos T lo suficientemente pequenio para que se cumpla (3.7) y ademds se cumpla
que

1
4K2K2T||U0||H5(R) S 5 (38)

De donde concluimos que

1
1 ua(#)) = W (ua(®))llxe(ry < Fllur = uzllxe(r)

Asi ¥ es una contraccion y por tanto, usando el teorema de punto fijo de Banach tenemos
que existe un tnico punto fijo u de ¥ en Bgr(T), el cual es una solucién de la ecuacién
integral

u(t) = U(u(t)) = S(t)(ug) — /0 S(t — 7)F(u(7)) dr. (3.9)

Notemos que si u es solucién de esta ecuacién integral, entonces satisface el problema (3.1)
- (3.2).

La unicidad de la solucién es consecuencia del siguiente argumento. Sean U(t) = wu(t),
U(t) = @(t) dos soluciones de la ecuacién (3.9) con condicién inicial Uy = ug y Uy = o,
tales que

U,U € C([0,T], H*(R)).

Entonces, si t € [0,T] tenemos que

U () = U@ lars @y = llut) — ()| o (my
< K||Uo — Us || s m)

t
L KK, / ) = G0 ey () ey + 1) e ry) b
t
< KHUO — UO”HS(]R) + 2KK2N/ HU(T) — U(T)”HS(]R) dT,
0

donde asumimos que
1Tl xsry, 1Ullxs 1y < N.

10
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Entonces, tomando K3 = 2K K, y usando la desigualdad de Gronwall”, tenemos que para
todo t € [0,T"] se satisface que

1U(t) = U)oy < KeXNT || Uy — Ul o - (3.10)

Ahora si Uy = Uy entonces concluimos que ||U — Z:jHXs(T) =0; asf U = U lo cual implica la
unicidad de la solucién en el espacio X*(T'). Por tanto, de la discusién de la existencia de
soluciones para el problema (3.1) - (3.2), para ug € H*(R), tenemos garantizada la existencia
de un tiempo T para la solucién asociada, caracterizada por las desigualdades (3.7)-(3.8).
Para 0 < T’ < T definamos

V = {Uy € H*R) : ||Uo — Uo|| s> (m) < €}

1 1 : 1 1 ST
con € = (ﬁ - T)EI y 0 <€ <min{zmg, sgox; - Notemos que si Up € V,

U0l #2(ry < 11T0 — Uoll sy + 1 Uollars ) < €+ |Uo |l i+ ) - (3.11)
Por tanto tenemos que
AK? K ||Uo|| e )T < 1, 8K ||Up|| o m)T” < 1. (3.12)
En efecto, usando (3.7) tenemos que
4K2K1||(70”H5(]R) S 4K2K1(6 + ”UOHHS(]R))

11
< 4K2K1<— - f) "4 AR || U ey

T’ T
1 1 1
2
< lak Kl(ﬁ ~ ) 7] < g

Similarmente usando (3.8),
8K 2| Up|| - ) < 8K2Ka(e + ||Uol| = (my)

1 1
< 8K2K2<7 B *>€ + 8K K | Uo|| g+ ()

7 T
<frem(h 1)t <

Entonces de (3.12) concluimos que para cualquier Up € V existe una tinica solucién U (¢ (t) €
C([0,T"], H*) de la ecuacién (3.7) que satisface la condicién inicial Uy. Ademés U € BR(T’)
con R = 2K||U0||H5(R) Entonces usando (3.10) para Uy, W, € V con soluciones asociadas U

y w respectivamente, tenemos que

1U x5y + [IWllxs(ry < 2K(|Uoll s my + 1Woll s (m))
< 4K (e + [|Uoll s (w))

1 1 1 1 1
<K | (o~ ) E .
- AK?2K,\T" T + AK?2K\T]1 — KK T’
Entonces usando (3.9) con N = (KK;T")~! obtenemos que para todo t € [0,7"],
10 =~ Wt)l ey < KN |[To = Woll ey < CllTo ~ Woll - y»

con C = KeXGeKi" Asi, la correspondencia g — u(-), que asocia a ug la solucién de
(3.7) con la condicién inicial (3.8) es una funcién Lipschitz de V en C([0,7"], H*(R)), y esto
completa la prueba. cuf

"Sean f: I CR — Ry xo € I tales que, 0 < f(x) < A+Bf;c0f(s)ds para todo = € I, con A, B > 0.
Entonces f(z) < AeB®—20),
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Transformada de Fourier y espacios de Sobolev H*(R),
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