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Departamento de Matemáticas y Estadı́stica

Universidad de Nariño
Volumen XXII No 3 (2026), páginas 1–12
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Abstract: This research studies the Cauchy problem associated with the Rosenau equation, which

models the evolution of water waves with large elongation and small amplitude. For this purpose, a

contractive argument based on the well-known Banach fixed-point theorem is used, combined with

appropriate linear and nonlinear estimates.
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Resumen:En esta investigación se estudia el problema de Cauchy asociado con la ecuación Rosenau
que modela la evolución de ondas de agua de gran elongación y pequeña amplitud. Para tal propósito
se usa un argumento contractivo basado en el conocido teorema de punto fijo de Banach, combinado
con estimativos lineales y no lineales apropiados.
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1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales parciales de evolución surgen no sólo de las matemáticas, sino
también de otras ramas de la ciencia como la f́ısica, la mecánica y la ciencia de los mate-
riales. Por ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes y de Euler surgen de la mecánica de
fluidos; las ecuaciones de reacción-difusión no lineales surgen de las ciencias biológicas y del
estudio del fenómeno de la conducción de calor. Las ecuaciones no lineales de Klein-Gordon
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Transformada de Fourier y espacios de Sobolev Hs(R),

y las ecuaciones no lineales de Schrödinger nacen de la mecánica cuántica, y son ecuaciones
especiales de este tipo. En particular, algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales
son usadas para modelar la evolución de ondas de agua largas con pequeña amplitud. Es
conocido que estas ecuaciones son deducidas del “problema completo de ondas de agua”
(full problem of water waves) mediante un proceso de aproximación y bajo la imposición de
algunas restricciones para los parámetros que afectan la propagación de las ondas.

Hoy en d́ıa se conocen muchos modelos unidimensionales de ecuaciones diferenciales que
describen la evolución de ondas en un fluido en términos de la elevación superficial de la
onda bajo diferentes consideraciones, entre los cuales destacamos la ecuación Korteweg-de
Vries (KdV):

ut + uux + uxxx = 0,

y la ecuación Benjamin-Bona-Mahony (ver [1]):

ut − uxxt + ux + uux = 0;

además, la ecuación Camassa-Holm (ver [2]):

ut − uxxt + ux + 3uux = 2uxuxx + uuxxx,

y la ecuación Boussinesq (ver [5]):

utt − uxx + (u2 + uxx)xx = 0,

donde u = u(t, x), con t > 0 y x ∈ R son las variables temporal y espacial respectivamente.

En el trabajo [7], P. Rosenau mostró que el fenómeno de la evolución de ondas de agua de
gran elongación y pequeña amplitud, puede modelarse mediante la siguiente ecuación

ut + αux + βuux + λuxxxxt = 0, (1)

donde λ > 0 y α, β son parámetros arbitrarios. M.A. Park en [6] demostró teóricamente
la existencia y unicidad de la solución de la ecuación Rosenau (1) cuando α = β = λ = 1.
Además del análisis teórico, también existen estudios numéricos relacionados con el modelo
(1), (ver por ejemplo [3], [4]). En este trabajo probaremos la existencia y unicidad de la
solución local del problema de valor inicial asociado a la ecuación (1) con la condición inicial

u(0, x) = u0(x), (2)

en los espacios de Sóbolev Hs(R) para s > 1/2.

Notemos que la ecuación (1) se puede escribir en la forma equivalente

(I + λ∂4
x)∂tu+ α∂xu+

β

2
∂x(u

2) = 0,

es decir,

∂tu+ α(I + λ∂4
x)

−1∂xu+
β

2
(I + λ∂4

x)
−1∂x(u

2) = 0,

donde al operador (I+λ∂4
x)

−1 se le puede dar sentido v́ıa transformada de Fourier. Entonces
la ecuación en consideración se puede escribir en la forma:

∂tu = M(u)− F (u), (3)
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donde M es el operador lineal definido por

M(u) := −αA−1∂xu, A(u) = (I + λ∂4
x)u,

y F corresponde a la parte no lineal,

F (u) =
β

2
A−1∂x(u

2).

Ahora, vemos que el problema de Cauchy (1) - (2) es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones {︃

∂tu = −αA−1∂xu
u(0, x) = u0(x).

(4)

Es conocido del Principio de Duhamel que si S(t)(u0) es la solución del problema lineal
asociado con (3),

∂tu+M(u) = 0, u(0, x) = u0(x),

entonces el problema de Cauchy (1) - (2) puede reformularse por medio de la ecuación
integral

u(t) = S(t)(u0)−
∫︂ t

0

S(t− τ)F (u(τ)) dτ, (5)

donde S(t) es el semigrupo asociado con el problema lineal (4).

Ahora, supongamos que existen dos espacios de Banach X,Y tales que Y ↪→ X4, donde la
inclusión es continua, tales que M y F son funciones continuas. Supongamos además que
para cada u0 ∈ Y existe un número real T > 0 y una única función

u ∈ C
(︁
[0, T ], Y

)︁
5,

que satisface la ecuación integral (5). Además, supongamos que la aplicación dato solución
u0 → u es continua de Y en C([0, T ], Y ). En este caso diremos que el problema de Cauchy
posee solución local en Y . Si T puede elegirse arbitrariamente grande, se dice que el problema
de Cauchy posee solución global en Y .

2. El problema de Cauchy

En esta sección, usando la caracterización de los espacios de Sóbolev v́ıa la transformada de
Fourier, estudiaremos el problema de Cauchy asociado con la ecuación Rosenau. Mostrare-
mos que este modelo posee soluciones locales en el espacio Hs(R), para algún s > 1/2. Para
ello utilizaremos algunos estimativos lineales y no lineales, aśı como el teorema del punto
fijo de Banach que enunciaremos y demostraremos a continuación.

Sea X un espacio normado. Un operador Φ : X → X, se dice una contracción si existe k,
0 < k < 1, tal que

∥Φu− Φv∥ ≤ k∥u− v∥, para todo u, v ∈ X.

4X ↪→ Y denota que X está continuamente incluido en Y , con X, Y espacios normados. Es decir, si
X ⊂ Y y existe una constante c > 0 tal que para todo f ∈ X se cumple que:

∥f∥Y ≤ c∥f∥X .

5Recordemos que si E es un espacio de Banach entonces C([0, T ], E) denota el espacio de funciones
continuas definidas en [0, T ] con valores en E.
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Teorema 1. Si X un espacio de Banach y Φ : X → X una contracción, entonces Φ tiene
un único punto fijo, es decir, existe un único u ∈ X, tal que

Φu = u.

Demostración. Sea u0 ∈ X un punto arbitrario. Defina un por

un+1 = Φun, n = 0, 1, 2, · · · ,

y pruebe que (un)n∈Z+ es una sucesión de Cauchy en X. En efecto, como Φ es una contrac-
ción, existe 0 < k < 1, tal que

∥un+1 − un∥ = ∥Φ(un)− Φ(un−1)∥ ≤ k∥un − un−1∥
= k∥Φ(un−1)− Φ(un−2)∥ ≤ k2∥un−1 − un−2∥
≤ · · · ≤ kn∥u1 − u0∥.

Entonces, utilizando la desigualdad triangular y la fórmula de la suma para la serie geométri-
ca, se tiene que

∥un − un+m∥ = ∥(un − un+1) + (un+1 − un+2) + · · ·+ (un+m−1 − un+m)∥
≤ ∥un − un+1∥+ ∥un+1 − un+2∥+ · · ·+ ∥un+m−1 − un+m∥
≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+m−1)∥u1 − u0∥
≤ kn(1 + k + k2 + · · ·+ km−1 + . . . )∥u1 − u0∥
= kn(1− k)−1∥u1 − u0∥,

de donde,

∥un − un+m∥ → 0, cuando n → ∞.

Por tanto, (un)n∈Z+ es una sucesión de Cauchy en X; además, como X es un espacio de
Banach, existe u ∈ X, tal que

un → u, cuando n → ∞.

Ahora se debe probar que u es un punto fijo de Φ. Como

∥Φun − Φu∥ ≤ k∥un − u∥ → 0, cuando n → ∞,

entonces

ĺım
n→∞

Φun = Φu.

Luego,

Φu = ĺım
n→∞

Φun = ĺım
n→∞

un+1 = u.

Por otra parte, si u y u′ son puntos fijos de Φ, entonces

∥u− u′∥ = ∥Φu− Φu′∥ ≤ k∥u− u′∥,

y como 0 < k < 1, se concluye que ∥u− u′∥ = 0, de donde u = u′. Por tanto, se ha
demostrado que Φ tiene un único punto fijo en X. □✓

Las constantes que usaremos en esta sección son constantes genéricas, es decir, ellas pueden
variar de una ĺınea a otra.
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2.1. El problema de Cauchy para la ecuación Rosenau

En esta sección estudiamos el problema de Cauchy asociado con la ecuación Rosenau

ut + αux + βuux + λuxxxxt = 0, (3.1)

con la condición inicial
u(0, x) = u0(x), (3.2)

donde u0 ∈ Hs(R), u = u(t, x), t > 0 y x ∈ R. Además, λ > 0 y α, β son parámetros
arbitrarios. Notemos que la ecuación (3.1) se puede escribir en la forma equivalente

(I + λ∂4
x)∂tu+ α∂xu+

β

2
∂x(u

2) = 0,

es decir,

∂tu+ α(I + λ∂4
x)

−1∂xu+
β

2
(I + λ∂4

x)
−1∂x(u

2) = 0. (3.3)

Ahora definamos el operador A : Hs(R) → Hs−4(R) con s ∈ R, dado por

Au = (I + λ∂4
x)u.

Luego, aplicando la transformada de Fourier,ˆ︂Au(ξ) = (1 + 16π4λξ4)ˆ︁u(ξ).
Ahora, usando la transformada inversa de Fourier se tiene que

Au =

∫︂
R
ˆ︂Au(ξ)e2πixξ dξ =

∫︂
R

(︁
1 + 16π4λξ4

)︁ˆ︁u(ξ)e2πixξ dξ.
Veamos que el operador A está bien definido. En efecto,

∥Au∥2Hs−4(R) =

∫︂
R
(1 + |ξ|2)s−4|ˆ︂Au(ξ)|2 dξ

=

∫︂
R

(1 + 16π4λξ4)2

(1 + |ξ|2)4
(︁
1 + |ξ|2

)︁s ⃓⃓ˆ︁u(ξ)⃓⃓2 dξ
≤ K

∫︂
R
(1 + |ξ|2)s|ˆ︁u(ξ)|2 dξ = K∥u∥Hs(R).

Definamos ahora el operador A−1 : Hs(R) → Hs+4(R) con s ∈ R, por medio de la fórmula

A−1u =

∫︂
R

ˆ︁u(ξ)
1 + 16π4λξ4

e2πixξ dξ,

de ah́ı que

ˆ︂A−1u =
ˆ︁u(ξ)

1 + 16π4λξ4
.

Veamos que el operador A−1 está bien definido. En efecto,

∥A−1u∥2Hs+4(R) =

∫︂
R
(1 + |ξ|2)s+4|ˆ︂A−1u(ξ)|2 dξ

=

∫︂
R

(1 + |ξ|2)4

(1 + 16π4λξ4)2
(︁
1 + |ξ|2

)︁s⃓⃓ˆ︁u(ξ)⃓⃓2 dξ
≤ K

∫︂
R
(1 + |ξ|2)s|ˆ︁u(ξ)|2 dξ = K∥u∥Hs(R).
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La ecuación (3.3) puede escribirse en la forma equivalente

∂tu = M(u)− F (u),

donde M es el operador lineal definido por

M(u) = −αA−1∂xu,

y F corresponde a la parte no lineal,

F (u) =
β

2
A−1∂x(u

2).

Tiene lugar el siguiente resultado.

Teorema 2. M : Hs(R) → Hs(R) es un operador lineal acotado para s ∈ R.

Demostración. Para u ∈ Hs(R) tenemos:

∥αA−1∂xu∥2Hs(R) = α2

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s| ˆ︂A−1∂xu(ξ)|2 dξ

= α2

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s(︁
1 + 16π4λξ4

)︁2 |ˆ︃∂xu(ξ)|2 dξ
= 4π2α2

∫︂
R

ξ2(︁
1 + 16π4λξ4

)︁2 (︁1 + |ξ|2
)︁s|ˆ︁u(ξ)|2 dξ

≤ K

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s|ˆ︁u(ξ)|2 dξ = K∥u∥2Hs(R),

donde K > 0. Aśı se ha demostrado que M es un operador lineal acotado. □✓

A continuación hallaremos la solución u del siguiente sistema lineal:{︃
∂tu = −αA−1∂xu
u(0, x) = u0(x).

(3.4)

Aplicando la transformada de Fourier en la primera ecuación de (3.4) con respecto a la
variable espacial x, tenemos que

∂tˆ︁u(ξ) = −2απiξ

1 + 16π4λξ4
ˆ︁u(ξ), ˆ︁u(0, ξ) = ˆ︁u0(ξ).

La anterior es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden del tipo z′ + cz = 0, cuya
solución general está dada por

ˆ︁u(t, ξ) = ˆ︁u0(ξ)e
−2απiξ

1+16π4λξ4
t
. (3.5)

Ahora aplicando la transformada de Fourier inversa,

u(t, x) = S(t)(u0), (3.6)

donde (︁
S(t)u

)︁
(t, x) =

∫︂
R
ˆ︁u(ξ)e −2απiξ

1+16π4λξ4
t
e2πixξ dξ.

Por tanto, si u es solución del sistema (3.4) entonces u(t) = S(t)(u0).
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Ahora veamos que si u(t) = S(t)(u0), entonces u es solución del sistema (3.4). En efecto,
primero veamos que satisface las condiciones iniciales. Usando la ecuación (3.6) y por la
Fórmula de inversión de Fourier tenemos que:

u(0) = S(t)(u0) =

∫︂
R
ˆ︁u0(ξ)e

0e2πixξ dξ = u0(x).

Ahora, por (3.6) y usando la regla de Leibniz6 (ver [8], p. 9), vemos que

∂tu(t, x) = ∂t

(︂∫︂
R
ˆ︁u0(ξ)e

−2απiξ

1+16π4λξ4
t
e2πixξ dξ

)︂
= −2απi

∫︂
R

ξˆ︁u0(ξ)

1 + 16π4λξ4
e

−2απiξ

1+16π4λξ4
t
e2πixξ dξ.

Por otra parte, usando (3.5) y el teorema de inversión de Fourier, tenemos que:

−αA−1∂xu = −α

∫︂
R

ˆ︂A−1∂xu(ξ)e
2πixξ dξ

= −2απi

∫︂
R

ξ

1 + 16π4λξ4
ˆ︁u(t, ξ)e2πixξ dξ

= −2απi

∫︂
R

ξˆ︁u0(ξ)

1 + 16π4λξ4
e

−2απiξ

1+16π4λξ4
t
e2πixξ dξ.

Por lo tanto hemos demostrado que ∂tu(t, x) = −αA−1∂xu.

Teorema 3. La única solución del sistema (3.4) está dada por

u(t) = S(t)(u0) =

∫︂
R
ˆ︁u0(ξ)e

−2απiξ

1+16π4λξ4
t
e−2πixξ dξ.

El operador S(t) cumple con la siguiente propiedad:

Lemma 1. Sea s ∈ R. Entonces para todo t ∈ R, S(t) es un operador lineal acotado de
Hs(R) en śı mismo. Más aún, para todo t ∈ R, tenemos que

∥S(t)(u)∥Hs(R) ≤ K∥u∥Hs(R).

Demostración. Notemos que

∥S(t)(u)∥2Hs(R) =

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s| ˆ︂S(t)(u)(ξ)|2dξ =

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s|ˆ︁u(ξ)e −2απiξ

1+16π4ξ4λ
t|2dξ

≤ K

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s|ˆ︁u(ξ)|2dξ.
Luego, existe una constante K > 0 tal que

∥S(t)(u)∥Hs(R) ≤ K∥(u)∥Hs(R).

□✓

6Sea X un subconjunto abierto de R, y Ω un conjunto medible. Supongamos que f es una función
f : X × Ω → R que satisface las siguientes condiciones:
(1) f(x, ω) es una función integrable de ω para cada x ∈ X.
(2) En c.t.p ω ∈ Ω, la derivada ∂f(x, ω)/∂x existe para todo x ∈ X.
(3) Existe una función integrable Θ : Ω → R tal que |∂f(x, ω)/∂x| ≤ Θ(ω) para todo x ∈ X.
Entonces para todo x ∈ X, se cumple que

d

dx

∫︂
Ω
f(x, ω) dω =

∫︂
Ω

∂

∂x
f(x, ω) dω.
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El siguiente resultado es un estimativo para el operador F . En la demostración de este lema
usaremos nuevamente el hecho de que Hs(R) es un álgebra para s > 1/2.

Lemma 2. Sea s > 1/2. Entonces existen constantes K1, K2 > 0 tales que

1. ∥F (u)∥Hs(R) ≤ K1∥u∥2Hs(R).

2. ∥F (u)− F (v)∥Hs(R) ≤ K2∥u− v∥Hs(R)
(︁
∥u∥Hs(R) + ∥v∥Hs(R)

)︁
.

Demostración. De la definición del espacio Hs(R) vemos que

∥F (u)∥2Hs(R) =

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s ⃓⃓⃓β
2

ˆ︂A−1∂x(u2)(ξ)
⃓⃓⃓2
dξ

= K

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s
ξ2(︁

1 + 16π4λξ4
)︁2 |ˆ︂u2(ξ)|2dξ

≤ K

∫︂
R

(︁
1 + |ξ|2

)︁s|ˆ︂u2(ξ)|2dξ = K∥u2∥2Hs(R).

Entonces usando el hecho de que Hs(R) es una álgebra para s > 1/2,

∥u2∥Hs(R) ≤ Ks∥u∥Hs(R)∥u∥Hs(R).

Aśı,
∥F (u)∥Hs(R) ≤ K∥u2∥Hs(R) ≤ K1∥u∥2Hs(R).

Finalmente observemos que

F (u)− F (v) =
β

2
A−1∂x(u

2)− β

2
A−1∂x(v

2) =
β

2
A−1∂x(u

2 − v2).

Por tanto, usando argumentos similares a los anteriores, tenemos que para s > 1/2,

∥F (u)− F (v)∥Hs(R) = |β|/2∥A−1[∂x(u
2 − v2)]∥Hs(R) ≤ K2∥u2 − v2∥Hs(R)

= K2∥(u− v)(u+ v)∥Hs(R) ≤ K2∥u− v∥Hs(R)∥u+ v∥Hs(R)

≤ K2∥u− v∥Hs(R)
(︁
∥u∥Hs(R) + ∥v∥Hs(R)

)︁
.

Luego, existe una constante K2 > 0 tal que

∥F (u)− F (v)∥Hs(R) ≤ K2∥u− v∥Hs(R)
(︁
∥u∥Hs(R) + ∥v∥Hs(R)

)︁
.

□✓

Teorema 4. Supongamos que s > 1/2. Entonces para todo u0 ∈ Hs(R) existe T > 0, que
depende solamente de ∥u0∥Hs(R), tal que el problema (3.1) - (3.2) tiene una única solución
que satisface

u ∈ C([0, T ],Hs(R)).

Además, para todo 0 < T ′ < T existe una vecindad V de u0 en Hs(R) tal que la corres-
pondencia ũ0 → ũ(·) que asocia a ũ0 la solución ũ(·) de las ecuaciones (3.1) y (3.2) con la
condición inicial ũ0, es una función Lipschitz de V en C([0, T ′], Hs(R)).

Demostración. Dado T > 0, definamos el espacio

Xs(T ) = C
(︁
[0, T ],Hs(R)

)︁
,
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equipado con la norma dada por

∥u∥Xs(T ) := máx
t∈[0,T ]

∥u(t, ·)∥Hs(R).

Ahora, sea BR(T ) la bola cerrada de radio R centrada en el origen del espacio Xs(T ), esto
es

BR(T ) = {u ∈ Xs(T ) : ∥u∥Xs(T ) ≤ R}.

Fijado u0 ∈ Hs(R) definimos el operador

Ψ
(︁
u(t)

)︁
= S(t)(u0)−

∫︂ t

0

S(t− τ)F (u(τ)) dτ, con u ∈ Xs(T ).

Mostremos que la correspondencia u(t) → Ψ
(︁
u(t)

)︁
env́ıa a BR(T ) en śı misma y es una

contracción si R y T son escogidos adecuadamente. En efecto, si t ∈ [0, T ] y u ∈ BR(T ),
entonces usando los lemas 1 y 2 tenemos que

∥Ψ
(︁
u(t)

)︁
∥Hs(R) ≤ ∥S(t)(u0)∥Hs(R) +

⃓⃓⃓⃓⃓⃓ ∫︂ t

0

S(t− τ)(F (u(τ))) dτ
⃓⃓⃓⃓⃓⃓
Hs(R)

≤ K∥u0∥Hs(R) +

∫︂ t

0

∥S(t− τ)F (u(τ))∥Hs(R) dτ

≤ K∥u0∥Hs(R) +K

∫︂ t

0

∥F (u(τ))∥Hs(R) dτ

≤ K∥u0∥Hs(R) +KK1

∫︂ t

0

∥u(τ)∥2Hs(R) dτ

≤ K∥u0∥Hs(R) +KK1T∥u(t)∥2Xs(T ) ≤ K∥u0∥Hs(R) +KK1TR
2.

Escogiendo R = 2K∥u0∥Hs(R) y T > 0 tal que

4K2K1T∥u0∥Hs(R) ≤ 1, (3.7)

obtenemos que

∥Ψ(u(t))∥Hs(R) ≤ K∥u0∥Hs(R)(1 + 4K2K1T∥u0∥Hs(R))

≤ 2K∥u0∥Hs(R) = R.

De manera que Ψ aplica BR(T ) en śı misma. Probemos ahora que Ψ es una contracción. Si
u1, u2 ∈ BR(T ), entonces de la definición de Ψ tenemos que

Ψ(u1(t))−Ψ(u2(t)) = −
∫︂ t

0

S(t− τ)(F (u1(τ))− F (u2)(τ)) dτ.

9
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Entonces, usando el ı́tem 2 del lema 2 vemos que para todo t ∈ [0, T ],

∥Ψ(u1(t))−Ψ(u2(t))∥Hs(R)

=
⃓⃓⃓⃓⃓⃓ ∫︂ t

0

S(t− τ)(F (u1(τ))− F (u2)(τ)) dτ
⃓⃓⃓⃓⃓⃓
Hs(R)

≤ K

∫︂ t

0

∥F (u1(τ))− F (u2(τ))∥Hs(R) dτ

≤ KK2

∫︂ t

0

∥u1(τ)− u2(τ)∥Hs(R)(∥u1(τ)∥Hs(R) + ∥u2(τ)∥Hs(R)) dτ

≤ KK2∥u1 − u2∥Xs(T )

∫︂ t

0

(∥u1(τ)∥Hs(R) + ∥u2(τ)∥Hs(R)) dτ

≤ KK2∥u1 − u2∥Xs(T )

∫︂ t

0

(∥u1∥Xs(T ) + ∥u2∥Xs(T )) dτ

≤ 2KK2RT∥u1 − u2∥Xs(T ) = 4K2K2T∥u0∥Hs(R)∥u1 − u2∥Xs(T ).

Ahora, escojamos T lo suficientemente pequeño para que se cumpla (3.7) y además se cumpla
que

4K2K2T∥u0∥Hs(R) ≤
1

2
. (3.8)

De donde concluimos que

∥Ψ(u1(t))−Ψ(u2(t))∥Xs(T ) ≤
1

2
∥u1 − u2∥Xs(T ).

Aśı Ψ es una contracción y por tanto, usando el teorema de punto fijo de Banach tenemos
que existe un único punto fijo u de Ψ en BR(T ), el cual es una solución de la ecuación
integral

u(t) = Ψ(u(t)) = S(t)(u0)−
∫︂ t

0

S(t− τ)F (u(τ)) dτ. (3.9)

Notemos que si u es solución de esta ecuación integral, entonces satisface el problema (3.1)
- (3.2).

La unicidad de la solución es consecuencia del siguiente argumento. Sean U(t) = u(t),˜︁U(t) = ˜︁u(t) dos soluciones de la ecuación (3.9) con condición inicial U0 = u0 y ˜︁U0 = ˜︁u0,
tales que

U, ˜︁U ∈ C([0, T ],Hs(R)).

Entonces, si t ∈ [0, T ] tenemos que

∥U(t)− ˜︁U(t)∥Hs(R) = ∥u(t)− ˜︁u(t)∥Hs(R)

≤ K∥U0 − ˜︁U0∥Hs(R)

+KK2

∫︂ t

0

∥u(τ)− ˜︁u(τ)∥Hs(R)(∥u(τ)∥Hs(R) + ∥˜︁u(τ)∥Hs(R)) dτ

≤ K∥U0 − ˜︁U0∥Hs(R) + 2KK2N

∫︂ t

0

∥U(τ)− ˜︁U(τ)∥Hs(R) dτ,

donde asumimos que

∥U∥Xs(T ), ∥˜︁U∥Xs(T ) ≤ N.

10
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Entonces, tomando K3 = 2KK2 y usando la desigualdad de Gronwall7, tenemos que para
todo t ∈ [0, T ′] se satisface que

∥U(t)− ˜︁U(t)∥Hs(R) ≤ KeK3NT ∥U0 − ˜︁U0∥Hs(R). (3.10)

Ahora si U0 = ˜︁U0 entonces concluimos que ∥U − ˜︁U∥Xs(T ) = 0; aśı U = ˜︁U lo cual implica la
unicidad de la solución en el espacio Xs(T ). Por tanto, de la discusión de la existencia de
soluciones para el problema (3.1) - (3.2), para u0 ∈ Hs(R), tenemos garantizada la existencia
de un tiempo T para la solución asociada, caracterizada por las desigualdades (3.7)-(3.8).

Para 0 < T ′ < T definamos

V = {˜︁U0 ∈ Hs(R) : ∥˜︁U0 − U0∥Hs(R) < ϵ},

con ϵ =
(︂

1
T ′ − 1

T

)︂
ϵ′ y 0 < ϵ′ < mı́n{ 1

4K2K1
, 1
8K2K2

}. Notemos que si ˜︁U0 ∈ V,

∥˜︁U0∥Hs(R) ≤ ∥˜︁U0 − U0∥Hs(R) + ∥U0∥Hs(R) ≤ ϵ+ ∥U0∥Hs(R). (3.11)

Por tanto tenemos que

4K2K1∥˜︁U0∥Hs(R)T
′ ≤ 1, 8K2K2∥˜︁U0∥Hs(R)T

′ ≤ 1. (3.12)

En efecto, usando (3.7) tenemos que

4K2K1∥˜︁U0∥Hs(R) ≤ 4K2K1(ϵ+ ∥U0∥Hs(R))

≤ 4K2K1

(︂ 1

T ′ −
1

T

)︂
ϵ′ + 4K2K1∥U0∥Hs(R)

≤
[︂
4K2K1

(︂ 1

T ′ −
1

T

)︂
ϵ′ +

1

T

]︂
<

1

T ′ .

Similarmente usando (3.8),

8K2K2∥˜︁U0∥Hs(R) ≤ 8K2K2(ϵ+ ∥U0∥Hs(R))

≤ 8K2K2

(︂ 1

T ′ −
1

T

)︂
ϵ′ + 8K2K2∥U0∥Hs(R)

≤
[︂
8K2K1

(︂ 1

T ′ −
1

T

)︂
ϵ′ +

1

T

]︂
<

1

T ′ .

Entonces de (3.12) concluimos que para cualquier ˜︁U0 ∈ V existe una única solución ˜︁U(t) ∈
C([0, T ′], Hs) de la ecuación (3.7) que satisface la condición inicial ˜︁U0. Además ˜︁U ∈ BR(T

′)

con R = 2K∥˜︁U0∥Hs(R). Entonces usando (3.10) para ˜︁U0,˜︂W0 ∈ V con soluciones asociadas ˜︁U
y ˜︂W respectivamente, tenemos que

∥˜︁U∥Xs(T ) + ∥˜︂W∥Xs(T ) ≤ 2K(∥˜︁U0∥Hs(R) + ∥˜︂W0∥Hs(R))

≤ 4K(ϵ+ ∥U0∥Hs(R))

≤ 4K
[︂ 1

4K2K1

(︂ 1

T ′ −
1

T

)︂
+

1

4K2K1T

]︂
≤ 1

KK1T ′ .

Entonces usando (3.9) con N = (KK1T
′)−1 obtenemos que para todo t ∈ [0, T ′],

∥˜︁U(t)− ˜︂W (t)∥Hs(R) ≤ KeNK4T
′
∥˜︁U0 − ˜︂W0∥Hs(R) ≤ C∥˜︁U0 − ˜︂W0∥Hs(R),

con C = Ke2K2K
−1
1 . Aśı, la correspondencia ˜︁u0 → ˜︁u(·), que asocia a ˜︁u0 la solución de

(3.7) con la condición inicial (3.8) es una función Lipschitz de V en C([0, T ′], Hs(R)), y esto
completa la prueba. □✓

7Sean f : I ⊂ R → R y x0 ∈ I tales que, 0 ≤ f(x) ≤ A + B
∫︁ x
x0

f(s) ds para todo x ∈ I, con A,B ≥ 0.

Entonces f(x) ≤ AeB(x−x0).
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