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'TACION

matica se retroalimenta de sus propias teorias, pero ademas
de los resultados en algunas de sus ramas suele atravesar
inios de otras; por ejemplo, muchos de los resuitados del
en variable real se consiguen como aplicaciones del estudio

isis en variable compleja. En este orden de ideas, el
presenta sin demostracién formal sino mas bien como una
i6n légica, un resultado de la teoria de nimeros que se
e como un parto elemental de la teoria de grupos: es una
mosa identidad en la que solo intervienen maximos comdin
sores y que asombra por su “inutilidad”.

halgun lector acusioso, logre encontrar para la identidad
efc de estudio y que se muestra a continuacién algin fin prictico
ter algoritmico que hasta el momento no he encontrado.

que se persigue se puede escribir como:

n(a,b),ab)  (a,b
n,a)n,d)  (n,(a,
_'_a,a,b son nimeros naturales y (a,b) denota el maximo comin

sor de a y b con igual significado para las demds expresiones de
dentidad.



De hecho, a y b pueden ser nimeros enteros, por el contrario n s
obliga a ser un niimero natural. Se hace necesario recordar alguno
hechos fundamentales como los que se desglosan en seguida.

1. MAXIMO COMUN DIVISOR

Al dividir un entero a por un entero b no nulo, el proceso no
termina hasta encontrar un resto r mas pequeiio que el divisor
este algoritmo se resume en el siguiente teorema.

TEOREMA. Sia€Zy beZ", siempre existen enteros ¢ y r tale
que @ = bg +r donde ademéas 0 <r < b.

Es preciso anotar que en este articulo se omiten las demostraciones
pero en varias ocasiones se brindan sugerencias para efectuarlas o
invita a leerlas en algunos textos técmicos. Por ejemplo, par
demostrar el teorema formulado puede emplearse el hecho de que
todo entero no miltiplo de b estd comprendido entre dos miltiplo:
consecutivos de él. ’

Este teorema brinda como primera utilidad un algoritmo para
calcular el médximo comin divisor de dos enteros.

DEFINICION. 8Si a y b son dos enteros donde al menos uno de
ellos es diferente de cero, existe un dnico entero d que es el mayol
entre todos los divisores comunes a a y b y que se denota comc
d =(a,b) y se llama el méximo coman divisor de a y b. Si b fues
cero, se define (a,0) = a.

Ejemplo 1.
(8,4)=4; (12,9)=3; (7,8)=1

£H
Cuando el maximo comin divisor de los enteros a y b es uno, 3
dice que ellos son primos relativos o primos entre si.



son primos relativos; 25 y 36 son primos relativos. Dos
_enteros consecutivos son primos entre si, dos impares
cutivos también son primos entre &i.

o3,

ar el (1830, 750) es posible ver que:

- 11830 = 750(2) +330 y por ello (1830, 750) = (750, 330)

750 =330(2)+90 y por ello (1830, 750) = (330, 90)
330 = 90(3) +60 y por ello (1830, 750) = (90, 60)

90 = 60(1) + 30 y por ello (1830, 750) = (60, 30)
 60=30(2)+0 y en definitiva (1830, 750) = (30,0) = 30

proceso de hallar el maximo comin divisor estd expuesto en
MENTOS de Euclides y por supuesto, en forma geomé-

mo se generaliza asi:
y b enteros arbitrarios y no nulos, por divisiones sucesivas se

a=bg,+r1, 0<ry<bd
b=rigatry . 0<ry<ny
ry=Tq3+T7s 0<rg<ry
Tg=T3sqq+Ty 0<ry<rg (1)

- T3 =TpidntTm 0<Tp<Tp,

. Tay=Tadpiy+0

jue indica como (a,d) es igual al Gltimo resto mayor que cero en
ion de residuos ri>Ty;>7y>->r,>0 y viendo que
) = a, cualquiera que sea @ en Z, se tiene que

(@b)=(br)=(ryra) =" =(n1rn) = (rn0) = Tn.
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De las expresiones (1) se deduce que si d = (a,b), existen dos enteros
a y f tales que d = aa + bp.

En efecto, si (a,b) fuese igual a r,, la primera igualdad de (1)
asegura que r,=a+b(-¢g,); luego d=gqa+bf donde a=1 y
B =-q,

Si (a,b) fuese igual a r, se consigue:

ra=b-119;=b-(a+b(-q))g; = a(~q;) + (1 + ¢,9,)
y nuevamente d = aa +bf donde a=-g, y B =1+¢, El proceso
se reitera para los restos sucesivos ry, 14, ..., Ty

Para el ejemplo 3 se encuentra que

(1830, 750) = 1830(-9) + 750(22).
Es usual decir que el méximo comin divisor de a y b se escribe
como “combinacién lineal” de a y b.

2. FRACCIONES CONTINUAS Y MAXIMO COMUN DIVISOR.

El algoritmo de Euclides conduce a un importante método para
representar el cociente de dos enteros mediante una fraccion
compuesta. Basta considerar el grupo de igualdades (1):

La primera igualdad se escribe como % a0 +-51 q,-i-%, pero de

la segunda igualdad del mismo sistema es claro que: LY
r
;-b;- -,=3=q,+;1'- y por lo tanto: %=q,+ i
ﬁ gg+ ?
2

de la tercera igualdad se tiene % ='gy +;§ =g+ }— y por ello:
3
% g1+ _.__.l__

gz +
‘Ia+

s

Llevando este proceso hasta el fin se consigue



= 1
g % +q,+ i (2)

resion es el desarrollo del racional g en fraccién continua.
tar este tipo de designaciéon demasiado voluminosa para
fra '_6n continua se usan varias notaciones convencionales
cua.leu resalta por su sencillez la estructura:

_ g [911 433 g3y -+ 'iQn+]]:
01 en la que el punto y coma resalta la parte entera de la

cuerdo a la convencién de escritura, para la expresién (2) se

A=[1,8], §=13213, -B=[-31216]

Tva que para desarrollar % en una fraccién continua se aplica
8 niimeros a y b el algoritmo de Euclides, 168 cocientes
enidos en las divisiones sucesivas, son los elementos y en ese
en de la fraccién continua. Para el ejemplo 3 se obtiene que
=[2; 23,1, 2].

or ;o resultado que conecta aiin més el maximo comin divisor
los nimeros @ y b con las fracciones continuas y de caracter
fitmico, se demuesira en uno de los excelentes folletos de
Igacién Ilamados “lecciones populares de mateméticas”; el
tado algoritmico se describe asi: Si
f"‘ [93; 92, 93) -+ dn 41

: h fraccién continua

4 . lgs; 92: 931 --r Gl = §
sigue que av —bu = +(a,b).



Ejemplo 5.

Paara el ya tan mencionado ejemplo 3 se tiene que

189 -122,3,1,2
mientras que la fraccién [2; 2, 3, 1, 2] = ? de donde se encuentr
1830(9) - 750(22) = - 30
Para dos enteros consecutivos se tiene que %1= [1; 1] y con
[1]=1 se tiene que (n+1)(1)-n(1)=1 lo que asegura que d

enteros consecutivos son primos entre si, como se afirmé an
2n+1 o [1. n— y o
m-1" 5 "

Para dos enteros impares consecutivos se tiene: _
y la fraccién continua [1; n-1]= -,;E—l de donde se tiene
(an+1)(rn-1)-(2m-1)= -1 y por ello dos enteros impare
consecutivos siempre son primos entre si. Para dos nimeros pares
consecutivos 2n + 2 y 2n se encuentra que (22 + 2,2r) = 2.

La fltima parte del ejemplo 5 es solo un caso particular de-'_
propiedad general para el maximo comin divisor: (aa,ab) = afa,b)
Para el caso '

(2n+2,2m)=(2(n+1),2m)=2An+1L,R)=2-1=2

3. UNA REVISION DEL GRUPO CICLICO (Z,, +)

Aqui se mencionan algunos resultados de la teoria de grupos que s
requieren para establecer la identidad objeto de estudio.

3.1 El grupo (Z, +) es ciclico de orden infinito generado por 1 o
~1. Debe recordarse que todo grupo ciclico es abeliano.

Cada grupo (Z, +) estd generado al menos por la clase residu:
1 y posee orden n. EI grupo puede poseer méas generadores y el
efecto, cada clase a de Z, tal que (a,n) =1 es un generador de
grupo. Una demostracién de este hecho se sustenta en que |
clase 1 pertenece al subgrupo ciclico generado por a y que [

denota por (a). 4
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o subgrupo de un grupo ciclico es ciclico; por ejemplo los

rupos de (Z, +) y cualquier entero n genera el subgrupo
(nZ, +) = (n).

osee orden =, hecho que se denota o(Z,;)=n, y cada

mento genera un subgrupo ciclico. Esto significa que Z,
e un nimero finito de subgrupos ciclicos. Para el grupo

'+ ) se conoce el siguiente teorema sobre érdenes.

AA. Si s € Z,, s genera un subgrupo ciclico de Z, cuyo
es % donde d =(n,s). En simbolos esto significa que
2 De modo que si (n,s) =1 se tiene que o((s)) =n y
o :’ = 7, que es ina conclusion del paragrafo 3.1.

a Z,;, la clase residual 9 genera un subgrupo cuyo orden es
"‘(1%5“ 5. En efecto (9) = {9, 3, 12, 6, 0}.

a el grupo Z,, el producto de dos subgrupos ciclicos (a) y (b)
ine como (a)-(b) ={aa+b8/ a €Z, P €7} segin aritmé-
ular. Puede verse entonces que (a,b) € (a)-(b). Debido
3) -(b) = (b)- (a) se concluye que este producto es un
ciclico de Z, y para él no puede existir otro generador
a (a,b) es decir (a)-(b) = ((a,b)) hecho que se prueba
‘la misma definicién de producto de subgrupos.

mismo (@) N (b) es un subgrupo de Z, y puede
ostrarse con facilidad que (a) N (b) = (ﬁ%;

ario tener aqui a disposicién el siguiente resultado sobre
den de los subgrupos:

MA. Si H y K son subgrupos finitos de un grupo G de
nes o( H) y o(K) respectivamente, entonces:

ohi) = 225

o(HNK
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4. LA IDENTIDAD

Se estd ahora en libertad de escribir de manera deductiva el
resultado objeto de estudio en el presente articulo.

Suponga que (a) y (b) son dos subgrupos ciclicos de Z,; por el
pardgrafo 3.2, se tiene que o({a)) = (’—lﬂﬁ
El paragrafo 3.3 asegura que (a) N (b) = (ﬁ) y por lo tanto:

o((a)n (b)) = C (%) e (2)

Del teorema 3.4 se deduce, utilizando (2) que:

of(a) (b)) = o) ®)

Y como (a)-(b) = {(a,b)) se encuentra que

{9)=Gtem %

Conjugando las expresiones (3) y (4) que son iguales se concluye en
definitiva que:

(aB)ab) . (ad)
(n,a)(n,b) (n,(a,b))

Esta identidad que puede entenderse como una proporcién se puede

escribir de diferentes maneras e intentar encontrar sobre ellas un
beneficio algoritmico practico. La belleza de la identidad se en-
cuentra en que solo entrelaza maximos comunes divisores.




11

VOROBIOV N. N. Nimeros de Fibonacci. Edltorla.l Mir.
: Moocﬁ 1974.

BESKIN N. Fracciones Maravillosas. Editorial Mir. Mosci.

i naasIalr

URANT Rlcha.rd y Otm Qué es la Matemiﬂca ? Edlcm-



