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PRESENTACION

En el libro “Carnaval Matematico” de Martin Gardner, Alianza Editorial, 1984,
paginas 37 y 38, el autor recuerda una propuesta para contar los nameros racio-
nales del 16gico americano Sanders Peirce. Propuesta por demas, atractiva y cu-

riosa.

Durante una semana intentamos ahondar en las suspicacias de la propuesta sin
otra bibliog:rafia que nuestro entusiasmo. Disfrutamos de cada hallazao y nos
maravillamos de que en la sencillez de la misma aparecieran inmersas caracteris-
ticas insospechadas: hallamos su relacion con la serie de Fibonacci, observamos
su comportamiento que recuerda a los fractales, nos ayudamos de su relacion
con los nimeros de Farey y en fin, conjeturamos muchas cosas. El objetive era

construir una funcién biyectiva entre los naturales y los racionales.

A cuenta gotas fuimos encontrando mas relaciones que permitieron construir una
biyeccion entre los racionales contenidos en el intervalo [0, 1/2] y los naturales,
que presentamos en este uticulo, y aque puede extenderse facilmente a una in-

yeccion de Q sobre N.

Es posible que algunos lectores motivados por lo atractivo de la propuesta,
encuentren secretos de la misma que nos gustar{a conocer; muchos de los
hallazgos no aparecen en este articulo, por ser innecesarios en la construccién de

la funcion.



1. ANTECEDENTES

1.1

1.2

Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor establecio sus “terribles dinas-
tias”, segtin Luis Jorge Borges, de “mameros transfinitos” comocidos
alephs. En el escalon mas bajo se encuentra el cardinal de los enteros posi-
tivos N llamado aleph cero (Ry). Cualquier conjunto infinito que pueda po
nerse en correspondencia biunivoca com los nimeros naturales tiene com

cardinal a aleph cero.

La intuicién nos engafia facilmente. Entre dos enteros consecutivos es
describrir ‘al menos N, némeros racionales; por ejemplo, la
{*In € H} de X, elementos se ubica en el intervalo (0, 11 Ahora bien
ten R, intervalos cuyos extremos son enteros comsecutives, cada uno @
menos X, racionales, por ende existen al menos Ry- Ry = R3 racionales. §
se intaye, mayor que R,

e
Cantor logra demostrar que los racionales conforman una sucesion nurma
blemente infinita equivalente a la de los nameros naturales y con ello téel
mente que ltg = R, Cantor, simplemente, rotala con los naturales al 6
junto N x N siguiendo el camino sefialado por las flechas, consiguiendo
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la demostracién de numerabilidad de @ elaborada por Cantor, cada ra-
eda contado R, veces; el 1 por ejemplo, aparece cada vez en la dia-
NxN. ; Es posible contar cada racional una sola vez 7.

s la propuesta del logico americamo Charles Sanders Peirce (Co-
pers of Charles Sanders Peirce, Harvad University Press, 1933, pa-

do con las fracciones g ¥y * se suman los numeradores y denomina-

 por aparte para obtener la fraccion * que se coloca entre ellos asi:

O O

limos esta operacion con cada par de fracciones adyacentes situando la

- .-:j‘ entre ellas. En el segundo paso obtenemos la serie

ti114

00 fracciones crecen a nueve por idéntico procedimiento:

PR RICES N

resentacion de la serie es la siguiente:
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En cada paso, los digitos por encima de los vinculos repiten los digitos si-
tuados encima en el paso anterior 01, 011, 01121, ... y los digitos por debajo
de los vinculos son los mismos que los situados encima en el orden inverso;
en consecuencia dos fracciones cualesquiera equidistantes son mutuamente
inversas.

El problema de contar @ se reduce, por lo anterior, a contar sblamente las

fracciones propias ubicadas entre 0 y 1.

Los numeradores de las fracciones que van haciendo su aparicion en la serie
disefian la siguiente ala con la misma repeticién explicada en el pardgrafo
anterior:

Pasos
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3 ‘Los denominadores de estas fracciones son los mismos numeradores leidos en

_ -;ntido inverso. De esta manera dos nimeros equidistantes ¢ y b de un ren-
glén n de esta ala, leidos fraccionariamente como g 0 s determinan un ra-
~ cional que hace su aparicion en el paso n de la serie 2.1 que corresponde a la
~ propuesta de Peirce.

: Esta ala voelve a aparecer en el paragrafo 2.5.

ORDEN. Para dos fracciones positivas t y % tales que g<§ se tiene que

b<praci

~ hacen su aparicion ordénados de menor a mayor. Asi, cada racional hace su

~ aparicién una anica vez logrando en los pasos subsiguientes un caracter de

4 [RREDUCTIBILIDAD. Dos enteros n y m son primos entre si si y solo si
~ existen enteros ¢ y £ para los cuales ne + mf = 1.

&-t y i son tales que ad — be = -1- entonces (e + e -0+ de= ~1vy
alb+ d)— b(a + ¢y = —1, hechos que se comprueban con un simple calculo.

‘Esto es cierto en el paso 1; entonces la afirmacion es vialida para toda la
tabla, lo cual comprueba que todas las fracciones de esta construccion son
irreductibles.

- En resumen cada racional aparece una sola vez y en su forma fraccionaria
- mas simple, de modo que al ir cerrando las grietas podemos contar a las

fracciones tomandolas por su orden de aparicion.

I

'f'- DE SIMETRIA En un paso m tres fracciones consecutivas t i—t% ﬁ
o +

'.I 3
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generan racionales de la forma ;—&H—: Y H—I—%—f que equidistan

respecto de i—t-c‘ y son tales gque si se suman sus numeradores y deno-
+

minadores “generan” precisamente %c‘__ Entonces, cada racional que hace

su aparicion puede tomarse como eje de simetria en la ramificaciébn de la

serie. Los elementos p conforman la siguiente ala:

Pasos .

m 1

(m+i] 1 2

=57 + 2 2 3

m+3] 1 2 3 3 4 5 5 ¢

R B4 ol 3148 sads 058 alrostal Bob B8 oBasflas iy Pgnd

Los elementos a son los mismos leidos en sentido inverso siendo cada racio-
nal que aparece engendrado a partir de la terna p y q elementos equidis-
tantes de un renglon de esta ala. Por ejemplo, la terna é ; le aparece en
el paso m =5 si tomamos p=3 y q =7 que equidistan en el renglon 5 se
conforma el racional % = i-g que aparece cuatro renglones mas abajo

aue %, es decir en el noveno paso de la serie correspondiente a la propuesta.

Queda demostrado como al tomar una terna consecutiva de la serie y conti-
nuarla, los elementos p ¥y q siempre conforman las mismas alas lo que nos

recuerda la teoria de los fractales.

Es facil deducir un algoritmo de construccion de estas alas, basta con obser-
var que:

2.6.1 Cada renglon duplica en elementos al anterior

© 2.6.2 La primera mitad de un nuevo renglon es el mismo anterior

2.6.3 La primera mitad de la segunda mitad de un renglén se forma con las

sumas equidistantes, iniciando los extremos, de los elementos del
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~ renglén anterior.

264 La segunda mitad es la misma de la parte 2.6.3 leida en sentido in-
Verso.

ol

i En el paso n-ésimo de la propuesta, aparecen todas las posibles fracciones
de la forma § 7.

Hemos escrito varios renglones y comprobado que en ellos se cumple. Esto
es ninguna demostracién, simplemente es una observacion. Talvez un
cucioso lector del articulo elabore una prueba definitiva de esta conjetura.

CANDO UN A

paso dos de la serie aparece como “eje” de :imctria*; las fracciones
sucesivas de la serie que equidistan do*mdthfomat Lb"" que
e sumar }. hecho que permite reducir el problema de enumerar @ sim-
plemente contando los racionales que aparecen en el intervalo (0, 1/21. La
presentacion de esta “nueva” serie es como sigue

il A N
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Aqui, cada columna esta conformada por racionales con idéentico numerador
¢ vy denominador perteneciente a la progresion aritmética b + ne siendo n un

natural.

Por ejemplo la octava columna que encabeza * posee como denominadores los
elementos de la secuencia {7 +3nin€ H} S {7, 2813, 16; = } Cada colum-
na posee R, elementos.

De ahora en adelante llamaremos senerador a cada fraccion r entre 0 y * que

encabece una columna en la nueva presentacion de la serie.

Exceptuando g que aparece en el paso 1, todo otro generador es mayor que %
de modo aue un racional r s 0 es generador si y solo si %{ r< * i En aue
renglén hace su aparicion cada r 7.

3.1.1 Generador de una fraccion

Elegida la fraccion % puede ocurrir que %(% en cuyo casp MO es un oenera-

dor. Como & < b existe un anico natural n tal que 2 ¢4 {%; tal n esta
3 "b—=ne

dado por la expresién [b/a — 2] donde los corchetes corresponden 2 la fun-

cién “parte entera”. La fraccidén % hace su aparicién n renglones mas abajo

que su generador ﬁ—ﬁ Por ejemplo, para la fraccion 535- se consigue

n =29 y su generador es ﬁs—jﬁi =%, %apuece en el renglon §; de hecho

g% lo hace en el renglon 34.

Los generadores r se construyen a partir de la terna consecutiva % } i que

aparece en el paso m = 4.

De acuerdo a lo anterior, sir:%yr<%. g=;-:5"—_—H o si r)gu

tiene f" ;—H_—E—-} donde # y ¢ son elementos equidistantes de un ren-
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gléon x del ala 2.2. Esto significa que el generador r =-§ hace su aparicion

en el renglon x + 4 de la serie 3.1.

Probemos que p y ¢ se determinan biunivocamente a partir de % En efecto:
si %«( g se consigue que p = 2b —5a y ¢ = 3¢ — b y ademas como existen en-
teros a y @ tales que e + 38 = 1 es cierto que (a + 38)? + (2a + 58)p=11lo
que indica como p y ¢ son primos entre si, esto es, *;-aparm en la serie. Si
%)ése halla que p =52 —2b y ¢ = b — 2¢ y ademas

(a+20)p+(2a+58)¢ =1sisa+df=1

Algoritmo para ubicar el renglon

Los paragrafos 2.2, 2.5 y 3.1.1 disefian el siguiente algoritmo:

Dado el fraccionario % ton ¢ y b primos entre si y siendo 0 s%g%, para
ubicar el renglén donde aparece % se procede asi:

3.3.1 Se halla el generador de % colocando ¢, =¢ y b, =b—ne donde

n = [b/¢ — 2] segan 3.1.1.
] ¢
3.3.2 Para el generador Fi’ si F’t <§ ponemos p = 2b1 — 5¢1 Yas= 351 - 2b1
1 i
a
b4 sif}%se coloca ¢ = 5;1—2.51 Ya =01—2¢1 segan 3.2.
1

3.3.3 Ubicamos el renglén = de la tabla 2.2 donde el par p, ¢ se encuentran
equidistantes. El racional % aparece en el renglén n+ x 4 4 de la ta-
bla 3.1.

3.3.4 El proceso se puede reiterar tomando el racional (%_u -'%l) sipgqd
(% 0 2—;1] en caso contrario.

EJEMPLOS

3.4.1 Ubiquemos el rengloén en el que aparece I?Z Paraél, n=[b/a =2 =10
lo que equivale a decir que este racional es generador. como ﬁ’; (!
se encuentra que p =7 y ¢ = 19 y por ende i'i% aparece cuatro renalo-
nes mas abajo de donde lo hace el radional 115
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Nuevamente % < f; (i y para &l se halla p = 3, ¢ = 2 lo cual significa
que: fi aparece cuatro renglones mas abajo de donde lo hace § o §; g
aparece en el renglon 3; 1'[6 lo hace en el 7 y por ende -H; en el 11.

3.4.2 ; Bn qué renglén aparece '1‘6 ¥

Aqui ocurre que & <4 Por 3.3.1 se consigue n = 1 y su generador es
;. Como i es mayor que § se consigne por 3.3.2, p = ¢ =1 de donde
g =1." Asi que & hace s aparicién en el renglén 6 =1+1+4 dela
tabla 3.1.

El racional & aparece en el renglon 8, Tgﬁﬁ lo bace en el 62, i% en
el renglén 7 ¥y g en el octavo.

3.5 UBICACION DE LA COLUMNA

En el pardgrafo 2.4 vimos como dos fracciones vecinas 5 y ﬁ en cualquier

paso de la serie son tales que ¢ -d+1=0-¢.

Conocido ¢l renglén en el que aparece una fraccién 5 su vecino a izquierda f
(dtnotumos f %), se conoce al resolver la congruencia ¢-z = — 1(mddc)

que posee unica solucién ya que & y ¢ son primos entre si, para el caso
dz+1

Eotye o
El vecino a izquierda %- de % aparece en el paso anterior al que lo hace % 8i

? aparece por vez primera en la columna m en el siguiente lo hace en la co-

lumna 2m — 1 y p renglones mas abajo se ubica en la columna 2PMm—1) + 1.

En cada renglén los elementos que hacen su aparicion ocupan lugares pares
mientras los que ya han logrado cardcter de permanencia lo hacen en
columnas impares, ademas cada racional estd ubicado en la columna donde
hace la aparicién su generador.
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Para ubicar la columna de la serie 3.1 en la que se
¢l generador r-gqu hace su aparicion en el renglon n se

de como sigue:
(3
. vecino a izquierda de 3=
ame $ 3
camos el renglén n, donde mtm;l
1
s el proceso de hallar vecino a izquierda hasta encontrar
: e
~un vecino ;¥ de un renglén », en una columna conocida m,. Con
)

ello, construimos una cola de vecinos a izquierda como sigue:

¢ T e e
A
n, Rpy Bpg - b " "
m, m_ M., .. m, m m

jaro que n, <n,_y <...<ny<my<ny aue al final de la cola queda
cida la columna m_, con este valor nos dirigimos a conocer m haciendo:

=2 "r(m’ - 1)+ 2

m, = 3Rp-3 = ﬂrl(m'_l - 1) p 2

L m =20 '“'(mm ~1)+2

m = 2" "{m-1)+2

' - La cola de vecinos queda asi:
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4 5
Racional % % 15 5
Renalon 3 5 6 7
Columna 2 m, my m

Con esto se consigue: m, =252 —1) +2 =6, my = 2(6 —1) +2 =12
y m=2(12 —1) + 2 = 24, lo gue asegura como f—a hace su aparicion
en la columna 24.

% aparece en la columna 52 del octavo paso

i% aparece en la columna 14.330 del paso 26.

4. LA ENUMERACION

4.1 Es facil ahora, asignar a cada racional % entre 0 y % un @nico namero natu-

ral por su orden de aparecion en la serie, asi:

Gl

EERSEEESRN ST T L L

L¥-1

d ¢ 3 4 b 4 bbb rEINE e NS

I 2°3 @& 8§ 6§ 5 i+t 80 13 IV 1I0 =18 a7

Se deduce que al racional r que aparece en el renglon n 2 2 y en la columna

m se le rotula con el natural

s=2"“3;1+?

Por ejemplo 1% aparece en el renglén € y columna 8 y por tanto queda con-
tado con el nataral s = 263 +l-+§- 13; iﬁ aparece en el renglon 14 co-
lumna 12 y por ende le corresponde el natural 2055; al racional T&& le co-
rresponde el nataral 8395774.
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ANDO A LA INVERSA
i

,ntnral n, para encontrar el racional que se cuenta con &I, se proce-

calcula el natural p tal que 222 ¢n—1¢ art

ama m =n— (273 4 1)

El racional 7 entre 0 v 4 aue ocupa el lugar n por orden de aparicion
en el renglon p + 1 y columna 2m.

acional buscado esta entre los racionales que en el renglon ante-
» ocupan los lugares m y m+ 1. el proceso se reitera hasta en-
trar dos vecinos conocidos y se contruye con ellos el racional to-

do siempre el que ocupa lugar par.

onal le corresponde el namero 1000 7.
buscado aparece en el renglon 12, columna 974, lo construyen los
ue en el renglon 11 ocupan las columnas 487 y 488, estos aparecen
 que en el renglon 10 ocupan los lugares 244 y 245 ...

50 se resume en el siguiente cuadro

Columnas Racionales
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Oty % ;51 79552 iifss
122 123

1) 244 245 -ﬁm ﬁfm

i 487 488 ﬁm am

iz 974 iﬁi;ﬁm

Con los subindices hemos indicado la columna en que se ubican los ra
nales en cada renglon. Con el ejemplo se ilustra como el racional -}1“ hao

su aparicion en el lugar 1000.
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