Los ndimeros primos

Hernin Alberto Escobar

los nameros es la disciplina matematica que se ocupa de las propie-
bs nameros enteros positivos o también denominados nameros natu-

culo nos pronemos abordar muy sucintamente un aspecto estudiado
eoria de los nameros en lo concerniente a los nameros primos. En reali-
pa es bastante amplio y denso y es practicamente imposible describir
ilo todo lo que se ha descubierto y la extensa literatura que sobre
existe hoy en dia. El interés radica en mostrar algunas curiosidades,
muy particulares y ademéis problemas planteados por ilustres mate-
a lo largo de la historia.

¥ b son nfimeros enteros y a 0, se dice que a divide a b 6 a es divisor
f ‘se denota 2|b en caso de que exista un entero ¢, de modo que
a-c. De este modo es claro que 3|12 puesto que 3-[§] = 12, es decir
4. Del mismo modo 3|-18 ya que 3-[Cf]= —18 o seac= -6

ice que un entero p > 1 es primo, en caso de que los nicos divisores
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positivos de p sean p y 1 Asi por ejlemplo los nameros 2. 3, L R i T 8
19, son primos; en tanto que los numeros -2, —1, 0, 4, 6, 8, 3, no

lo son.

3) Sin>1 es un entero positivo, el cnal no es primo, entonces diremos que ey

es un namero compuesto.

Las signientes preguntas son obvias y se desprenden de las anteriores definicio-

nes:

i) . Existe alo@in mecanismo o férmula para obtener todos los nameros primos,
partiendo del hecho de que 2 es el primero, 3 el sequndo ?

ii) . Cuantos numeros primos hay 7.

iii) . Existe algan mecanismo para determinar s1 un numero dado es primo o
compuesto ?

iv) . Dado un entero positivo x, cuantos primos existen tales que p £ x 7

Estas son apenas alounas preguntas, diriamos inciales, acerca de los nAmeros
primos. Al finalizar este articulo mencionaremos algunos problemas, no resuel-

tos, hasta hoy, concernientes a los nameros primos.

Es necesario, antes de intentar responder a estas preguntas, establecer unos re-

sultados (sin demostracion) muy importantes.

TEOREMA 1. Cada nimero n € Zt, n > 1 es primo o producto de primos (com-

puesto).
TEOREMA 2. (Teorema fundamental de la aritmeética). Si n » 1 es entero, en-
tonces o n es primo o se puede expresar como producto de primos de una anica

manera.

TROREMA 3 Existe un numero infinito de primos
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prueba de este dltimo teorema se la puede realizar por reduccién al absurdo,
es decir suponer en principio que existe un namero finito de primos.

orema 3 da respuesta a la pregunta ii). Pero ; como se puede determinar si
sero dado es primc o no, y ademas, cuales son los numeros primos ?,
la fecha nadie ha podido resolver estas preguntas adecuadamente. Con la
a de computadores se ha investigado la primacidad de un namero entero.
a 1971, el primo mas orande era 22977 _ 1. Gin embargo David Slowinsli
ero de 1983 desoubrié que 286243 _ 1 s primo, cuya expansion decimal con-
ene 26962 cifras !,

o ar del trabajo arduo de brillantes matematicos durante varios siglos de tra-

ajo, nadie ha encontrado soluciones a la primera y cuarta preguntas. Para na-
ros pequeiios, la cxiba de Eratostenes es atil para determinar los primos me-
es que un namero dado, por ejemplo 150

CRIBA DE ERATOSTENES

4+ B ¢ [@ & 9 10 [{1 12 [3] 14 15 16
20 21 22 [23] 24 25 26 27 28 [23] 30
3¢ 35 36 [37 38 39 40 [4i] 42 [43] 44 45 46
49 50 61 52 ([B3] 54 55 56 57 58 60 [E1]
64 65 66 [67] 68 69 70 [ 72 [@B] M wm 7%
80 81 82 [B3] 84 985 86 87 88 [B3] 90 91
94 95 96 98 99 100 102 104 105 106
110 111 112 114 115 116 117 118 [{i8) 120 121
124 125 126 128 129 130 [131] 132 133 134 135 136
; 140 141 142 143 144 145 146 147 148 150

- de 150 existen 35 nameros primos.

on de la tabla es asi: El entero 2 es primo, y los maltiplos de 2 no



36
lo son, por lo tanto tachamos 4, 6, 8, * gtc. También 3 es primo y los malt-
plos de 3 no lo son, de modo que estos altimos son descartados. Continuamos el
proceso con los primos 5, 7 ¥ 11 y no tomamos el 13 por cuanto su cuadrado 163
es evidentemente compuesto y se sale del limite de 150 previamente impuesto.
De este modo los nimeros que quedan sin tachar son primos (Los hemos encerra-

do en un rectangulo).

Naturalmente que la elaboracién de una tabla de primos menores que un namero
mas grande, digamos 3821911, empleando la metodolog'ia de la elaboracion de la

criba de Eratostenes resulta poco practica.

Ahora bien, resulta curioso observar que cuando se estudia una lista de primos
“parece” que ocurriera que estos se vuelven cada vez més “escasos”. Examine-

mos unos ejemplos:

Namero de primos entre:
1 y 1000 — 168
1000 y 2000 — 135
2000 y 3000 — 127
3000 y 4000 — 120
4000 y 5000 — 113

Una tabla que daba la lista de todos los niimeros primos menores que 10 millo-
nes (10°000.000) fue publicada en 1914 por el matematico americano D. N.
Lehmer. Existen exactamente 664573 primos menores que 10 millones, o sea
aproximadamente el 6.5%. Mas recientemente, D. H. Lehmer (hijo de D. N. Leh-
mer) al finalizar los afios cincuenta calculd el total de primos menores que 10
mil millones; hay exactamente 456052512 ntmeros primos o seal el 4.5% aproxi-

madamente.

Un examen detallado de una table de primos pone de manifiesto que se hallan

distribnidos de una manera muy irregular Por ejemplo el primo 370261 va se-
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_, de 111 compuestos. No existe primo alguno entre 20831323 y 20831533.

stes de terminar este aparte, es curioso hacer notar que las tablas muestran
damente primos consecutivos talss como 3 y 5; 101 y 103 que como puede
se difieren tan solo en dos unidades. Tales primos se los conoce como Eri-
aemelos Hay exactamente 1000 pares de estos nimeros por debajo de
y unos 8000 por debajo de 1'000.000. El par mis grande conocido hasta
76-31%9 _ 1 y 76 -31%% 4 1 descubiertos por Williams y Zarnke.

ariegos de la escuela de Pitigoras definieron los miameros perfectos como
s que tienen la propiedad de que la suma de sus divisores positivos pro-
reproduce el mismo ntmero (excluyéndose asi mismo). Por ejemplo
=1+4+2+43 y 28=1+2+4+4+4+7+4+14 son perfectos. Los cinco primeros
ectos pares son 6, 28, 496, 8128 y 33550336

n el libro IX, Euclides demuestra que todo namero par es perfecto si tiene la

22 =122 — 1)

Los niameros de la forma 27 —1 en donde p es primo se llaman nameros de Mer-
me en homor al fraile fransciscano Marin Mersenne quien inicid la busaueda
de primos con esta ley de formacion. Con cada namero primo de Mersenne hay
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isociado un namero perfecto, de ahi la importancia de su estudio. Mersenne
afirmé aque para valores de p iguales a 2, 3, §, 7, 13, 17, 31, 67, 127 y 257 los
enteros 22 ~1 son primos. En 1750 Euler demostrd que Mersenne se habia eani-
vocado en p =67 y p = 257 y aue debia haber incluido en su lista valores de p
iguales a 19, 61, 89, 107.

A pesar del error de Mersenne, estos primos todavia llevan sa nombre y la bas-
queda de tales primos agn continda. Si hay infinitos primos de Mersenne ha-
brin infinitos nameros perfectos; pero este es un problema gque aan no tiene

solueion.

El mayor primo de Mersenne conocido hasta 1983 es 206243 _ 4 que como ya lo
mencionamos anteriormente fue descubierto por Slowinski en ese afio. Con este

namero esta asociado el 28% namero perfecto par:

(2352‘!3 - 1) 2“243

GENERACION DE NUMEROS PRIMOS

Pierre de Fermat (1601 — 1665) gran matematico francés gque incursiond en teoria
de nmeros primos, creyd haber descubierto una funcion o formula que generaba

solo nameros primos. La funcion definida como
zﬂ
f(n)=2 +1; nﬂn: 1! 2! s, ST

genera primos paran=0, 1, 2, 3 y 4. Ante la evidencia de los primeros casos,
Fermat murié convencido de que f(n) es siempre primo. Sin embargo Euler de-
mostro en 1732 que £(5) es compuesto puesto que 2% 11 es divisible por 641.
En efecto

292 41 = 6494967297 = (641)(6700417)
Mas alla de £(5) no se han hallado otros primos de Fermat. Se ha probado que

para 5 < n € 16 cada numero de Fermat f(n) es compuesto
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Xpresion que genera numeros primos fue propuesta por Euler en 1742. La

f(x) = x? —x + 41

da valores primos para x =10, 1, 2, , 40, pero para cuando x = 41 el resultado
s un namero compuesto.

o> $18

polinomio x* — 79x + 1601 proporciona nameros primos para x =0, 1, 2, . .,

9. Para x=80 el resultado es un niamero compuesto.

-. na de tales formulas simples puede dar un nimero primo para cada valor
t, aunque se utilicen potencias superiores. De hecho, Christian Goldbach
—1764), en 1572 probo que ningan polinomio en x con coeficientes enteros
e dar primo para todo x, e incluso para x suficientemente arande.

Los resultados anteriores ilustran la irregularidad de la distribucion de los nu-
eros primos. Tal como lo mencionamos anteriormente, da la impresion de que

medida que se avanza en una tabla de primos, estos se presentan cada vez mas

e los maematicos mas conocidos a través de la historia como son Carl F.
55 (1777 — 1855) y Adrien Marie Legendre (1752 — 1833), trataron en el siglo
de encontrar una funcion f(x), que aan si no fuera igual a =(x) para cada
or lo menos aproximara a x(x) cuando x — o, en donde %(x) es la cantidad
‘nameros primos p tales que 2 < p  x. Legendre conjeturc que

#0) = oo

ia esta propiedad, es decir que

Jim, f3 =1
f(:)-‘[:&

(Gauss y Legendre independientemente conjeturaron que
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f(x) = T:%_f

resultaria la funcién deseada. La siguiente tabla nos proporciona una idea de lo

razonable de los anteriores planteamientos.

:
v e ﬁx_: 4nx-1.08336 _Ilz%% :_:%x'
1000| 168 145 172 178 1.16
10000 1229 1086 1231 1246 1.13
10000 9592 8686 9588 9630 1.10
1000000 78498 7238 78543 78628 1.08
10000000| 664579 620421 665138 664918 1.07

Examinando la tabla para x £ 10%, Gauss y Lesendre propusieron independiente-

mente que el cociente

x(x)
x/inx

era proximo a 1 cuando x — ®. Aunque intentaron demostrar esta afirmacion,
no tuvieron éxito. El primer resultado importante en esa direccion se debe al
matematico ruso Chevyschev quien demostrd en 1850 que para valores grandes
de x, la siguiente expresion es valida

9
033 dax < MR < L0 s

Sin embarao no fue capaz de demostrar que el limite era 1.

Después de los fracasos de varios matematicos, incluyendo a Riemannm, final-
mente en 1896 J. Hadamard y C.J. de la Vallée Poussin probaron independiente-
mente uno de los problemas mas notables de la historia de las matematicas: el
teoreme de los nimeros primos, el cual, evidentemente, reivindico a Gauss y a
Legendre.
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{A DE LOS NUMEROS PRIMOS

Jim ;(%)"1' donde “‘”TE‘;‘

JRAS Y CURIOSIDADDES DE LOS NUMEROS PRIMOS

s las conjeturas referentes a nimeros primos han sido resueltas tan exi-

nse las siguientes igualdades:
10=743 60 =37 +13 12=5+7

24 =1747 148 =174131
b conjeturd en 1742 que todo entero par n > 4 se podria escribir como la
dos primos. Le pidio a Euler que la probara o la negara. Sin embargo
yasd y asi todos los mateméticos desde entonces, hasta nuestros dias.

! |

ara esti sin decidir hasta hoy, aunque en los altimos afios se han
: algunos progresos que indican que la conjetura es probablemente ver-
aunque no se ha encontrado una prueba con rigor matematico que deter-
wvalidez de la misma. No obstante, la conjetura de Goldbach ha sido
pada utilizando el computador para todo nimero menor que 33 x 105, Es
ha establecido que cada nfimero par n tal que 6 < n < 33 x 10° no solo se

como la suma de dos nameros primos sino como la suma de dos

mpares distintos.

realizados por ilustres matematicos tendientes a demostrar la con-
‘de Goldbach han permitido el descubrimiento de otras propiedades y cu-
des propias de los nimeros primos. En este sentido, el matemitico sovié-
I establecié que cada entero mayor que e®16-09% g¢ puede escri-
no la suma de no u_l\s de cuatro primos y en 1937 mostrd que a partir de

1, todo namero impar es la suma de tres primos, siempre que n sea sufi-
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cientemente grande. Este altimo resultado es verdadero para todo namero impar
15 d
a3, hecho que constituye hoy por hoy la evidencia de que efectivamente la
conjetura de Goldbach es verdadera. Sin embargo nadie ha podido demostrar la

afirmacion de Goldbach a partir de la de Vinoaradov.

Para terminar, mencionaremos algunos problemas no resmeltos hasta hoy aque

involacran nameros primos:

1) i Existe un ndmero par n > 2 que no sea la suma de dos primos 7.

2) ; Existe una infinidad de primos gemelos 7.

3) ¢ Existe una infinidad de primos de Mersenne 7.

4) i Existe una infinidad de numeros de Mersenne compuestos 7.

§) i Existe una infinidad de primos cuyos digitos en base 10 sean todos uno ?
(Existen ejemplos: 11 y 11111111111111111111111).
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