Automorfimos y la Funcién de Euler

Fernando Soto Aareda

ion de Euler w:N— N aplica a cada namero natural n en el namero

mos relativos con él no mayores que n—1.

ta funcién posee un comportamiento extrafio. Si p es un nimero primo

p—1, si n es compuesto y n-rri-r:’-.“ -r:" es su descomposi-

en factores primos se halla que (O(R)wn(i—-};](i—ﬂ...(l—*:).
r ejemplo:  (f) = 2, w(8) =4, e(10) =4,  ©(12) =4,

@(20) = 8, w(23) =22, (26) =12, (28) =12,
w(31) = 30, w(33) = 20, w(63) = 36, wi(65) = 48.

nes de cada n bajo la funcidn de Euler se consiguen usando este
algoritmo y resultan impredecibles. He encontrado que infinitos
naturales @(n) poseen menor grado de impredecibilidad ya que se

fecto: si s € Ny m € N ocurre que

Hlom -1 ¥ ¥lomsn)

ejemplo: 3 | | | 101

Ry - , 5 )
23 -1) " e(3¥+1) e -1) @(2% +1)

para comprobar este resultado de la teoria de nameros atraviesa
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La fancién de Euler posee caracter multiplicativo ya que wle - b) = wla) - @(®)
La funcién de Euler pertenece a las funciones de N en N que preservan la es-
tructura de semigrupo (N, -), sinembargo debe restringirse el dominio a
N—{1} ya que @(1) =0 y se ha tomado N= {1, 2, 3, ...}. ¥ es un endo-

morfismo de la estructara (N, -).

ENDOMORFISMOS. Una funcion £:(G, «) = (G, -) se llama homomorfismo
entre los: monoides (G,» vy (G, -) si para cada e €G, DPEG
f(a =b) = fla) - £(b).

Cuando las dos estructuras son semigrupos con identidad e y & respectiva-
mente y siendo £(G) = {f(g) lg€ G} y 7Y@ = {z €8x = g} es fhcil
demostrar como (f‘”"(‘&'), -) es subsemigrupo de (G, =).

Para un semigrupo con identidad (G, =, e) ¢l conjunto U(G) conformado por
todos los elementos inversibles de la estructura construyen el grupo
(U(G), =).

Cuando (@,=) = (G, -) cada homomorfismo se llama endomorfismo.
End(G, =) = {f: GGl es homomorfismo}. La estructara (End(g, =), o) es
an semigrupo con identidad y por lo expuesto anteriormente sus elementos
inversibles. U(End(G,=)) conforma el grupo de los automorfismos de (G, =)
(Ant(G, =), o).

1.4.1 Por ejemplo, la estructura (N, 4 ) posee saricter ciclico y su generador es

1 Sus endomorfismos se construyen con solo sefialar la imagen de 1.
En efecto, si £(1) =4 con & €N, £(2) = f{1 +1) = f(1) + (1) = 2£(1) = 2a,
£(3) = £(2) 4 (1) = 26(1) + £(1) = 2¢ +a = Ja y en general f(n) = na. Se

observa como f(n+m) =(n+ma=ne+mae = f(n) + f(m).

Esto demuestra como los anicos endomorfismo posibles en (N, +) son de la
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forma £, (1) = n, es decir f_(a) = ne para todo ¢ €N y cada natural » de-
fine un endomorfismo. Al tomar f_ y f_ en End(N, +) vemos como

(¢, 0f )a)=f__(a) para todo ¢ EN.

Lé dos altimos resultados demuestran como la aplicacion

a: (N, -)—r(Bnd(H‘ +) e] tal que o(n) = f_

“plica que n=m, g es biyeccion. g se llama isomorfimo entre las estructu-
ras; se dice que ellas son isomorfas y se escribe (N, -) & (End(N, +), o).
fh general (G,«) & (G, -) si existe un homumoﬁ'ismo biyectivo entre ellas.

Dos estructuras isomorfas son indistinguibles entre si, salvo por el nombre
sus elementos. Por ejemplo, el isomorfismo entre (N,-) ¥

+ ), o) asegura como el unico elemento inversible en (End(N, +), ¢)
g(1) = f, que no es otra que la funcion idéntica.

eralizamos aqni el ejemplo del paraarafo 1.4.1. Los grupos ciclicos (G, =),
.{.’l: EG,r€ Z}, facilitan la construccion de endomorfismos; para el
0 cada uno de ellos se obtiene con solo definir la imagen de un generador

End(G, %) = {f,: GG I, () =" mE 2

j-'. facil demostrar que los fu, m € 2 son los unicos endomorfismos posibles
en un grupo ciclico (G, =).

Son conocidos los sionientes hechos: todo arupo ciclico infinito es isomorfo a
. +), todo arupo ciclico finito de orden n es isomorfo a (Z, +) todo sub-
‘arapo de (Z, + ) es de la forma (nZ, + ) con n € N, asi que:
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fl'ﬂ 3 fﬂ 5 fmn

51 G es infinito fm =f,siysolosim=n

2.3 851G es finito de orden u; Pm = fn siempre que m = nu.

i1

Ianal que en el ejemplo 1.4.1 encontramos que
End(Z, +) 0|8 @ -) ¥ (Autc, +), oM (-1,13, -)
v (End@, +), 0|8 @, ) v (A, +) o )n @@, -)

Recordemos que %(Zn] es el conjunto de todos los primos relativos con n
menores que &l y por lo tanto el namero u orden de los auntomorfismos de
(Z,, +) esta dado por w(n). Es vilido que ¢ € WZ,) ssi a = 1(Méd n).

EL TEOREMA DE LAGRANGE

Simplemente mencionamos este fabuloso resultado de la teoria de grapos. Si
(G,#) es un arupo finito de orden n y (H, +) es subarupo de G de orden m;

entonces m es un divisor de n.

EL RESULTADO

Resulta obvio como m* = 1(Méd(m® — 1)), como m* y m* —1 son primos
entre si y por ende m y m —1 también. De modo aue m € W2, _ )y
por ende la funcién f (2) =ma para cada ¢ € 2,5 _y define sobre
(Z,¢ _4» + ) un antomorfismo.

f" es un antomorfismo de orden s. Asi, ol subgrupo generado por f -
((F,), 0) de (Aut(lm: —yp + o) tiene exactamente s elementos.

En efecto fi()=m'e=a para cada o€ &2 1 ¥ wm
m = I(Médlms _ 1) siendo s el menor entero positivo que loara esta con-

aruencia.
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omo el orden de Aut(Z s _ |, +) esta dado por el valor e(m’ —1) v utili-
¢l teorems de Laarange vemos como

¥ oo — 1)

aevamente m° = —1(Méd(m* +1) vy m y m’ +1 son primos entre si.
), ©) es subarupo de (Aut(z m 41 +), o) de orden 2s de donde se

nye que

”'w(m’ﬂ)

"j"- teniamos temor de asegurar como, por ejemplo el 17 divide az o ¥
ahora podemos decir que 17 divide a 0287~ 1), a w317 - 1), a
—1), etc, con la incertidambre de no conocer de antemano estos va-

ores de Enler.

gonocido que un natural p es primo si y solo si ¢(p) = ¢ —1. 51 supone-
jos que m° —1 es primo encontramos que @(m® — 1) = m® — 2 y de acuerdo
resultado desarrollado en este articulo vemos aue s | i . 7 hecesaria-

to demuestra como, si s o , entonces m’ —1 es un no primo, resui-
0 que se constituye en examen para primos. Del mismo modo se com-
eba que si 25/ ; entonces m® 41 no es primo.

i 22 lo que indica como 2% — 1 = 15 no es primo;
u‘, luego 65 no es primo;
41 g asi 67 41 = 27937 no es primo;

341217 y por ende 217 4 1 = 131073 tampoco es primo.
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Por el contrario, si # | gif 3 o 281 ' no pusde asegurarse que m-10
m® 4+ 1 sean primos, pero es mas probable que asi sea.
Por ejemplo: 31| i8.p TN 8% — 1 = 511 no es primo;

81,4 pero 2% + 1 = 65 no es primo;

16 Iza y 2841 es primo;

84 ¥ % 41 = 1297 también es primo.
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