- COMPORTAMIENTO DE LAS RAICES DEL
FPOLINOMIO DE TERCER GRADO

Edgar Osejo Rosero

,_;: ico del problesa utilizaremos conceptos y resultados elesentales del cdlculo
rencial. De paso mostraresos comso es posible un problema, en principio pura y
inte algebraico, resolverlo acudiendo a un circulo de ideas apareatesente

eno a la esencia misea del problesa.

PIX) =X* + Ak + BX + C

A;B y C reales. Se sabe que P(X) tiene tres raices: I, Isi, X2 una de las cuales
Yo ©s necesariamente real, quedando abierta la posibilidad de que las otras dos
raices o bien sean reales o complejas conjugadas.

El problesa consiste en determinar cuando estas posibilidades y sus variaciones
- .se realizan.
2. Solucitn algebraica

~ El problesa planteado tiene una solucion algebraica, que en lineas generales es
la siguiente (ver [1]). En primer lugar se demuestra que el polinomio
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P(X)=X3+ AX2 +BX +( aediante la transforaacion
A

§ sy = - (1)
3
se convierte en

aY) =V ¢+ pY + q (2)

o sea un polinomio gue no contiene el término cuadrado. En seguida para la
ecuacion
ay) =90 (3)

de la solucitn sediante de la forsula de Cardano, cuya gtilidad practica es
ainima, se deduce que la detersinacidn del tipo de raices estd ligada al
cosportaniento de la expresion:

a
l--h’-ﬂq"-lﬂl‘—*gl -

llasado discriminante de la ecuacién {2). Asit

1) 8i D < 0, la ecuacidn (3) tiene una raiz real y dos complejas conjugadas

2) 81 D = 0, la ecuacién tiene tres raices reales, dos de las cuales son iguales
entre si.

3) Si D> 0, la ecuacién tiene tres raices reales diferentes.

Solucitn con ayuda del calculo

Desde el punto de vista del cdlculo
PIX) =X+ A2+ BI+C
umfu:ihmtimmitmsmtimshulu los Grdenes en R y tal que
la PN =ty lis ME)=ce

hecho este dltiso que garantiza lo que del dlgebra es ya conocido: que P(X) tiene
cuando senos una raiz real Xo. Asi que PlXe) = 0.
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Ihtrl andlisis del problesa estd ligado al cosportamiento de los puntos esta-
‘cionarios de P(X). Coso es sabido (ver [2]), los puntos estaciosarios de P(I)
son las soluciones de la ecuacidnm:

PX)=31*+201+B=0

DBue se resuelve ficilaente. En efecto:

A+ /-5 4-/e-0
: y l:'*-—i'— 3

son los puntos estacionarios de P(I).

Se presentan los siguientes casos:

A -3=0 ]
de (3) se tiene i
Iy =lg=--
y de (&)
P
B=—
asi que

P(X) =302+ 20 + B
=317 ¢ 201 + W23
= L73I90® + GAX + A®)
= 1/3{3N + A)2
de donde,
P*(I) = 2(31 + A) Y Py} =0

lo que significa que I, es punto de inflexidn.
Adeais,

P Ul =620

o s2a que P(X) es creciente y tiene por tanto una sola raiz real k..
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Tenesos agui dos subcasos:
al) Xy =da= Ko =~ A3

lo gue corresponde al caso de una raiz real tripie que es evidentesente
punto de inflexidn.

Observesos en este caso que
P{Xa).P{)a) = 0

a2) ls=la?le
corresponde al caso de wna raiz real y dos cosplejas conjugadas.
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Observesos en este caso que
P{l).Pilg) = P(L, )2 2 0

NWARE-3B20 (8)
En este caso se tiene que I, y Xg son reales diferestes y adeals
PU(X) = &1 + 2R
de donde,
A+ /-3
P'II;I-S{——*—I——)*H-NP—R >0
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(= = -

"ll;]'iu——‘—atﬂidm £

correspondiendo 15 y I3 a siniso y sbuiso relatives de P(I) respectivaseste.
Se presentan los siguiestes subcasos:

bl) Plls).P(Xz) = 0
de donde,
Pl =0 & Pllg) =0

Supongasos que P(X,) = 0, puesto que P'(X) = 0 y P*(Xs) # 0, X, s raiz
doble. Si adesds P{lz) = 0 se tendria que X; tasbifo es raiz doble, lo
gue es isposible puesto que estariasos ante cuatro raires; asi que
P(Iz) # 0.

Siailarsente, si P(X2) = 0 se tendria P(X;) # 0 y este caso corresponde 2
una raiz real doble y una sisple.

/

§2) P(X:).P(Xa) € 0

Este caso significa que el sixime relative de la funcién P(Xz) > 0y el
siniso relative P{I;) € 0 y corresponde al caso de tres raices reales
diferentes.
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b3) P{X:).P(Xa) > 0

Este caso significa que P(X,) > Oy P(X2) > 0 & P(X) COyP(Xa) <O 0
sea que el adxiso y el siniso relativos estin en el amisso ssaiplano
superior o inferior, y corresponde al caso de una raiz real y dos comple-

jas conjugadas.

4 L

/]

c)AR®-3B<0

En este caso X; y Iz son complejas conjugadas y P(X) no tiene puntos estacio-
narios y es por tanto estrictasente creciente; correspondiendo al caso de una

raiz real y dos complejas conjugadas.

-/

Observeaos en este caso que Iy = I

PiXs).P(Xz) = P{R3).PLY;) = P1L;).P(X,) = ‘|?Il;l|’ 0
De otra parte se establece ques

W -MDLAC M-
P »— —" 22 -t
n 7

de donde I1aP(X,) # 0 y por tanto P(X,) ¢ 0 y se concluye que
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|PlXs)]® > 0
o lo que es lo aismo
P{Xs).P{Xz2) > 0
4, En resusen se ha establecido lo siguiente:
8i Xy y X2 son los puntos estacionarios de P(X) = X® + AX® + BX + [, entonces

1) 8i P{¥;).P{Xz) > 0, el polinomio tiene una raiz real y dos cosplejas conjuga-
das.

2) 8i P(Xy).P{X3) =0 y A® - 3B = 0, el polinosio tiene una raiz real triple.

3) 8i P(Xg).P(Xz) =0y A% -3B) 0, el polinomio tiene una raiz real doble y
otra tasbién real simple.

§) Bi P(X4).P(Xz) < 0, el polinomic tiene tres raices reales diferentes.

3. Cdlculo de P(¥a).P(Ka)

De 1o visto es clara la importancia del producto P(X;).P(X2) en la deterainacidn
del cosportasiento de las raices del polinomio P(X) y vale la pena calcularlo de

manera explicita.

Con el objeto de simplicar los cdlculos de la observacidn de (5) se tiene ques

o A+/AF-8 -A-/M-F B
. = T 5 -
- 3 3 3
ll{-I.n-—-

3
: 2 | AeE-W)|2 (A-E-W
ot s 'S B R

4A - bB
9
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N+ X2 = (Xg # X)X 4 X3 - Xola)

(% -6 B
"3 B;‘-EJ
18AB - 84
) 2

P(Xs).P(Xa) = (X; + AX: + BXy) (X3 + AXZ + Bz + C)
= (XaX2)3 + A(XX2)2(Xy + X2 + A) + “Ax:“f + x: + Al +X2) + B
+ C(X3 + Xa) + ACIX; + X3) # BC(X, + Xg) + C2
B* P24 B 4A - &B
2 — ¢ f.—(-—+AR)+D-|{
27 9 3 3

1BAB - BA? 4A - 6B 24
=4 0 ) + AC( ) + BC(- =) + (2
2 9 3

2A
+M+M-3—}+B}

4B S5A%B*  RAB®  4AZC
¢ — b — 4 (2
27 27 27 3

E m— -

En particular: cudndo el polinomio B(Y) = Y3 + pY + q tiene dos raices complejas
conjugadas y una real?

Para responder observemos que A =0, B=p, C =q y de acuerdo con el punta (3)
tendresos que la respuesta es

o lo que es lo miseo

que es equivalente a la condicidon D ¢ 0 dada en el punto 2.
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