DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA EN R°

Jairo Portilla O.

El1 empleo de vectores geométricos (para visualizar) y el de
vectores coordenados (para operar algebriicamente) tiene
‘gran importancia en la Geometria Analitica; pues con ellos
se facilita la deduccién de muchas férmulas como también la
obtencidn de las diferentes relaciones algebraicas que se
dan entre los lugares geométricos; tales como en rectas pa -
ralelas, perpendiculares, la distancia de un punto a una rec

ta, etc. Esto lo veremos por ejmplo, en el tema a tratarse.

NOTACION: Los vectores se escribiran en negrilla; asi M y
SQ el segmento rectilineo orientado con extremos

en los puntos S y Q.

Es conveniente tener presente algunas expresiones y relacio-

nes entre vectores, tales como:

- SQ = SR + RQ: método del triangulo
- X.Y : producto escalar entre los vectores X y Y

X x Y: producto vectorial entre X y Y.

| |X.Yl = IX| |Yl siysbélosi XI|Y (1)
X1lY siysblosi X.Y =0 (2)
X+ 7% = X%+ % s oxLY (3)

2 2. 2 _ 2
donde |X| es la norma de X.

Ahora, dada una recta L en el espacio con sus ecuaciones
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paramétricas, asi:

X + Ca

1
L: ¥=y;* tbh t « R

"
Il

Z=Zl+t(‘.

se tiene que Q(xl, ¥yo 21) es un punto y M= (a, b, c)
os un vector direccional de L, (M | L, M#0). Para un
punto dado R(h, k, r) en un sistema XYZO (rectangular),

ce denota la distancia de R a L asi: d(R, L).

Definicion.
d(R, L) = RS, donde S es el punto proyeccion de R

sobre L.

Segtn lo anterior, SQilM y por (1) se obtiene:

'sQ . M| = IsQlIMI = SQ M| 5  pero

SQ .M = (SR + RQ) .M = SR .M+ RQ .M = RQ. M
tn lo anterior, SR . M = 0 porque SRI1 M (ver 2)
Asi: IRQ . M| = SQIM[ o SQ = [RQ . M|/ [Ml

or otra parte, RS 1 SQ y seglin (3) se tiene:

2s + 52 = ksiZ+ 1sqf - IRQIZ &
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' gs2 + 502 = RQZ  de domde  RS® = RQ% - sq?
2 .2 2,
Reemplazando SQ: RS® = RQ" - |RQ . M| / IMI o
es? _ Rm® - kg . Mi% _ [RQx MI®
M| M2

La Gltima igualdad se justifica por (4).

Luego: RS = |RQ x M| / |M| y segin la definicion:
'd(R, L) = IRQx M|/ M- (*)
NoTA: M| = JaZ 4%+ 2

Cualquier punto P de L tiene como coordenadas P(x.y,z) o
P(x1 +ta, y, + th, z, + tc). donde t es un real cual -

quiera.

Ahora, RP = (xl + ta - h, y, + tb - k, zy + tc - r)

luego:
| i i k
RP x M = lx1+ta~°h yl+tb—k z tte-r =
l a b C ‘
|t j R
- g K 7 % | ta &b &
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i j k

= x,-h ylﬂk z-T = RQxM (W)

a b ! o
puesto que RQ = (xl—h, yl—k, zl—r); donde: 1 & (1, 0, Q)
j = {0! 1! O)I k = (O, O, 1).

En consecuencia, d(R, L) = RQ x M| / M)

Por otra parte, si M' es otro vector direccional de L,
entonces M = AM', donde -\ER* y en (%)

d(R, L) = RQx ( AM)I / IAM| — IAIRQ x M' [/ IAIM"
'RQ x M'l / IM"| .

Seglin los dos ultimos analisis, se saca como conclusion lo
siguiente: En igualdad (*) se puede reemplazar el punto

Q por cualquier otro punto P de la recta y/o el vector M
por cualquier otro vector direccional M' de L. En cual -
quier caso, la distancia del punto R a la recta L no

cambia.

Veamos otro aspecto, en lo anterior consideramos un caso
particular. Si X, = 0 =c =r, entonces la recta L como

el punto R estan en el plano cartesiano XY. Asi:
Q(xlt Yll 0); M= (ﬂ, b, ¢, 0)3 R(h, k, 0) ¥

x =X, +ta

L: y w:yy & tb De estas ecuaciones se obtiene:
z=0

L: bx-ay+ay;-bx, =0 & Ax +By +C =0 en XYO,

A=b, B=-a, C= ay, - bxl .
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Por otra parte se tiene:

i j k
RQ x M = xl—h yl—k 0 = (bxlﬂbh—ayl+ak): =
a b 0 (0,0,bxl—bh—ayl+ak)
. 2
Luego, IRQ x M| = /(bxl—bh—ayl+ak) =
= | bx-bh-ay, +ak | -
= | bh-ak+ay,-bx, | = [Ah+Bk+C|
Como IM| = Haz + b2 + 02 = JBZ + ﬂz = JAZ + B2
se tiene:
(R, L) = |BQx M|/ 1M = AR 2Bk

/F;2‘+ Bé‘

La cual es precisamente, la conocida férmula de la distan -

cia de un punto R(h, k) a una recta L: Ax + By + C = 0.

Para terminar, se plantea el ejemplo siguiente:

Sea X = -3 + 6t
Li g= 4 -2t y el punto R(7, -1, 4)
Zz = 5 4+ 3¢

El punto Q(-3, 4, 5) estA en Ly M= (6, -2, 3) es un vec

tor direccional de L.

Ahora, RQ = (-3-7, 4 + 1, 5-4) = (-10, 5, 1)



i ik
gan % |98 5 4| ~{BEEs (=30-6) j+ (20-30)k
6 -2 3 _ (7, 36, -10)
RQx M| = J17° + 1362 4 (-10)2 = [1.685

M| = /36 +4 + 3 = Ju9 = 7

Asi, 4R, L) = J/1.685/7.

Hallamos ahora otro punto de la recta.

Para t = 1, se tiene X = 3, y=2,2= 8; entonces
P(3, 2, 8) estaenL yRP= (3-7, 241, 8=4) = (-4, 3, 4)

i i k 1
RP x M = -4 3 4| = (948)i - (-12-24)] +(8-18)k
6 =2 3| = (7, 36, -10) = RQxM
fuesnces,, &Ry L) = (WP W]/ 1ML = /1.685 /7

Témese otro vector direccional M' de L y compruebe que

IRP x M'| / |M'| = /1.685 /7 .

Finalmente, cabe anotar que en (¥%), P es un punto cualquie
ra y Q un punto fijo en L, M un vector direccional y R un
punto arbitrario en el espacio. En consecuencia, esta
iguildad es la ecuacién de L, la cual se la puede reducir

i cemplazando R por Q asi:

QP xM = QxM = 0: ecuacidon de L que pasa por

Qv M"L
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5Era Q(-3, 4, 5), M= (6, -2, 3) se tiene que para todo
to P(x, y, z) de L, QP = (x+43, y-4, 2-5) y

| i ik
QP x M = [x43 y-4 z-5 , =0, ecuacion en determi -
|
6 -2 3 } nante de L.

De lo anterior, (3y + 2z - 22, -3x+6z-39, -2x-6y+18) = 0

de donde: 3y+2z = 22, x-2z = -13, =x+3y = 9.

De la segunda y tercera igualdad se obtiene la primera;

luego de las dos Gltimas: x+3 = 2(z - 5), x+3 = -3(y-4).

;o x+3 y -4 g3

6 -2 =

las cuales son las ecuaciones simétricas de L. Tgualando
"a un real t, se obtienen las ecuaciones paramétricas de la

recta, la cual se la consider6 en el ejemplo dado.

]
=



