ALBORITMO DE LA RAIZ CUADRADA

Luis Alfonso Erazo R.

do a la familiarizacion, desde temprana edad, con algunos algoritsos de la
tica, con el tieapo hesos olvidado recapacitar sobre la justificacitn de
Mis adn, con la popularizacidn de las calculadoras, hasta los algoritaos

51 mismos estdn siendo olvidados.

n el fin de invitar a los lectores a reflexionar sobre los algoritsos de la
I_v__t_il:l, presentasos la justificacidn para el de extraccién de la raiz cuadrada
nisero natural. Este tipo de reflexiones pueden ser Gtiles en el desempefio
‘1a docencia y en la cosprensién misma de los procesos o prograsas isplantados

las mdquinas calculadoras.

1. La diferencia de los cuadrados de dos ndmeros naturales consecuti-

5, es igual al duplo del menor sds uno.

sba. Sean a y a+l dos nimeros naturales consecutivos:
{at1)2 = a2 + 2a + 1
az = 2?
Diferenciat (a#1)2 - a2 = 2a + 1

__;-. acifn para a = 4:
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Un ndmero es cuadrado perfecto, cuando es el cuadrado de un ndsero

p 0 fraccionaria.



RAICES CUADRADAS

DEFINICION. Si un ndasero A es el cuadrado de un ndsero z, esto es si 22 = A, se
dice que z es la raiz cuadrada de A, y se escribe:
=/

Cuadrados no perfectos
Un ndsero enterc que no es cuadrado perfecto, no tiene raiz cuadrada exacta.

Dicho ndeero estd coaprendido entre dos cuadrados perfectos consecutivos, las
raices de éstos, son las raices cuadradas del ndsero propuesto por defecto y por

exceso, con menos de una unidad de aproximacién.
Ejeaplo. 60 estd coaprendido entre 49 y 64 que son cuadradas perfectos; o sea:
49 {60 < b4, 7¢Jo0 ¢ 8

La raiz cuadrada de 60 serd: 7 por defecto y 8 por exceso.

Raiz cuadrada por defecto
Sea N un ndsero natural no cuadrado perfecto. Llamaresos raiz cuadrada entera por
defecto (en menos de una unidad), al sayor ndsero natural n cuyo cuadrado esté

contenido en N.
La raiz cuadrada por defecto n, estd definida por las desigualdades:
N2,  0EN-n (¢l

Residuo
L14sase residuo de la raiz cuadrada por defecto, la diferencia N - a2 = r entre el

ndsero dado y el sayor cuadrado contenido en dicho nimero.
De esta definicion, segdn la proposicién 1, se tiene que
N=n?+r, donde r ¢(2n+1

o también,
N=n2+r, donde r

g
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Ilustracién para N = 32:

g

" i N=32

s n=3

] ! riz}
——gm=g-g==1 r{2x3+1 & r ¢ 25
T8 o8 o8

DESCRIPCION DEL ALGORITHO

TEOREMA. Si en la extraccidn de la raiz cuadrada, el residuo no excede al duplo

de la raiz, esta raiz es una raiz por defecto.

Demostracion. Sean: N un ndwero no cuadrado perfecto, a su raiz aproximada y

ré2a.
Se tiene: N=a%+r, N-a%¢2a
Por tanto: NSa2+2a, NC(a2+2atl]

Pero a2 es menor que N, por consiguiente:
a? (N (atl)?, dedonde a(/N<(atl
Lo que significa que a serd la raiz por defecto de N.

PROPOSICION 2. El ndmero de cifras de la raiz, es igual al ndmero de periodos de
dos cifras que se obtienen en el ndmero dado. El dltimo periodo a la izquierda

puede contener una sola cifra.

Sea el ndmero N = 9535128 dividido en 4 periodos de dos cifras, de derecha a

izquierdaj su raiz tendrd 4 cifras.

En efecto:
1.000.000 < 9.635.128 < 10.000.000
(1.000)2 < 9.635.128 < (10.000)2
1.000 ¢ /9.635.128 ¢ 10.000
La raiz siendo mayor que 1.000 y menor que 10.000, serd cuando ads 9.999 y tendrd

cuatro cifras.
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PRIMER CASD: La raiz tiene solo una cifra.
Basta determinar su raiz por inspeccibn o ensayo. Para N = 33, se tiene:
WONCHB, TMN<CE

La raiz cuadrada por defecto de 53, es 7.

SEGUNDO CASD: Lla raiz cuadrada tiene dos cifras.

a) Buscamos la cifra de las decenas de la raiz.

El ndsero de decenas de la raiz cuadrada por defecto de un ndmsero, es igual a

la raiz cuadrada por defecto de las centenas del ndmero.

En efector Sea N = 7906 que contiene 79 centenas. Representando por d la raiz

de 79, d serd el nimero de decenas de la raiz de 7906.
Por hipbtesis, se tiene:
(10d)? ¢ 7900 < [10(d+1)]?
ARadiendo 6 al segundo miembro, se tieme:
(10d)* < 7906

Como la diferencia entre 79 y (d+1)® es a lo menos 1, la diferencia entre 7906

y 102(d+1)? serd a lo menos 100; por consiguiente:
7906 < 102(d+1)2
Las desigualdades:

(10d)2 ¢ 7904 ¢ 102(d+1)2
10d < /7906 ¢ 10(d+1)

desuestran que el ndeero de decenas de la raiz es d. Entonces

N=(10d)% + ry, N-(10d)2=r, (1)
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5 la cifra de las unidades de la raiz.
a 10d + u, la raiz. Podemos escribir:

N=(10d +u)2tr, N = (10d)% + 2(10d)u + u* + r (2)

N> (10d)* + 2(10d)u

N - (10d)2 fa
2(10d) 10(2d)

Calculando el residuo parcial ry = N - (10d)2, se obtiene un limite superior
‘para el residuo de las unidades; para hallar u se divide ry por 10(2d), prisero
10 y el ndmero restante por 2d.

lluynal ahora el valor de u encontrado, restando 2(10d)u + u? del residuo
parcial ry. i la sustraccidn es posible, la cifra es adeisible; la raiz serd
- 10d +u, segin (2):

r =[N - (10d)%] - [2(10d)u + v?] (3)

- §i la sustraccién no es posible, se ensaya con u-1, u-2, ... hasta que la&
- operacidn sea adeisible.

4 Obsérvese que: 2(10d)u + u* = [2(10d)u + ulu, se encuentra duplicando la raiz
5 de las decenas, agregando u y el resultado multiplicindolo por u.

bn de las operaciones

=?:- alcular 1a raiz cuadrada de 790b.

uhl El ndeero tiene 79 centenas. Las decenas de la raiz son la raiz por defecto de

79, osead=8. El residuo parcial es

ra = N - (10d)2 = 7906 - (10x8)2 = 7906 - 6400 = 1506
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fa= 150 15 08

b) El residuo parcial ry = 1506 dividido por 10 da 150 y este ndmero se divide por
2d = 2xB = 16, 0 sea,

150 + 16 =9, dedonde u=9
Ensayamos si 9 es admisible:

r=[N- (10d)%] - [2(10d) + u]u
= 1,506 - [1460 + 9]9
= 1,506 - 1621 = negativo

Siendo r negativo, el valor de u = 9 no es adeisible. Por tanto ensayamos con
u = @.
r=[N- (10d)2] - [2(10d) + u]u
= 1.506 -~ [160 + B)B
= 1.506 - 1.384 = {42

7906 80 + B /79 06 | 88
~(80)% = - 4400 - b4

r{ = 1
-[2xB0 + 818 = - 1344

13 25
168x8 - 13 44 | 166x8
162 162

TERCER CASO. La raiz cuadrada tiene sds de dos cifras.

Calcular 1a raiz cuadrada de 538742. Como el ndsero tiene tres periodos: 53 87 42

la raiz tendrd tres cifras.
a) Buscamos la cifra de las centenas de la raiz.

El ndeero N = 538742 contiene 53 unidades de 10 mil. Representando por ¢ la
raiz de 33, ¢ serd el ndmero de centenas de la raiz de N.

La prueba se realiza en forma similar al ordinal a) del caso anterior. Entonces

N = (100c)2 + r2, rz = N - (100c)® (1
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b) Buscamos la cifra de las decenas de la raiz.
Sea 100c + 10d, la raiz cuadrada por defecto. Entonces

N = (100c + 10d)2 + r,
N = (100c)? + 2(100c)(10d) + (10d)? + r, (2)
de donde,
N ) (100c)® + 2(100c)(10d)
esto es,
M-t

2(100c)(10)  10[2(100¢)]

Calculando el residuo parcial rz = N - (100c)? se obtiene un limite superior
para el residuo de las decenas; para hallar d se divide ra por 10[2(100c)],
primero por 10 y el resto por 2(100c).

Ensayasos el valor encontrado para d, restando 2(100c)(10d) + (10d)* del
residuo parcial ra. Si la sustraccidn es posible, la cifra d es admisible. La
raiz sera 100c + 10d y el residuo, segdn (2):

ry = [N - (100c)®] - [2(100c) (10d) + (10d)2] (3)

Si 1la sustraccion no es posible, se ensaya con d-1, d-2, ..., hasta que la

operacidn sea admisible.

Obsérvese gue: 2(100c){10d) + (10d)2 = [2(100c) + 10d]10d; se encuentra
duplicando la raiz de las centenas, agregando 10d y multiplicando por 10d.

c) Buscamos la cifra de las unidades de la raiz.
Sea 100c + 10d + u, la raiz cuadrada por defecto. Entonces,

N =[100c + 10d + u)2 + r
= (100c)® + 2(100c)(10d) + (10d)% + 2(100c)u + 2(10d)u + u? + r
= (100c)? + 2(100c)(10d) + (10d)* + 2[100c + 10d]u + u® ¢ r (4)

de donde,
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N > (100c)? + 2(100c)(10d) + (10d)* + 2(100c + 10d)u

esto es,
= llﬂOcI‘] - [2(100c) (10d) + tlogl’ ra

u{ s
10[2(10c +d)] 10[2(10c +d)]

Calculando el residuo parcial ry se obtiene un limite superior para el residuo
de las unidades; para hallar u se divide ry por 10[2(10c + d)], primero por 10
y el nisero restante por 2(10c + d).

Ensayamos el valor encontrado para u, restando [2(100c + 10d) + ulu del residuo
parcial ry. Si la sustraccidn es posible, la cifra u es admisible. La raiz

serd 100c + 10d + u y el residuo r segin (4):

r= [N - (100c)2) - [2(100c)(10¢) + (104)2) - [2(100c + 10d)u + u?]
=1z - ry - [2100c + 10d) + ulu

Si 1la sustraccidn no es posible, se ensaya con u-1, u-2, ..., hasta que la

operacion sea admisible.

Obsérvese que: [2(100c + 10d) + u)u se encuentra duplicando la raiz cuadrada

hasta ahora obtenida, agregando u y el nimero resultante sultiplicdndolo por u.

Disposicién de las operaciones
Calcular la raiz cuadrada de 338742,

a) El ndsero tiene 53 unidades de 10 wil. Las centenas de la raiz por defecto de

53 es 7, o sea c = 7. El residuo parcial es

rz = N - (100c)® = 538742 - (700)*
= 538742 - 490000 = 48742

/538742 | 700 /5387421
-(700)2 = - 490000 | n;
48742 87

b) E1 residuo parcial ra dividido por 10 da 4874 y este nisero se divide por

2(100c) = 2(700) = 14005 o sea
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4874 % 1400 = 3, de donde d =3
Averiguamos si J es admisible:

ry = [N - (100c)*] - [2(100c) + 10d]10d
= 48742 - [1400 + 30130
= 48742 - 42900 = 3842

tm]’ !muz 700 + 30 fss 87 42|13

= #B? g}
-[2x700 + 30] 1430x30 -4 & 183:3
c) El residuo parcial r, = 5842 sividido por 10 da 584; este resultado se divide
por 2[10c +d] = 2(73) = 143 o sea,

384 146 =3, dedonde u=3

Averiguamos si 3 es admisible:

r= [N - (100c)*] - [2(100c){10d) + (10d)2] - [2(100c + 10d) + ulu
= 48742 - 42900 - [2(730) + 313
= 5842 - 4387 = 14353

/338742 | 730 + 3 /5387 42 | 733 _
-{700)2 = - 490000 - 49

fa = 2_ ‘ % ‘
~[2x700 + 30130 = - 42900 AR
s =
(2730 4313 = - 4369 | . § 14633
rs 4153 | 14 1

En forma suy abreviada, se acostuabra escribir:

Se e L 733
X AT
58 42 | 146313
153 :

Para raices cuadradas de ads de tres cifras, se deduce insediatasente la regla

general:
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1. Se divide el nimero en periodos de dos cifras, de derecha a izquierda; el
iltimo periodo puede constar de solo una cifra.

2. Se escribe en la raiz la mayor cifra cuyo cuadrado pueda restarse del primer
periodo de la izquierda.

3. A la derecha del residuo se escribe el periodo siguiente y se separa con un
punto la primera cifra de la derecha; se divide la parte de la izquierda por el
duplo de la cifra escrita en la raiz.

§. El cociente es la cifra siguiente de la raiz u otra cifra de senor valor; si el
producto de esta cifra por el duplo de la raiz hallada, puede restarse del
primer residuo parcial, la cifra ensayada es exacta; si no la disminuisos de

unidad en unidad hasta que la sustraccién sea posible.

J. S baja luego el siguiente periodo, se separa la dltima cifra, se divide 1la
parte izquierda por el duplo de la raiz para hallar la tercera cifra del

cociente; se comprueba su valor de manera semejante al paso anterior,

Se continda el proceso hasta terminar la operacidn.
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