LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN LA TEORIA
s DE LA DIFRACCION DE FRAUNHOFER

Daar Paredes Ch.

2 difraccion es un efecto caracteristico del fendmeno ondulatorio, ocurre ceando
porcion del frente de onda eaitido por una fuente es obstruido de alguna
ra, mediante 1a interposicién de un cuerpo cuyas dimensiones son comparables

la longitud de onda eaitida.

efectos de difraccidn tienen gran significancia cuando se trabaja con instru-
pntos Bpticos, ya que estos utilizan porciones del frente de onda incidente. Si
los defectos en un sistesa de lentes fueran eliminados, la nitidez final de
' imagen estaria limitada por la difracci6n. Para explicar en prisera aproxisa-
este fendmeno debesos utilizar el principio de Huygens-Fresnell, el cual

tablece que cada punto sin obstruccidn de un frente de onda, en un instante de

tiespo dado, sirve coso una fuente de onditas secundarias esféricas (de la eisma
frecuencia de la onda prisaria). La asplitud del campo dptico en cualquier punto
adelante, es 1a superposicitn de todas estas onditas (considerando sus amplitudes y
fases relativas).

De una manera ads amplia, podriamos decir que la difraccion éptica se puede apre-
ciar como si apareciera de la interaccion de ondas electromagnéticas con algin tipo
- de obstruccidn fisica.
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R Y FRESNELL

Imaginesos que tenemos un cuerpo opaco I que contiene una abertura pequeda ilumina-
da por ondas planas de una fuente puntual muy lejana 5. El plano donde observases
lo constituye una pantalla ¢ paralela y suy cercana a . Al incidir la luz sobre
la abertura, se proyecta sobre la pantalla una isagen de la abertura con unas
pequenias franjas formadas alrededor de su periferia. Si sovemos el plano de obser-
vacion alejdndolo de I la isagen de la abertura adquiere una sayor estructura (ads
definida) y las franjas son mds grandes y delineadas. Este fendmeno se conoce como
Difraccidn de Fresnell o de Campo Cercano.

Si movemos adn ads lejos el plano de observacién resulta un casbio continuo de las
franjas. A una gran distancia de I el patrén proyectado se habrd esparcido consi-
derablesente teniendo muy poco o nada de parecido con la abertura real; de ahi en
adelante el movisiento de ¢ cambia esencialaente sélo el tasmafo del patrén y no su
forsa, esta es la Difraccidn de Fraunhofer o de Caspo Lejano. Podriases volver de
esta parte a la difraccién de Fresnell disminuyendo la longitud de onda de la
radiacién incidente; si esta longitud de onda la diseinuisos de tal forsa que la
acercasos a cero, las franjas desaparecerian y en el limite la imagen tosard la
forsa de la abertura comso lo predice la 6ptica geométrica.

De otra parte si la fuente puntual se moviera ahora hacia I, las ondas no serian
planas sino esféricas, las cuales incidirian sobre la abertura produciendo un
patrén de Fresnell adn en un plano de observacién distante. Existen otros crite-
rios para distinguir entre difraccion de Fraunhofer y Fresnell, los cuales mo
mencionaresos por el mosento ya que no es el propbsito del presente articulo.

Un montaje experimental practico para obtener la difraccién de Fraunhofer donde la
fuente y la pantalla de observacitn estdn muy alejadas se logra usando el arreglo
sostrado en la Fig. 1, con la condicién de que el plano de la fuente yel de la
pantalla de observacién sean planos conjugados.

Estudiaresos esta difraccidn debido a sus importantes consideraciones practicas y a
su sisplicidad.
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TRANSFORMADA DE FOURIER

fbordaremos rdpida y brevemente aquellas definiciones y propiedades de las series e

integrales de Fourier para la aplicacién que es objeto del presente articulo.

) Representacién de una funcién periddica por una serie de Fourier. Toda funcién
peritdica f(x) puede ser representada por una susa de funciones sinusoidales de
periodos T, /2, T/3, ...

ft:l=a.fa.:ns?-:—xfhmz;*hcm!hffhmzz—:f*...*

2ux 2ux
"‘I.:“ll"'i." *II..I-IGIIT*." “.’

| Como f(x) es una funcidn peritdica, los valores para los coeficientes a, y b,

~ vienen dados por:

' 2 2unx 2 2unx

an = - | t{x).cos— dx, ba = - [ f(x).sen— dx (2)
1 T T 1

;il Representacién de una funcidn cualguiera por una integral de Fourier. Transfor-

sada de Fourier.

Cuando la funcitn mo admite periodicidad se puede llevar a T hasta el =, el
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intervalo fundasental se obtiene indefinidamente y se podrd representar una
funcién no periddica. Planteando p = n/T se escribird:

+a

alp) = [‘f[xl.cnsl’m dx;  bip) = [ fix).senZupx dx

- -=

flx) = 2 ] [llll.l:uhn + b{nl.mhu:]dy (3
0

Las amplitudes a(p) y b(p) fijan la importancia de tal o cual frecuencia (y es
la fecuencia si x es el tiempo) en la representacion de f(x).

Por analogia con el problesa de la descomposicion de la luz compleja (blanca) en
componentes monocromdticas, se dice que el conjunto {al{p), blg)} representa el
"espectro® de la funcién f(x).

En el cdlculo de fendmenos relacionados con la dptica, el espleo de notaciones
cosplejas es mds prictico. Por tanto, las funciones trigonosétricas de las fér-
sulas anteriores deben ser reeaplazadas por los valores expresados en las fér-
sulas de Euler. Es decir:

*e
olp) = l f(x).e42wx gy = a(y) + ib{p)

-

o

9(-p) '] fix).e=42wex dy = 3(p) - ibip)
variando convenientesente la frecuencia p desde -» a +s. Podremos finalsente
escribirs

ra

9lp) = [ 1(x) et2=e~ gy, t(x) = Fill-l""'" dp )

-

Las dos ecuaciones definen La Iransforsada de Fourier; ellas juegan papeles
sisétricos. Una de las funciones es el espectro de la otra.

Los resultados pueden ser generalizados al caso de funciones de dos variables Xy
y vy la transforasada de Fourier se escribird:
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't"ﬂ' = l[ f!x’vl..th(pl + ) dI"
(3)
flxy) = ” glp, 7). e-t2=tmn + wv) dudy

DIFRACCION DE FRAUNHOFER POR UNA
ABERTURA GENERAL

Consideresos una abertura de cualquier forma en el plano xy. La direccidn de la
pantalla se puede especificar por los cosenos directores (a, B), los cuales estdn
forsados por los cosenos de los dngulos entre la direccidn que definen y los ejes

de coordenadas.

Fig. 2

Considerareaos adeads una fuente puntual sonocromdtica S, muy alejada, con el fin

de que el frente de onda que incide perpendicularmente a la abertura sea plano.

Sea 0 el origen de coordenadas y @, un punto general en la abertura.

Desde los puntos 0 y @, salen dos rayos paralelos y sea 0@° la perpendicular

trazada desde el rayo Q hasta el rayo 0,

Los cosenos directores (a,B) son los cosenos de los dngulos formados con los ejes

x,y respectivamente por lps rayos considerados.
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La distancia desde 0 al punto distante P es ads corta que desde 0 por 0B'. De la
Fig. 2:
00° = ax + Py (6)

(00" es la susa de las proyecciones de los vectores cosponentes sobre el rayoe 0).

s
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B e elia

Fig. 3

En otras palabras, la contribucidn desde @ en la direccién de P, especificada por
los cosenos directores se adelanta en fase en comparacion con la del origen 0, en
la cantidad

Vi | Vil

— 08" = = (ax + By) (7)

i #
Podriamos considerar que tanto la amplitud como la fase de las ondas difractadas
son invariantes en la abertura, sin eabargo este no es necesariasente el caso; por
ejemplo: si en la abertura colocamos un sistesa Gptico cualquiera, si se quiere un
vidrio de forea irregular, el caspo esanado por cada drea elemental del misso
diferird relativamente en fase y amplitud con otras. Rsi, existird una absorcidn
no uniforse, e igualsente una diferencia en la longitud de camino dptico que
dependerd de la posicidn a través del vidrio, lo cual afectard la distribucién en

el caspo difractado.

Las variaciones de la amplitud como de la fase se pueden condensar en una cantidad
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Alx,y) = Aolx,y) .et®*¥) (8)

funcién es conocida coso la funcién pupila. La amplitud del campo sobre la
tura viene descrita por Ao mientras que la variacitn de la fase de punto a

unto estd dada por e*®!*:v?,

lo tanto si consideramos un elesento de drea dxdy en x,y, este contribuird a la
aaplitud en el punto P en la cantidad Rolx,y)dxdy pero girada en la fase (desfasa-
a) en la cantidad 2u/p (ax + By) debido a la diferencia 0B’ de casifo dptico.

l,.)

Por otra parte, si expresamos la susa de todas las contribuciones a la amplitud,
correspondientes a todas las cosponentes de drea elesental, sediante una integral

doble escrita mds generalmente asi:
Ell, I] = ” ﬂ“’ﬂ.!“hilﬂllcn - ""ﬂld’f ‘9,

Definiendo las frecuencias espaciales asiz (2u/p)a = Koy  (20/p)B = K, el campo

" difractado puede escribirse como:

E(Kay Ky) = ll A(x,y).edt%=> = % v)dxdy (10)

-
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Es importante ver que los limites sobre la integral pueden extenderse desde -e a +»
porque la funcién pupila es diferente de cero dnicamente sobre la region de la
abertura. Con esto hemos llegado al punto sds importante; como se constata, la

ecuacibn (10) es idéntica a la transforsada de Fourier en dos disensiones (5).

La distribucién del campo en el patron de difraccién de Fraunhofer es la transfor-
mada de Fourier de la distribucion de caspo sobre la abertura (es decir la funcidn
pupila). Sisbélicamente podemos escribir asi:

E[Kll Ky) = F{A(x, y)} {11)

La distribucién del campo en el plano imagen es el espectro de las frecuencias
espaciales de la funcién pupila. En otras palabras, cada mancha de luz que aparece
en el patrén de difraccién significa la presencia de una componente de frecuencia

espacial particular en la sintesis de la funcitn pupila.

La transforsada inversa de Fourier es:

Alxyy) = I‘ E(Kay Ky).em8tkam o &, magy dK, (12)

0 sea
Alx, y) = FPH{E(K., Ky)} (13)

De una manera mds general podemos decir que si conocesos una cierta reparticion
cospleja dada por el objetivo, podesos sediante la transforsada de Fourier (11)
conocer la estructura del fendmeno de difraccion en P 6 si conocesos la estructura
del fenbaeno de difraccién podemos conocer la distribucién de amplitud compleja en
el objetivo y por tanto el frente de onda que le did origen, mediante la transfor-

mada inversa (13).

Refiriéndonos a la ecuacién (13) podesos inferir que entre mds localizada esté la
seial, ®ds ancha serd su transforsada; o sea, entre mds pequera sea la abertura

difractora ads grande serd el ancho angular del haz difractado.




la ayuda de la ecuaci6n (10), podemos encontrar la figura de difraccion de

campo lejano asociado a una abertura rectangular siaple.

Fig. 5

Consideresos la configuracion mostrada en la Fig. 5. Una onda plana sonocrosdtica
dose en la direccidn z incide en la pantalla difractora (abertura). Segdn
principio de Huygens-Fresnell, cada elesento de drea d5 = dxdy se puede
tonsiderar como cubierto de fuentes puntuales coherentes secundarias, es decir que

d5 emite una onda esférica.

8i €, es la potencia de la fuente por unidad de &rea (intensidad). Suponiéndola
constante sobre la abertura completa.

De sanera que:

€, para -a/2 & x ¢ a/l -b/2 ¢y £ b/2
Alx, y) = I . 1 :

| 0 en otro case

tanto el campo difractado vendrd dado por:

arsR
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E(Ka, Ky) = ] r €,.00 (K% ¢ K ¥idydy (14)
-n/2

/2




e [ [hnom]

-arl2 -8/2

1 arz | b/2
ks, Ky) = € [ esen s
" -arz iky -./2
Utilizando las féreulas de Euler:
'll - .-1'
seny = ———
21

resulta:

|
E(K“ "] = €, [i_:..t.lt,.i.fll - '-l‘gtl!‘l]l i-i..{.l(,{ll:l - .-l(rlllllll 'i
L Y

2 2
e, [— sen(Ke(a/2)] — m[r,mzn]
Ky K

14

1 i
escribiendo — = a :
K. K.la/2)

Entonces,

sen(K.(a/2)] sen[K,(b/2)
[K.(a/2)] [K,(b/2)]

E(Ku, Ky) = € ab

donde ab es el drea de la abertura.
E(Ky, K,) = € ab senc[K.(a/2)] senclK,(b/2)] (13
|
lo cual nos expresa la distribucién de amplitud del campo difractado por una

abertura rectangular.

LA RENDLIA UNICA

La rendija énica la constituye una rendija rectangular con una de sus dimensiones
suy grande (infinita en el limite). De tal manera que de lo visto anteriorsente
tenesos para la distribucidn de amplitud en el patrén de difraccidn :



Ev(P,8) = A L e** sencl(P) lie. [L'sencl” (@)]

|
!

Es conocido que
lra
lis ([L'sencl’ ()] = lie l‘ el®vdy = 2ué(0)
g=-re k=)= -2
E luego:

Ev(P,0) = 2 x A L e** sencl(P) §(Q)

| De aqui se observa, que el patron de difraccion estd compuesto por una serie de
| franjas luminosas definidas por sencl(P) en la direccién P, pero suy angostas

{funcitn Delta de Dirac) en la direccibn 8.

Por la razén anterior, es posible reducir este caso a un caso de difraccion de
Fraunhofer unidisensional por una rendija dnica por sedio del siguiente procedi-

siento:

1 el ] e
Er = ;; l E(P,0) d@ = A L e** sencl(P) [ 6(@) d@

-

Por definicién el valor de la integral en la expresion anterior es la unidad y

Ey(P) = A L e** sencl(P)
de donde,

1y(P) = &% L® senc2I'(P)
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