EL GRUPO DE LAS TRANSFORMACIONES DEL TRIANGULO EQUILATERO

Erdulfo Ortega Patiio

Cuando se hace la presentacidn del concepto de grupo, uno
de los pocos ejemplos concretos que se mencionan es el deno-

minado grupo de las simetrias del tridngulo equilétero; pe-

ro tal referencia solo se reduce a construir la tabla de
Cayley para verificar los respectivos axiomas. En este ar-
ticulo me propongo mostrar como este sencillo ejemplo se
- puede aprovechar mucho mis, especialmente para ilustrar

 los conceptos principales de la Teoria de Grupos Finitos.

" El1 grupo de las simetrias del tridngulo equilatero, denota-

do D3 o 83, es el caso particular mas simple de la fami-
lia de los grupos de las simetrias de un poligono regular

de n lados denominados grupos dihédricos o dihedrales:
Dn' (n z 3).

Podemos interpretar las simetrias de una figura como trans-
formaciones sobre si mismas. Asi por ejemplo, el triangulo

equilatero tiene simetria rotacional. Esto significa que

puede llevarse a coincidir consigo mismo, sin deformarse,

por medio de los siguientes movimientos:
r: rotacién de 2 /3 radianes o 120° en el sentido contra
rio de las agujas del reloj, alrededor de su centro de

gravedad.
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S = ror = r2: rotacion de 47T7/3 radianes o 2409 alre -

dedor de su centro de gravedad.

t: rotacién de 2 o O radianes o 3602 o 0° (anilo
gamente)

t £ x
- B, &

3 3 2 1
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© = rar=r?
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Ademas, el tridngulo equilétero tiene simetria axial. Los

tres ejes de simetria son las alturas o mediatrices que pa -

san por cada vértice. Es decir, el triéngulo equilAtero coin-

cide consigo mismo al reflejarse, en su plano, de la siguien-

te manera:

u: reflexidén en 1a recta olque pasa por el vértice 1.

(Deju fijo el vértice 1).
u u u

1 o e | iy 2v——n3 . 3 )

v: reflexidén en la rectaﬁ que pasa por el vértice 2. (De-

ja fijo el vértice 2).
v v v

Y (ee————— 3 L e S 3e———=r]

w: reflexién en la recta &% que pasa por el vértice 3. (De -
ja fijo el vértice 3).

Py 2 2 —2 3 —"—3
|
A
4 = Sou = Su L
. i 'j .
- rod = ru - fe A2
Asi queda determinado el conjunto T = {r. s, t, u, v, w } .

Puesto que las rotaciones y las reflexiones del triangulo

equilAtero envian vértices sobre vértices, cualquier elemen-



to del conjunto T esta perfectamente identificado por su

efecto sobre los vértices. Por lo tanto podemos represen -

tar cada elemento de T mediante un elemento de 53, donde:

83 = {f:A— »A/f es biyeccién } v A= {1,258 )

ROTACIONES
1 2 3 [1 2 3 e
t = ; H r 'S=r2=
1 2 3] t2'"5 ' U 31 2
REFLEXIONES
(1 2 3 \ 5y |1 273 ) 1 29
BRI 32 MR Buis [3 B o e Bl F RN
Luego: T =S, = {t,r,s,u,w,v } = { t.r r2 u,ru r2u J
g' 3 LR B Bl B | t Bl | LRt B ]

De este modo, podemos dotar al conjunto 83 de una opera -
cién interna, denotada o, definiendo la "multiplicacién"

o "el compuesto" de dos simetrias (o movimientos) como el
resultado de realizar una tras la otra en el orden usual

de la composicién de funciones.

l.os correspondientes resultados los expresamos por medio de

la siguiente Tabla de Cayley.
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El lector, fAcilmente, puede verificar que (83, 0) es un

grupo.

Por ejemplo, segin la tabla, podemos comprobar que cada ele

mento de 83 tiene inverso en 83:

s (ro)t = ru e2uy " "=l e

=
Il
=

I. Subgrupos de 53.

El Teorema de Lagrange establece que si (G, *) es un
grupo finito y H es un subgrupo de G, (H £ G), enton-
ces el orden de H es un divisor del orden de G,

¢ o] otelH).

Como IS3i = 6 y los divisores de 6 son: 1, 2, 3, 6,

entonces, los subgrupos de 83' sl eklsten. werdn de
y
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orden: 1 25 3,6,

1. Los subgrupos triviales o impropios son: {t} y

83 ; con |itj| =1 y |S3r = 6.

2. Los subgrupos de orden 2 deben tener una tabla de

opefacién en la cual estarid el elemento identidad t
y el otro elemento del subgrupo, '"x", debe satisfa -

cer la condicién:

xml = x2 = t, donde Hes el posible subgrupo.

5 2
Los elementos que la satisfacen son: u, ru Vo BT
pues:

u2 = (ru)2 = (rzu)2 = t

Las tablas para estos subgrupos son:

0 t u o} t ru 0 = rzu
t t u t t ru t t ru
u u ru ru T r2u Tl €
Entonces, los subgrupos de orden 2 son:
H, = {t,u} ; H, = { t ru] ; Hy = i 3 r2u }
1 £ » 2 ] » 3 ]
Ademas, H1= <u> ;Ib ={Tu> 3 E3=<r2u?

Esto es, son ciclicos por tener orden 2.
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3. Subgrupos de orden 3. Para estos posibles subgrupos

los elementos de la tabla de operacidn seran: t, x, y

tales que:
X 11 = x3 4t = yIHI = y3, (H £ SB)
Veamos:
3
u = uu = tu = u #t
(ru)3 = (ru)zru =t(ru) =ru #¢t
(rzu)3 = (r2u)2r2u = t(rzu) = rzu £t
3 2
r = r'r = t
(r2)3 _ (r2)2r2 _ rrz e

Por lo tanto, el {inico subgrupo de orden 3 es:

H& = { s s r2 } , 0 sea el grupo de las rotaciones.

Hemos sefialado la tabla de operacién para este subgrupo

en la parte superior izquierda de la tabla de 33.

4, Orden de los elementos de 83.

lul = lrul = | r%ul =2; |l = l¥?| -3

5. Conjunto de generadores.

En Sj no existe un elemento x tal que:
k
SB‘=< X> = { x / ke 2:}

Esto significa que 83 no es un grupo ciclico.

Para los subgrupos de 83 tenemos que:
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H1={t.u} = Zad 2 H2 {t.ru} = £ ey

H3= {t, rzuj =<r2u) N | {t,r.rzj =<r>=<r2

4

0 sea que: Hl’ H2’ H3, HA son subgrupos ciclicos de 53.

6. Diagrama de Subgrupos.

.‘\I t}

II. Subgrupos Normales.

Recordemos que si Hk es subgrupo de S3, (Hksa 83),

entonces Hk es subgrupo normal de S3, (Hkéa S3), si
y solo si:

Hkx = ka, para todo x &€ 83. donde:

Hkx = { hx / he Hk’ X € S3 ] es la clase lateral a
derecha, y

ka = { xh / h €& Hk’ X & 53‘} es la clase lateral a

izquierda.

1) Para I-I1 = [t. ul < 33, tenemos que existe r € S
tal que: le;& rHy, pues:

3



2)

3)

4)
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==
H
I

]
]

{r,rzu] £ {r, ru}

rH

1 {tr, ur_}

{ rt, ru }

Luego H1 no es subgrupo normal de 83.

1

Para H2 = { £, Tl J < 83:

{r, u} # ir, rzu} =
rH

H2r { £ rur ]

i 2 2 rruj 2

Es decir, H2 no es subgrupo normal de S,.

Para Hy = { £y rzu} < S4

Hyr = {r, ru bogdriul = rH,.

Entonces, H3 no es subgrupo normal de 53.

Ahora, sea Hz. = {t, T r2 ‘} < 53.

Vemos que: Hht = tH& : Har = rH4 2 H&r =T H4
H,u=uH, ; H,(ru) = (ru)d, ; H (rzu) = (rzu)H
Vi o * T4 4 ' T4 4

Es decir, para todo x 6.83: de = xHa. Por lo tanto
H, es subgrupo normal de S,. (H4£§ SB)'

Nota: Este resultado también se obtiene aplicando el
Teorema de Lagrange, puesto que siendo S3 gru-
po finito y H, & 83, donde |83| =6, vy,

|H4| = 3, entonces:
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IS3| = [83: HA:, 'H4| , esto es, [83: H&] =2, (el 18

dice de H4 en 83)

Luego: H,Q 83.

5) Por otra parte, trivialmente, se tiene que:

{ ¥ s, S, 98, .

Como hemos observado, los subgrupos normales determinan S0~
bre el Grupo la misma particién por congruencia a izquier -
da y a derecha. Estos subgrupos son importantes para deter
minar tanto la estructura del grupo como la naturaleza de

los homomorfismos de grupo.

ITII. GRUPOS COCIENTE DE 53.

Puesto que H&Q 83 : { £ } A 83 y SSQSB’ los res-

pectivos grupos cocientes son:

a) (SBfHé' o), donde: (o H" H£‘1
Sy/H, = { H,, {u,ru,rzu}} = |
i H H H!
4 4 "—
L] 1
}I H H4 H&

La operacion "o" se define por la Tabla de Cayley.

b) (S3/{t} , o), donde:

SUPER PUR OPREY P PRI el |, [l
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w,

103

La Tabla de Cayley para este grupo es analoga a la de
(83, 0), teniendo en cuenta la caracteristica especial
de sus elementos. Los grupos 53/{ t} y S son

isomorfos.

(83/53, o), donde 83/83 = { 53} .

ST
(V]
w

Epimorfismos e Imagenes Homomorficas de__§3.

Sabemos que dados dos grupos G y G , un epimorfismo

f: G —» G es un homomorfismo sobreyectivo, En este

caso G se 1lama imagen homomdrfica de G.

Dado que los grupos cocientes de 83 son:

Sy/ 1t} 5 Sq/H, : 84/53
entonces definimos los epimorfismos canonicos:

a) j: 53——ADS3/ e s uYhge 83*—1983/H4 3
X AL ¥ X X —p Hax
C) _] 53 —_> 53/53

X — S3x
para todo X 6_53.

Luego el conjunto de imagenes homombrficas de S; es:

Qf(s.iu = {q's”“} i Syt 8./84 |
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0 sea que, en este caso, el conjunto de las imagenes ho-
momérficas de 83 coincide con el conjunto de los gru -

pos cocientes de S3.

Automorfismos de SS'

Un automorfismo de S3 es un isomorfismo de 53 en S3.

Puesto que cunalquier elemento de S3 lo podemos expre -
sar en términos de una rotacién r y de una reflexién u,
para determinar los automorfismos de 53 debemos identi
ficar las imagenes que bajo tales automorfismos deben
corresponder a r y a u. FEntonces debemos tener en

cuenta que si F: 83—4 33 es automorfismo, entonces:

a) Ix|

|F(x)| , para todo x € SB; b) F(t) = t.

Asi: |r| 3==4|F'(r)| =3 = F(r) =r=>r+—-sr

También: lr2| =3 = F(r) = r2 =2 Te—p rz.

De tal manera que las flinicas imAgenes posibles para r

: ; 2
bajo automorfismos son r y r".

Ahora, como:
lul = |frul = r2u| =2 y F(t)=t,

L - 4 2
las unicas posibles imagenes para u son: u, ru, r u,

esto es:

U= u H U ——>ru H Uw»—a>TI u

Convenimos en identificar los automorfismos asi:
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t [ r* ‘uru oy
F = | ’
r,u ) |
( t T R ru ru
t X r2 u ru r u\
F =
r,ru |
; 2
t | T r ru ru u
i 2 2 r i
Elemplo: Fr,ru(r u) = Fr,ru(lr )Fr,ru(u) - 1Fr.rsr)' Fr,rsu)
2
='r!l ru = u
J
t ey r2 u ru r2u
Sy P i |
Yor i [ 9 ‘ 2 |
t i T ru u ru
E ¥ r2 u ru rou|
Fr2 u 2i
! t r r | u | ru ru J
F t b o r2 4 I o 1 r u\
r°,ru ‘ 2 | | 2 ‘
t - 5 r . ru u : 41 B
i 2 T
P t [ ir r . u T ru
24 Lk t ]rz r l_g%u ru u
Ejemplo:
F 2 2 B
r2'r2u(ru) =F 2 9 (r) F 2 2 (u) = (r)(r"u) = ru.
r , T u ol i

VI. Autormorfismos interiores.

Si hg ! la funcién: F_: S,- » 33

h™ 73

4 .
X th(x) = hxh .
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para todo x & SB’ es el automorfismo interior correspon -

diente a h. Denotemos:

(A(S3)' 0) : el grupo de los automorfismos de 83

(I(S3), o) : el subgrupo de los automorfismos interiores
de 83.

Es decir: I(S3) < A(SB)

Puesto que el grupo dihédrido Dn’ (n2z 3) tiene 2n auto-
morfismos interiores si n es impar y n automorfismos

interiores si n es par, entonces D3 = S tiene 2 x 3 =6
autoﬁorﬁismos interiores. Esto significa que I(S ) = A(S )

(Se puede verificar utilizando la definicibn). Luego:

sR2 3

I(S;) = { AR I PR R 2

i (et < 1
Ahora, si convenimos en definir:

(F) AG) = F(x) = hxh ™

entonces podemos representar en forma explicita al conjun -

to  I(S3) mediante el siguiente "arreglo" a manera

de tabla de Cayley:
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r A s
A t 3 r2 u ru r2u
Ft t r rz u ru r2u
Fr t o r2 r2u u ru
F 2 t r r2 ru r2u u
r
F £ r2 r | rzu ru
t r2 r ru I 2o u |
ru
F t r2 r ru u r2u
ru

0 sea que cada Fh es la permutacién de los elementos de

33 correspondiente al elemento dado h & Sq.

Por ejemplo:

(F) a(ri) = F(ru) B SURV N Nt e
Asi: { t r r2 u Tu r2u k
gl 2
r 2
r E ) % r u ru

(u, rzu, ra) =1 F 2 G.A(S3).

VIII. El1 centro dq_§3.

El centro de .‘5.1 se denota Z(Sq) y se define como:

1(33)== {x € S3th = xh, para todo h € 33]
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Verificando esta definicidn con cada uno de los elementos
de 83 vemos que t € Z(S3), sin embargo para h ¢ 33,

h # t, tal condicién no se cumple, por lo tanto:

Z(S3) = {t}.

Los grupos: 83/2(83) : 1(83) son isomorfos puesto que la

funcidn: '¢ : 83/{ = EEr I(SB) es isomorfismo, como
{hir -+ F

es facil verificarlo.

También se puede verificar que para todo Fh € A(S3):

Fh(t) = t, asi que:

Rer (B spacl £} s

VIII. El1 Teorema de Cayley.

Sea B un conjunto no vacfo cualquiera. El conjunto
SB = S(B) = { h: B ~- »B/ h es una biyeccién ] es

un grupo con la operaci6én composicidn de funciones
"o". El grupo (S(B), o) es llamado grupo simétrico o
grupo de permutaciones de B.

Cuando B = { Y, 2% cavn B ] , el grupo SB se de -
nota S 'y un elemento M de Sn por

{ 1 2w % n
|ACL), 2)e o - H[R),

El Teorema de Cayley establece que: "Todo grupo G es
isomorfo a un subgrupo de S(G)"
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Para G = 53 denotaremos con Sé a tal subgrupo. Esto es,

]
81 € 8(S,).

Si U e 83, definimos -?G : 33-~—rS3

xr— Fq (x) = T%

y Sy={Fs/ ¢ e85} C Sy
De modo que: ¢ : Sy — 155 es isomorfismo.
1o ,FG'

2

Ejemplo. Si 0 =r1"¢ 53’ entonces:

F ,(t) = rzt = r2 : F. () = r2r = t
2 2
r r
F 2(u) = r2u = r2u : F 2(rz) = rzr2 -y
r r
F 2(ru) = rru= u : F 2(rzu)= rzrzu = ru
r r

De esta manera obtenemos las permutaciones o elementos de

3 g
SB' 5
t ¥ r u ru U
F =
- t r r2 u e ru )
| % T r2 u ru r2u \
F =
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( t r2 u ru r2u
F i
u 2
u ru ru t r E
2 2
t r r u Tu ol b
F =
ru 2
ru u g S r— r
2 7
t ' r u ru o < |
F =
2 2
ru ruru u r r t
0 sea: 83 = { Eoe T vk i U; TUS r2u } y
v 5 1
83 = l Ft' Fr’ ; 2t Fu’ Fru’ d 2
r ru
La tabla de Cayley para Sé es:
! @ ‘ Ft ‘ Fr F 2 Fu F|ru F 2
| I [ r ru
| + - i S S
Ft ! Ft Fr F 2 Fu , Fru E
. r i ru
i I
i Fr Fr F 2 Ft | Fru i F Fu
r ! ol |
¥ 2 1 F 2 | l‘t F'r { F 2 Fu ru
i g [ r | i r i :
D Baree B LB gy 4 ¥, F.
u ! u | ru u r
Fru Fru F|u F 2 Fr Ft i ¥ 2
o . r
¢ F. F F F F | F |
rzu ry ru u r2 T ! t F
RS B e I iy LA __.._._L.._...,_.._l-h...,-J
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IX.Orbitas y Subgrupos Estacionarios de S3.

En primer lugar recordamos los conceptos de accién de

un grupo sobre un conjunto vy accién de conjugacidn.

- Dados un grupo G y un conjunto X no vacio arbitra
rio, se llama accion a izquierda de G, o G-accibn, so

bre X a una funciodn

# .6 Xs X
(B; x)" ’E“,*x

tal que:

i) para todo x e X, e * x = x

ii) para gy Y 8 elementos de G y para x € X

g * (8, *x) = (gy8y) * x

Decimos entonces que X es un G-conjunto a izquierda.

De manera andloga se define una G-accidén a derecha.

- Una accién de conjugacién es una accidon de G sobre

si mismo.

¥ G x G—>G

(g, x)—>g * x =g x g_

Es decir, el grupo G actfia sobre si mismo por conjuga

.
clon.

1. Dada una accién "*" de un grupo G sobre un conjunto X
(no vacio), se llama érbita del elemento x de X, denota-

da O, a la clase de eguivalencia de x. O sea:

[x] = 0, = |y €X/y=8%*x, et Vo= ]a*x/ge G !
X 2
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Si "*" es la accién de conjugacidn sobre G, tenemos:

0, = f¢'*S'Pyed) = {8 x 3-1/ g €6}

Esta es la clase conjugada de x.

Para G = 53 se tiene:

Ot = lt} constituida por los elem -
mentos de orden 1,
- = _ 2 " " "
Ou = 0 9 = Oru = iu, ru, r uj 2
ru
% =0, =r, r? | " " v g

Segiin esto, los conjugados son los elementos del mismo
orden,

2. La Ecuacibén de Clase para 53.

Sabemos que para un grupo finito G con centro Z(G) vy

I

orbitas no unitarias: Ox i 0x et Ox y la ecuacibn

de clase es: 1 ? i

n
161 = |2(6)] + ZJ%[ X €Ay x, ¢ 2(0)
i=] i

Donde A contiene exactamente un elemento de cada orbita,

Entonces:

2
|S5] = |zsp| + ££;|0x1| i x, € {r, u}
1S3 = [t ed] + 0. «+ |0ul = L P e
Ademas:

Sq =0tU Orl.‘jou - ttf L',’{r.rzf U] iu,ru,rzuf
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(1Y : unidén disjunta)

= { t, T, rz, u, ru, r2u}

3. El Grupo Estacionario o Estabilizador de un elemento
x de un grupo G se define por:
£ = { g €G/ g¥*x=x } £ 6

Cuando "*" es la accién de conjugacidn, se tiene:

;i -1 .
E = ig eG/gxg =X } = CG(x) £ 6

llamado el centralizador _del elemento x del grupo G.

Para G = 33:
E = {aesy/axeatmx} = G, (x) € 3,
Luego:
B - [trriurur i), = G (©) = 3
E = { £,7,r } = Css(r)- Sqg 3
Er2= { t. T, rz}- CSB(rz) < 53
E = {t,u} = Css(u)$S3
ru~ lt' U } = Cg (ru) € Sy
E g # i t, r uj = Csr(rzu) < 83
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También podemos verificar que:

g

onl - [G: Ex] " [G: cG(x)] e
' ICG(x)l

Es decir que, el indice de CG(x) = Ex en G es el tamafio
de la 6rbita Ox,

: fiec s, . C lsgl
Para 83. onl = [SB' Ex] = [53. 53(X)} - e——
ICS (x)
3
6 6
Luego: lOtl “g - 1 ; ]Orl = !Orzl m 2
6
1l = fora} = (05 | = §3
ru

S
X. Accién de Conjugacién de 33 Sobre la coleccibn, S3 2
de 1os Subgrupos de >3.

Sabemos que si G es un grupo, S¢ = {HH <G } es la
coleccién de los subgrupos de G.

La accién de conjugacién "*" esti definida asi:

¥ G x SG———--rS

(8, H) — > g *H=gHgl<o

Para G = S3 tenemos:

(7]
[}

;= Pty it tera), {e,r2) ) Learie?, s, |

=1 Hp iy, e Hyw By j




1.

115

La clase de equivalencia o clase conjugada de H es:
-1
oy ={atial/aes,)
Entonces:
Olt} = l{JHO = HtH =1H0} , puesto que HO@ SB; 0
sea Ho es subgrupo invariante en S3.
2
0H1 ={{ts“] ,it,ru) , {e,r%ul ] '{HI’HZ’HE} i
= 0 = 0
H2 H3
OH4 & {{t,r,rﬂ} ={H4} , puesto que H43 53, es de-
cir Hz‘ es subgrupo invariante en 83.
OS = {S3} , porque 83 QD 83, esto es, 83 es invarian

3
te.

El Estabilizador o Normalizador de H f§s3 en 53, esta

definido por:

EH={aESB/aHa_1=H] = NSB(H)“-:-S

3

Esto es, EH = HS (H) es el subgrupo de los elementos
3

de 53 que dejan invariante al subgrupo H,

En particular, si aHa | = H, para alglin elemento a

de 53 entonces decimos que H es invariante segiin a.

2 2
E“} - EHO = 1t,r,r ,u,ru,r u} =S, = NSE‘(HO)

HO es invariante para todo elemento a de 53 porque
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Es decir: t Hlt- = quu_1 = Hl. Esto significa

que el subgrupo H1 solo es invariante segin t y u.

- t, = H = N (H )
EHZ { ru | 2 Sg
E = t, - H = N
H, {r. el 3 S35
EH4 h { t'r’rz'“'r“vrzu.}  Fidg NSS(HA)

Luego H4 es invariante para todo elemento de 83 pues

to que H4 es subgrupo normal de 83.

Asi mismo E83 = S3 = NS3(53) puesto que 8349 53.

Finalmente, invito al lector a que realice un ejercicio
similar con el grupo de las transformaciones (rotacio -

nes y reflexiones) del cuadrado: D4.
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