EL GRUPO FUNDAMENTAL
Alberto Aguilera Garcia

Dado un espacio topoldogico X y un punto x,€X, se consi-
dera un grupo designado por J{(X, xa) y llamado GRUPO FUNDA-
MENTAL DE X. Consecuentements, es definido usando caminos
cerrados en X, y es invariante topoldgico del espacio X, al
cual esta asociado. Lo anterior significa que si dos espa-
cios topoldgicos son homeomorfos, sus grupos fundamentales
son isomorfos, As{, al usar el "grupo fundamental, es po-
sible reducir algunos problemas topologicos sobre espacios
a problemas algebraicos sobre espacios. Situacion similar
ocurre entre las aplicaciones continuas y los homomorfis-

mos.

DEFINICION 12 Un camino o arco en un espacio topoldgico

S es una aplicacion continua de algin intervalo cerrado
en X. Las imdgenas de los extremos del intervalo se lla-
man EXTREMOS del camino y el camino une sus extremos.
Uno de los extremos se llama ORIGEN y el otro PUNTO
final o simplemente EXTREMO,

DEFINICION 2: Un espacio X, se llama ARCO CONEXD O CO-
NEXO POR CAMINOS, si dos puntos cualesquisra de X, pue-

den unirse con un arco.

DEFINICION 3: Sean ft [a, b]—X, y gt [a, b]—>X dos
caminos en X, tales que: f(a) = g(a), f(b) = g(b), tie-
nen el mismo origen y el mismo punto final.



f~9 (f y g son eguivalentss) si y edlo si EXISTE UNA
APLICACION CONTINUA

h: [a, b] x [iJ, 1]— X, tal que:

h(¢,0) - f(t)}

h(t,1) = g(t) SEp 8]

h(.'.) ™ r(.-) = g(.)}
h(bys) = £(b) = g(b)] *< B¢ 1]

PROPOSICION 1: Sean A, B subconjuntos cerredos de X, ta-
les que AUB = X y sean f2 A—Y, g: B Y dos aplicacio
nee continuas en un espacio Y, tales que: f(x) = g(x),

VY x € MB, Entonces la aplicacion h: X—»Y, definida por

h(l) - f(l)y x&h
olx), xec8

ES CONTINUA,

Demoatracign. Sea [F cerrado en Y|
Por hipotesis X = AUB, y

h(F) = h~X(F)N (AuB) = (h"1(F)NA) u (" (F)NB)
WE(F) = {xe ANX/ Rix)eF) U {xeBNX/ h(x)e F)

= {xel/ f(x)EFJ 1] {ue.ﬂ/ alx)eF}
puesto quel h/. =-f, h/a 9

Ahoras ?71(F) = {:ea/ rix)er} y 9 L(F) = {xeB/ glx)eF}
g,f son continuas, luege!

r(F) ee cerrado en la topologfe inducide en A; 1o mismo su-
cede son 9(F) en la topolegie inducide en B. Como A, B son
cerrados on X, oe sigue que1

r""(r) y g"“'(l’) son cerrados en X,
por 1s tentos W (F) se cerrado on X, y as{ h es continua.




Utilizando la proposicion 1, puede probarse que la rela-
ns

R={(f, )/ P~g; F, g caminos en X |
una RELACION DE EQUIVALENCIA.

Tal relacicn determina una particidn en clases de equi-
valencia de X, y la clase de equivalencia del camino f, la

1lamamos F.

DEFINICION 4: f, g caminos en X, tales que el extremo de
f coincide con el origen de g, entonces sl PRODUCTO de f
con g, (fg), se define asf{:
1
Fo(t) = F(2t) o0gt</2
g(2t-1) Y2st=1

CONSIDEREMOS: 7(x) = {f/ f es camino en X/, y
A(x) si F, g son talss que el extremo de f coincide con

el origen de g, entonces Fog = fg

S —~
PROPOSICION 23 .i_fua--f y 90 9 entonces f‘ogumflgl

Asumiento que el extremo de fi coincide con el origen de
90 i=op,l.

(En otras palabras, la relacion de equivalancia y 8l pro-
ducto segun DEFINICION 4, son compatibles).

' Dgmostracidn. Existen H, L aplicaciones continuas da
IxI—X, tales que

S$in perder generalidad, se hablara de camino en X una
- aplicacion continua de [0,1]— X
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(H(t, 0) = £ (t)
1 H(t, 1) = fl(t)
L(t, 0) = g (t)
(L(t, 1) = g,(t)

(H(D, 8) = f_(0) = ¢, (0)
H(1, 8) =7 (1) = f, (1)

para t€l

o]
) L(o, s) = g (0) =g, (0) nere; Ak
(L(1; 8) = g (1) =g, (1)
Morh '191“) & f1(2t) D<t<2 {83y
gi(zt-l) Y2<st=1

Graficaments la construecidon de Fi IxI—>X,

<3
r(t, ’) - {H(Zt, .) D‘-St—-/z -
L(2t-1) s) Vas<t=1l
A
e 8
h 3
-
R
A S
» 1

0 £ % £ 1

F esta bien definida, ya que:
F(Y2, s) = H(1, &) = rn(l) = go(n) = L(0, &)

<g <1
149,(T) = Flt, 0) = ["m' 0) 0<t<Y2
L(2t-1, 0) VYe2<t<1

£.0.(8) = Flte 1) = "2 1) D<t=Y2
e {L(zt—l. 1) Vast<l

F(o, s) = H(o, s) = ;g (D) = ¢ 9o (0)
F(1, 8) = (2, 8) = ;9 (1) = r g (1)] ® <7
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1

| [0, valx 1 Y | 2, 9x1
CONTINUAS, entonces por proposicion 1, F ES CONTINUA,

PROPOSICION 33 (fog)oh = Folgoh)

Demostracidn. Sean f, g, h tales que: el extremo de f
coincide con el origen de g y @1 extremo de g coincide con

origen de h, entonces probaremos quetl

(Fog)oh = Fgoh = (Fg)h = 7(gh) = Fo(3ch)

r(4t) D<st<Ya
((fg)n) (t) = { g(4t-1) Va<t<V2
h{2t-1) Y2ect=<l
f(2t) D<t<l2
(f(gh))(t) = { o(at-2) Y2 <t<3/a
h(4t=3) 3fa<t<1l

Graficaments la situacidn se presenta as{:

A -
i

Para construfr F8 IxI-—X, se requisret

d = 3 F(h_.]_
0 £(0)
n..}..l. f(1) = g(0)
-'—:—z 9(1) = h(0)
1 h(1)
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F(t,8) = (P (£)); 0 <t<a$d

= f( 'ﬁ;). considerando f,(t) como la ecuecion da
la recta que pasa por los puntos Pl, 92

de coordenadas: (0, 0) y (‘f]‘, 1)

Para F(t, o) = glg(t)); B <y <842

se sigue que F(t,s) = g(4t-s-1), y
F(t,s) = h(1 -ﬁ-&jﬂ); 842 <y <

.
as{s r( -ﬁ;) =F(t,8); 0 <t <S8
Flt,s) = g(4t-1-s); :'—1'-1 <t< .'Tz

F(bya) = n(r - 3=ty e+2 .,

2-8 4 =
Comot F i F F
[IJ, e:]x j | [‘:2, ]]x I

son continuas, entonces F ES CONTINUA,
(Se pueden verificar las otras condiciones).

N

1

[s:l' a:?]x |

PROPOSICION 4: f ee la clase de equivalencia de caminos
con origen en a y extremo en b.

Eat aplicacidn de I en a ¢ X, Eb: aplicacion de I en be
Entoncest Eaof = f y fokb = f
Demostracion. Mostremos que Eaof = f, o sea que Eaf ~ f
Sea, g# I—X, aplicacion tal que g(I) = {a}
W hs I—X, splicecion tal gque h e T

Veamos ques gh~h
Se compideres Fi IxI—X definide as{:

a
r‘t’.) L {

. D<t<Y2e
h(%) Y2e<t=1
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F(t, 0) = h(t) y F(t, 1) = (gh)(t)

-
PROPOSICION 53 F, (7 )  son clases de squivalencia de
 caminos? f, tiene origen en a y extremo en b,

Entonces: To( 7 ) =Ea y (F) P=1ib

Demostracion: T ( ¥ ) = Ee

Se demuestrat f f ~ Ea

| £ F(t) = {ftzt) 0sts<2
Flz2=2t) VYV2<t<1

Se requiere de F(Y2, 0) = f(1)

F(Y2, 1) = f(0)

Q@ra construfr F1 IxI—X

81 F(t,e) = £(f,()); 257 st < 1%, r) continua,

entonces podemos considerar a fl’ como la ecuacion de la rec
‘ta que pasa por los puntos (0, 1), (1, 0); o sea:
' ris)=1-s

Ea

i@ MASSEY, William S, Introduccion a la toplog{a algebraica,
Barcelona, Reverts, 1972, p.p. 59-60

** Sea f un camino arbitrario, f:l—>X, designamos ¥ el ca-
mino definido por: f(s) = f(1-t), t € 1. Al recorrer f
en direccion opuesta, se obtisne T.
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P(2t) 0<t<i3®
y  F(t, o) = { r(1s) s s%‘
f2-20) M =t<
F cumple la definicidn 3 y as{:
Fo(F) et "

‘
DEFINICION Ss Un camino o clase de caminos s

rrado, o LAZ0, ei sus extremos coinciden. El

min se dice que es BASE DEL LAZO. _

Sea X, un punto arbitrario de X. El conju _'

base en x _, @s un GRUPD y se llame GRUPO DE

GRUPO FUNDAMENTAL DE X en el punto base X,
7T(X, x)

PROPOSICION 6t Si X es arco conexo (véase def

(X, xo) y 7U(x, x,), son ISOMORFOS para

puntos L xl‘-X.

Demostracion. Sean Xy X, € X3 como X es ARCD
existe f camino en X, cuyo origen es x, ¥ su |

* (7) se designa por 71 si existe un camine [}
#(0) = a, £(1) = g, Fog = Ea y gef = Eb,
GoFoF 1 = (goF)oF ™! = EbeF 1 =F L, y
Setel melel o) wigolimppst Ml
de tal medera que T ~! esté definida ¢
ca por las condiciones de la proposic
Cuando E,~E, o sea Ea(d) = Eb(0) y.
Eb(1), Tof 1ot -loT; a = b, pues

caminos constantes.
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lo tanto se definet
Fs fl(l, X )'—"PJ[(!, ‘1)

quel Flg) = F “Lgof
todo g € (X, x_)

F es homomorfismo, pues para 9+ 9, € n(x, no),

r(aleaz) =7 “lo(gp09,)0f
G rlagz)of
=F oG ofof ~ ogz)o'?'
= (F ~og,0P)o(F ~og,of)

= r('al)ortaz)

G: 7T(X, %)—>7UX, x ) tal que G(R) = Fohof ~*, es tam-

bién homomorfismo.

G.F y F.GC son el homomorfismo identico,
G.F = Ia(X, xg) s F.G = IR(X, x,)
consiguienta, F ES ISOMORFISMO,

La importancia de la proposicion 6 es gue tratandose
R(l,x)doungrupo,ollnoind.qu-mhomhlwn-
dicién (abeliano, libre, nilpotents, etc.) no depende de x X,
sino de X, asumiendo que éste sea ARCO CONEXO.
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