OCPTICA MATRICIAL

Libardo G. Torres
En 6ptica goométrica convencional consideramos que la
z viaja en linea recta o rayos.

?;ins rayos emitidos por un ob jeto, despuds de atravesar

Exiétama éptico convergen para darnos la imagen de gsta.

La trayectoria de un rayo cualquiera esta definida por
| ley de Snell.

El tamafio y posicidn de la imagen esta determinada por

ey de Gauss o la ecuacidén de Newton.

5
4

El objetivo oe este articulo es hacer un andlisis de
3 optica geometrica desde el punto de vista matricial, pa-
3 1o cual consideramos una lente delgada y con base en sus

opiedades f{sicaa, hacemos la siguiente hipétasie:

 a) Todo rayo de luz que incide paralelo al eje de la
nte, después de atravesar ésta, converge a un punto F

amado punto focal o foco de la lente.

~ b) Un objeto localizado en el punto H a una distancia
fﬁ;stancia focal) a la derscha de F tendra una imagen de
actamente el mismo tamafic que el objeto; la imagen esta
calizada en el punto H'

3 :

Los puntos H y H' se 1laman puntos unidad.
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Bajo la consideracion de estas dos hipdtes.
deducir la ecuacidn de Newton, confirmandonos li

éstas.
2 " K
.
! " e
A—4 )
[
i
: 2y ™
i a— Py
‘ e

Fig. 1
En 1la Fig. 1 tenemos:

E1 rayo PQ incide parzlelo el eje de la 1
daapués de étravaéarla pasa por el foco de 1la 1

(primera hipdtesis).

Un objeto situado en H, ej. HQ tiene su im
la cual es H'R' que cumple HQ =H'R' (segunda hi

No importa el comportamiento del rayo denti

te o sea al pasar de Q a R',

La trayectoria del rayo no depende de éh.;
decir, lo mismo seria que si incide por la izqu

la derecha.

Esto implica que el rayo de luz es reversil
5 1
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desde P' paralelo al eje AA' emergerd a R pa
) pasar por F y llegar a P haciendo las mismas con-
ones del rayo PQ.

TR 8
cuales obtensmos: - = = = <3, de donde
2z' = FF! (3)

P C+i _ S'
i A G = 7Fr

i =%(ﬂ+j_); G =‘—5F:—:-(G+1)

'
G+i = (G + i)(—;+%), esto es:

F F!
I ) (4)

e i—D‘n da GGUBB-

ira una lente simétrica F = F' tenemos



_]F;' = -'é- ¥ -%, , forma muy conocida.

8i definimos el aumento como B -'1%- tenemos,

d L E o R
B = G = 7 = F'

Matriz de una lente

Consideremocs una lente biconvexa con e je de simetr{a

El GJB IIZ"-

Xa

Fig. 2 l

De la figura tenemos: el rayo incidente QP el cual
pertenece al plano "OZX", PM es el rayo refractado &n la

lente y MN es el rayo que emerge de la lente.

El punto P es el punto en el cual el rayo incidente |

toca la primera superficie de la lente de radio r, este

to esta a una distancia X = Xl del eje "Z".

La direccion de GP forma con la horizontal un éngulﬁ



ismo PM forma el angulo Q.
n la figura tenemos que:

g = -:7- , para angulos pequefios

i el {ndice de refraccidn del medio a la izquierda de

te es n y el de la lante es n,, tenemos segun Snell:

l!
n sen 8 = nl sen 84
-
ng = ny 01, para angulos pequefios

8 = f + & ; Ql=ﬁ+d,

;" n(ﬂ +d) = n]_(g + dl)’

no, = (n = nl)ﬁ + N = “0‘":-'(“1"'_‘)

g..
n& = na K X (5)
0 = n
K = ——— especifica las propiedades fisicas de
perficie.

a expresion (5) determina la direccidn del rayo re-
ido PM en térmiros de la direccidn y posicidn (X) en
serficie de la lente del rayo incidente QP,

a posicidn del rayo refractado es X» 1a cual cumple

xl = X (6)

los parametros ful', X-l) del rayo refractado (PM) pode
Kpresarlos en términos de los parametros correspondien

, X) del rayo incidente.



nldl = npA = KX

xlnx

Estas relaciones podemos sintetizarlas en la forma!

nlc(l 1 -K n o
e (7)
X, B2 g X
1 =K
donde R = ! 0 1 la llamamos matriz de refraccion.

Este rayo refractado viaja en la lente desde el punto
P hasta el punto M cuya posicion es X=X

La distancia horizontal recorrida es tl' como ya vimos

su dirsccion es o, ™= c(l'

La posicion X'l podemos expresarla de la siguiente ma-

neras:

! =
X X + tl tano(l

1 1
' =
Kpn® oy wiko g%y (8)

pera angulos pequefios. Su direceion en el punto M es

o} = o (9)

Las relaciones (8) y (9) podemos expresarlas como si-

guet




,
nltxl 1 0 nlcj

t/m 1 X

1

1 (10)
Xq
1 0

| la matrdiz T = ( t1/n1 1 ) llamamos matriz de trasla-

cion.

" o
De (7) y (10) reemplazando tenemos:
X
n, o} ’ 1 ok =K no
s )(
]
xk1 \ tl/nl 1/l o0 1 X
o) n o
i 3 I (11)
1
Xy } X

Expresion que determina la pendiente ﬁii ==d1) y el
punto de incidencia (Xi) del rayo refractado sobre la se=
gunda superficie de la lente en términos de los parametros
ﬂfrraspondiantas del rayo incidente en la primera superfi-
cie de ésta.

Pagsamos ahora al rayo MN el cual emerge de la lente,
":tg rayo podemos especificarlc por los parametros (Xz,tﬁzL
P psicion y pendientes.

. Este rayo es un rayo refractado en el medic a la dere-
1

cha de la lente de {ndice n, ¥ cuyo rayo incidente es el PM,
gue atraviesa la lente de indice n ; entonces es razonable

ibirlo por una matriz de refraccion en la segunda su-
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perficie de la lente, guedando?
- (12)

1 =K

donde R2 = ( 2 J es la matriz de refraccion en la

0 1

seqgunda superficie,

2 = ——y r2 es el radio de la segunda superf.

" o
Reemplazando X1 de (11) en (12) tenemos:
1 I

- IR R
, T (13)

Esta ecuacion nos determina la pendiente y el punto de
le lente por donde emerge el rayo despues de atravesarla,
en términos de las cantidades correspondientes del rayo in-

cidente.
De lo anterior podemos decir?

1) E1 efecto de cualquier combinacion de refraccicnes
y traslaciones puede ser expresado por el producto de ma-

trices apropiadas.

2) E1 comportamientoc de un reyo de luz al atravesar
una lente queda determinado por le matriz S, la cual es el
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ycto de la matriz de refraccion Ri

9, la matriz de traslacion T y la matriz de refraccion
n la segunda superficie, segun el siguiente orden:

en la primera super-

S = R2 TR

”Téfiz S es lo que llamamos la matriz de la lente.

 Esta matriz la expresamos como:

L)L

~d c 0 1
K.t t
1 1
e Kl tl (14)
t 1=
. g1l
1

Analizando las matrices anteriores vemos gue
.

det S = det 92 = det T = det Rl =1

lgégpificado fisico de las constantes gaussianass

_ Efntidarnmos el objeto drbol y su imagen formada por la

- convexa L.

‘Teniendo en cuenta lo analizado, la trayectoria de

fiﬁfﬁr rayo desde el ob jeto hasta su imagah asta definida
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por el siguiente sistema matricial:

Fig. 3

Del objeto a la lente por la matriz de traslacion

El paso por la lente, por la matriz

b -

w
i

-d C

y de la lente hasta la imagen, por la matriz de traslacion

2
tz/n2 1
resultando la posicidon de la imegen y la pendiente del rayc

que la forma en términes de los pardmetros correspendientes

del haz incidente en la forma:

nzu' 1 0 b =al|l 0|f{nu
- (18]
X tzfnz 1| -d cllit/n 1 X

En este punto es necesario hacer alguna convencidn de



0s con el proposito de definir la direccidn de la ima-
respecto al objeto y la distancia a la lente a la cual

orma ya sea a la derecha o izquierda de esta.

l‘.N.'.

Para esto hacemos las siguientes considereciones:
1) La luz siempre viaja de izquierda a deracha.

2) Las distancias son medidas a partir de los vértices
ﬁ\lanta.

- 3) Toda distancia horizontal es positiva si es medida

izquierda a derecha y la vertical si esta por encima del
R

F

4) E1 radio r de la lente es positivo si el centro de

vatura esta a la derecha de la superficie de la lente.

Si aplicamos estas convenciones el caso de nuestro
mplo anterior (del objeto &rbol) tenemos:

t = -L, t, = L
E H wm'& H £
b e LF > STy é
ée-———-s-———-ai E i e s >,
ie.— L .‘; . I'..f _;i

Fig. 4
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nzd' 1 0 b -a 1 0 ne
X' L'/nz 1| ~d ef|l-L/n 1 X
b +aT - a n o
1 L' Ll
hnL -d an nl.. _ (:' L ¥ a X
2 L i 1 2
n o
= M (16)
X

]
€1 aumento B es: B = -%—; de la ecuacion (16) para

que sea compatible con la definicion de B debemos tener:

Ll 12 L'
En_-rj"'an nL-an =.u
2 2 1 i |
1 |
de donde, X' = (c-2 . yi % Z
n
2
1 1 :
o sea, B=:—=c-a|‘ (17) |
n
2
ademés, det M = 1; luego, b + “—n’: = % (18)

Reemplazando nos queda:
nzd' 1/8 -a no
X! 0 B X

Para ver el significado de "a" observemos que en la

]
entonces

figura LH' +S' = L' ycomo B = g - =



a7
3 e-‘“”'*“"-;-.& g
"2 2
esto es,  B=g-2_ gt _ (19)
. n
| 2'
As{ mismo podemos demostrar que
=l w1 +-% S (20)
"2
(19) la obtenemos reeplazando LH' = E—-(c - 1) que
sale considerando que para B = 1 se tiene L H' =1L',

Reemplazando (19) y (20) en M tenemost

| 1/8  -a 1 +(a/n) S -a

0 B 0 1 - (a/hz) §!

cuyo determinante toma el valor:
|
l
i (1 +a/ns)(1 - a/n, s') =1

0 sea, n/S +a = nZ/S' (21)

Podemos hacer las siguientes consideracionest

Si el objeto esta en el infinito, entonces la imagen

se forma en el foco de la lente; o sea,
Nfeo +a = nz/F', esto es, a = nZ/F' (22)

Asi mismo, si la imagen se forma en el infinito el ob-

jeto esta en el foco, S =F, luego
|

i



a = -= (23)

Las ecuaciones (22) ¢ (23) nos dicen que “a" as inver

samente proporcional a la distancia focal.

Si n = n,. = l, se tiene a = 1/fF' = = 1/F y

|F| = IF*l , quedando la ecuacidn:

1/f' = -1/F = 1/8' -1/8 (24)

De las ecuaciones B8 = 1 - aS'/n2 y 1/8 =14+ a§

tenemos:

S'/8 = (nz/n)‘B 0 B8 = nS'/n25 (25)

Localizacion de la distancia focal F y F'

De la ecuacion (25) vemos que si S—a@ , B-—0;
a = nz/F' y L'—LF',

As{ de B = ¢c - a L'/r‘n2 tenemos: c - a LF'/n2' o

ﬂ2 ”
LF' = ¢c-= = cF' (26)

De 1la misma forma obtenemos?

LF = -bn/a = bF (27)

Asi la interpretacidn de c y b queda dada por (26) y

(27) respectivamente.

c nos dice que fraccion de la distancia focal en el



spacio imagen esta fuera de la lente.

. © puede ser mayor que 1 o menor que l, ya sea que el
lano unitario H' esté fuera o dentro de la lenta.

A modo de e jemplo utilizamos nuestros calculos para ob

tener un resultado general. De la ecuacion (14)

K, t KK t

v e | s I S ¢
b -a 1 - (K. & K )¢ ——=t =
nl 1 2 nl
=W K, t
-d G ——nl 1-3;1
i 1

teniendo en cuenta a = - n/ffF = nz/F', obtenemos?

K. K. &
1 2 1
= - = F!' = K - ——
g /F nZ/ 1+K2 n:l
n=n Wy (nl & n)(n2 - nl)
= .5F & T 3 r. T_n H
1 2 R A
En el aii'a: n = n2- 1, entonces
n, -1 l1-n (n-—l)(l—n)
""‘lﬁ-‘lﬁ"lr T8 : - J‘r:rnltl
1 2 13271
(1 =n,)
- - - . i _ - 1
» L/F, & MF. (nl 1) S S |

1. 2 1-F 31

e &8 la ecuacidn del constructor de lentes.



Combinacion de lentes

La expresion matricial desarrollada puede ser rieillql
te extendida a cualquier combinacicn de lentes, y es pouiﬁ
hacerlo por el producto de un conjunto de matrices de tras.

lacion y refraccion para encontrar las constantes gaussiang

Sea en efecto un sistema de dos lentes delgadas

l‘h ‘=.t

Fig. 5

Un rayo cualquiera sigue el siguiente recorrido a par

tir de la primera superficie de la primera lente.

En la superficie V, ocurre una refraccicn, la cual es

ta descrita por la matriz R, -

El paso de v, a Uz. el rayo esta descrito por la ma-
triz de traslacidn T -

En V, ocurre una refraccicn descrita por*R . El paso

de U2 a U3 por la matriz de traslacion T_, en Us existe r

2’
50 de Ua a U4 sera T

y finalmentas en V, existe refraccion, por tanto estd descr

fraccion por tanto esta descrita por R

ta por Rd'
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El proceso total est

b -a
S = sl -SEART R TR
= é 4 3 3 2 211

S
El término R _T.R. = es el sistema ma-
2311}
—d1 c1

icial para la primera lente.

Similarmente R T R_ = es el sistema
4 3 3 cal "

2 2

tricial para la segunda lente.

1 0
La matriz 72 = corresponde al paso de
t 1

a V.. Por lo tanto,

3
Bijanse 1 1
B
--d2 c2 t J -d c

2 ::

—
o
o
&

bib, +a,(d) - bt) -ab, +eaat-ac

+C,C

-bjd, +c,(bjt) - d) ad, -ect +oc,

0" o TP - M%% .7 80



i ' L 'Y
1/F' = bz/*'1 + t:l/F2 tzfrl Fz
y de la ecuacién (14),

y b id Kd t3 . Kl tl
2 n3 i & nl

quedando determinadas las constantes gaussianas y por lo

tanto cualquier parametro que deseemos.



