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PROLOGO

J' Bfémino general daﬁ:géﬁn, en matemdticas, es de
ancia éxtraordinaria.y de mucha utilidad. Asi lo

. entendido los investigadores de esta rama de la cien
quienes le han dedicado el tiempo suficiente y el
erés por ella exigido, para desarrollar una teeria
fante exhaustiva sobre el tema.

Pero es de tener en cuenta, que tal concepto no es
A cosa que una particularizacidn de otro més general.
de "LAS RELACIONES".

objeto del trabajo es, ofrecer el conocimiento més
ondo de una funcién muy importante tanto en matemdti-
como en muchas ramas del saber humano. Esta se cono-
on el nombre de "FUNCION GAMMA".

Dada la Gltima afirmacidn, me limitaré a dar las defi
.ones, propiedades, uso en la estadistica matemdtica
lertas aplicaciones en la investigacidén de operpcio-
de dicha funcién.

i uso general esté deacontado, por la aplicacidn de
gstadistica a la casi totalidad de las ciencias, en-
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tre otrass Eiucaoidn, ngronomia, Biologfa, Fisica, Quimi -::
ca, Sociologia, etc, . : A

La historia nos dice, que el primero en iniciar el estu~
dio analftico de esta funcién fué el alemin EULER, quien
secundado por otros i,nsignés colegaa;‘ entre ellos mma:s,f
lo dejé muy avanzado,

A pertir de esta funcdén, se define otra no menos impor
tante que la primera llamada la "FUNCION BETA", Ias dos
comunmente se denominan "FUNCIONES EULERIANAS',
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© v pefiniciones de ia_ ma_:l&n Gamma

A . Definicidén de m Para definir la funcidn
_a, ‘Weierstrass utiliza el coneepto de ﬂrmwcm IN-
{ITO", por lo tanto es conveniente definirlo previ: :

o

AV Ios \.,T

1-’-%’ 1-'-&. 1-'-5,;..
8 sucesidén tal que ningfin término es cero. gi

im J{ (1 + a )';éa, a,s 0
n—» +@

2ste limite se llama, 91 valor del producto infinito

N - (1 + el)(l + a }(I *Lj) —-—
dice que es oonv'ergent:a. La oondicion neoesana pa-
1a convergencia del pmducto n es;
- 1.'[1!! &n.- 0
n— +@

& suficiente que sea convergente

2 in(l 4 a )
n=1

e
B

lﬁ .:- - gt_ll j1::-. a'!i[,mw “h

.

n—a



La convergencia absoluta estd asegurada por el sigui

te teorema;

@
El producto infinito iT (L +a)) es absolutamente
n=1 . 3

©
convergente sii la serie E- a es absolutamente con-

vergente.

como filtimo criterio de convergencia se tiene que el
producto infinito es absolutamente convergente o no, si

’ :
E{ Ln(l + a )
Weierstrass considerd el siguiente producto infinito;
¥z - Z, - =
ze” ~ J( [(1 +3) e n] (1)

donde z 9 € (conjunto de los nimeros complejos), né& I |
(conjunto de los nimeros naturales) y 2'&€R (conjunto d

lo es o0 no la serie

los nimeros reales).

Esta ¥ se conoce como constante de Euler o Maschero
su definicidén es:
'3‘ = 14im [1 +%+ ves bl = logm]
n—>® "
La convergencia de ¥ se demuestra de la siguiente na

nera;
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- - Br-ls(lad)

iendo en cuenta que

..Sl a2 -11;-105(1 +%)

-—-—<log(1 +l)41

‘Duede concluir que la sucasié.n 3‘ decrece moné tona—
ate, mientraa que 5 crece monétona.mante, pero

,‘,5-4.

:.1- J = G, entonoaa cero es una cota inferior para
ﬂl céﬂaecuencia )" _converge a un limitg, éate es.
g 2157- s

‘El producto infinito de WEIERSTRASS (1) representa
a funcién analitica de z para todo z en C.

38 dice que una funcién f£; € —C es analitica en un
abiorto A pi y solo si es holonorfica en A.

Moiones holomérficas aquellas que_ oatin defini=
3 ¥ son diferenciables en un cordunto abierto AcC.

Como conaocuoneia, una funoién i es analitica en z
aCsi oxiste un.a vecindad la - ’ol < n
L que en todos los puntoa exista f'(a)

1a aneliticidad ‘de (1) se ﬁﬁesa.gaf,m
. o 2 .' L '\ g‘

nem tal quo IZIﬁi‘H ai n>n _entonces

e DL ns ooold ol Eoy

,Gl + "'} -2 "~*_ b= 3 zag plgpgre AoI3LI
PRRES




teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién

log. Pexo la serie Aele
T
>  converge
n=N+l 2n

©
luego si |z] < 4w, n;mi[log fl ...i - -;-]

es una serie de funciones anal{ticas uniformes y absolu-
tamente convergentes y por lo tanto ella es una funcién
analitica, igual que su exponencial '

oyt
14+ "]
n=N4+l R n) B

¥ el producto

-] 2

sevs J ( [(1 + -;-) e n] también lo es cuando
n=N+1 :

2] € 3.

Utilizando la motacién ["(3), weierstrass definié la
funcidén gamma de la siguiente manera;

© .
1 = aoﬁTC[(l +-;-)o n]
F(.) Bml _

Por lo dicho anteriormente |'(s) es una funcién ana-
1itica, excepto para g .= 0, -1, =2, ..,, donde tiene po-



' simples (-s:t existe n entero positivo tal que
(w- z,) f(z) = A ;6 0, entonces z = ’o- es un polo

f-'n. 31 n=1, so_es un polo simple)

"‘ ,;nofinicién de EULER. Ldémés del" concepto ‘de produc
afinito, Euler hace uso da linite para definir la
3n en estudio. Teniend.o en cuenta. la simbologia de
dre dice que-

F(s) - -&[(n‘)’u ‘)""] Ngen ek Sanl,

I

Aunque no estéd expreso el concepto de 1imite, si 1o
4 implicitamente involucrado, como se puede comprobar
istablecer la identidad entre las dos definiciones o

mbando que
A T (el & o
r(a) 6 n]itymw s(u.l) eoe (340~-1) n" (3)

fal efecto basta desarrollar los productos indica~
5 en la (2) y tomar 1imite. Esta expresidn es usada .
rslativa frecuencia, como la definicidn fundamental
funcitSn Gamma; su originalidad se la disputan nur-
Gauss.

C. Definicidn mds corriente. Dado el grado de dificul
‘8o presenta, en la parte operativa, para caleu-
os particulares con las définiciones anteriores,
natemﬁieoa ‘dedicados ‘al estudio de la funcidn en
cidn trataron de facilitar, 0 por lo menos reducir,
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ese grado de dificultad. El éxito fue total, ;
medio del célculo integral lograron una exp:
valente a las dadas, convirtiéndose en la a
min de presentarla los libros que hacen alt

0 .
La :l.nteg-ral impropia _[o"t il 1 dt repre

general, una funcidén analitica de z € € cuandc
nayor,nue cero (R(z) significa la parte

A esta integral Legendre la denomin§ ®Inte
riana de segunda clase". 1a de primera oluo
rrespondiente a 1a funcién Beta, que luego 5o
whittaker y watson en su 1ibro "gn curso de An
derno" dicen que si Kz) > 0, entonces

['(s) = Iw ot L as
. 0

si RK(z) > 0, Ccauchy y saalschtz demostraron

funcidén no estd definida para z = 0, -1, '-2..

que como se dijo antes son los polos uhplou
cidn.,

D. Conclusidén. Analigando detenidamente :
niciones se puede establecer la equivalencia en
De la definicién dada por Weierstrass se llega,
c:lortos oilculoa. a la dada por m.lor. en efgct

-G e TR I oAV D b ﬂ-‘ 73
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1, ol L
1{m o(l+? tm %n-)ul[ 1im 'fc (1+ -E-}e:J

—+@ m— +o N=1
: s 1 see l - ‘ e E
'z 1im [a‘h. 221050 . & l)’] Jl-‘t [(1 + 'E')e n]
om—oe Lo ' _ n=1
__-si-. | : ; $ |
R O F | G +§)]
m-» 4l n=1l . ;
' [n—l . .l -z " 1 ]
= 1i b T P ik {1 e
e+ o [T oo o)
3 o e -'  Fhg -
; - 8 “ifa° I J!( {(1 +§)(1 > %)-BJ (1 + 1;)’]
3 n—p+o L n=1 :

| ['(s) = ':"'; ﬁl[(l + %?'Fl + ';')—1]

ig' definiéién dada por Buler. a igual resultado
sge si se compara la definicidn del aparte (C) con
g Euler y por consiguiente con la de Weierstrass.

b1

D .
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:¢xxamu;o_n

La funcién camma ea_m de 1as mia r:i.cas ‘en pmpi
des. Esta cualided hm que 'I:enga. relaciones muy int
con casi todos.los A:dpicoa que abarca la matmtica
cho de ot:no modo;"hes puedse a.fi:ma.r que_ es un fa.ctor de
nnida.d en Ia matemf‘tica, Los aubtemas uiguientes ‘corro-
bordn: —eata h:tf:macitSn.

[a: pmoi&: Bd‘ta.n 1a funcion gamma sirve Como 80D
te ‘pa;m &ef:lnir o estudiar, segin el caso, casi ‘bodas

lag i‘,tmcimss tmscendentalea. entra ellas a la ;ﬁmca.o
Bota. ' i d

Lesandre‘ Ie did el nombre de Int’egral m:leria.na de .
primera cle.se g la sigu...ente integlalg

4] 2%

vara R3) >0 v Ka) 7 0.

Como se puede notar, s una integral que d.epende de

los pardmetros P ¥ 9, 0 sea @s una funca.&n ¥ se 1a. d n
mina :Bata, ontom:es : '

p(p,q_) s _L ot (1- - 1) 4, Kp) >0, R(q)

La primera relacidn q_ue se puede establecer entre 1
funeidn caﬁnif‘ffla":asta ‘es la siguients:
e 3
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4 es un entero positivo
[(z) = 1im n® P(zsn)
n—3o
%

_ 1.2. 3...-..(n-1) -
e r(s) n];f:, Z(Z4+l) oo (z.m-l)

ficiente demostrar la igualdad;

-.._., ‘

152 M, e 1Y
Pls,n) = T

licando el método de integracién por partes a la in
1l que define la funcidn Beta se puede establecer el
0 resultado y por lo tanto comprobar la relacién es
da entre las dos funciones. Pero la relacién més
rtante la establecid Buler por medio de la expresic
"¢ q)

] o ]

mostracién la presenta sokolnikoff en su libm
ced galculusn.

slacidén entre las funciones Gamma y Factorial.

'- ncidn no menos importante que la Gamma, en el CAL
de Probabilidades y por tanto en la Estadfstica, es
meidén factorial.

pialmente se definid esta funcidn teniendo como do
D el conjunto de los niimeros naturales y por nota—
._{13 cual persiste), de la giguiente forma;

"nEN entonces nt =/(

 teoria de la funcién Gamma fue desarrollada para-
lente con el problema de generalizacidn de la funci~
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factorial, esto es, hallar una expresidn que sea igual
n! (n€ N) y a 1la vez, pueda ser extendida para cualqui
nimero real (extender el dominio). BEn este proceso de
vestigacién se logra establecer que;

+mo
J SR e M
]

La prueba se obtiene integrando por partes ( reiterad:
mente) la integral. Para n-l se tiene;

+@ '
J o Hoh Ak o (aed)e
0 S
Pero

+®
[z) =J e ¥ ™! at, Rz)> o0

o

Siguiendo el proceso de generalizansidn, teniendo en

cuenta las dog fdltimas igualdades, se puede concluir gus

+

r‘(s) BI 'B-t tz-l dt = (B—l)l
_ o

igualdad que establece nexos muy fntimos entre la fun-
cién Gamma y la funcidn Factorial. Las dos funciones

guardan gimilitud, inclusive, en la forma de autorepro-
duccidn, ya que;

zt = z(z-1)t y r(z) = (z-l) r'(z-lj

propiedad que aunque no es exclusiva para ellas, Porque

8i F es una funcién arbitraria definida para -n < x<-n4l
tal que
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Ro) = gy () )

acion funcional
: KI,'J,). =- X Hx)
e se cumple; sin embargo son las més caracteriza-

 de la familia y quienes hacen mejor uso de dicha

i
n la practica, el trabajo de las des funciones es

ementario, ya que si se trata de calcular la fun-
ma para n € [N, se utiliza la funcidn factorial. _
- contrario, si es de calcular el factorial de un

ttaker y watson en su libro citado anteriormente y
n en "the Gamma Function”, traen la siguiente

n '
gsen Nz = = r(z) r-(_z)

ales ponen de manifiesto la relacidn entre la fun-
wmay la funcién sen., pero cualquier funcidn go-
ca fundamental se puede expresar en funcidén de
tantes; esto hace que se extienda la aplicabili-
le 1a funcién Gamma a las goniométricas y a todos
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los campos donde és_taa _n_e utilicen,

Serfa intermingble tratar cesos donde la funcién en e
tudio interviene, esto haoe neceaario presentar su aplic"
bilidad en un caso myy aEpeoia.l, pero no menos im
como es en la Estadfs'tioa. RO SR A
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e ARITDL O _II1
La Funcidén Gamma en la Estadistica

gomo introduccién y para mayor com;prenaién del tema -
este capitulo, es conveniente definir los liguientos

gonceptos de probabilidad. - -

A.- Conceptos probabilisticos:

Espacio muestral, evenios y sucesos aleatorios;Se en-
tiende por espacio muestral el conjunto fomado por

todos los resultados posibles de un experimento, su
simbolo es.n. A los elementos de {) se les 1lama even-
tos o sucesos elementalea Yy a cualqu.ier suhcon:junto
de 01 , suceso. : f_

cuando se trata de experimentos cuyos i%éﬁltado's' no

‘se pued.en predecir. se d:.ea que son axper:lmtos que
‘ocurren a.l azar o aleatoriamente, los eventns ¥ suce-

808 se d.enomina.n estocésticos o aleatonos.

Variable aleatoria; Variable a'.lea'l:or:i.a; es uma funcidn

que aplicada a sucesos estadfsticos le hace correspon
der un nimero real, o sea AS (1, un suceso y X una
funcién tal que X;Acfl—>R, X(A) =m cg de X se
dice que es una variable aleatoria. La varisble alea-
toria puede ser discreta o continua, ya sea que esté

| ~ asociada a un espacio mue_atml discreto o centinuo

respectivamente.

Funcidn de distribucidn de probabilidad. Deterninado
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el espacio muestral y los sucesos de un experim ento
es importante saber con qué grado de confianza se pue
de afirmar que va a ocurrir un suceso cualquiera, es~ |
to es, conocer su probabilidad. Esta se puede presen-
tar por medio de tablas o a partir de una funcidn deco
dominio el intervalo unitario (I). Ademis, la funcidn
debe ser no negativa y su sumatoria o integral, en to
do el recorrido, igual a la unidad; cualquier funcidn
que cumpla con estas propiedades se la denomina fun-
cién de distribucién de probabilidad. Esto es, f es
una funcién de distribucidn de probabilidad si

f; RX)—I (R = recorrido)
tal que :

r(x)§0 parato&oxenx. y

z(]:) = 1‘,‘[ f(x) ax = 1
¥xex

S8i f es discreta, f(x) es la pmbabilidad de que su
variable aleatoria tome el - valor x; en el caso de
ser continua, indica la probabilidad de que la varia-
ble aleatoria tome los valores comprendidos entre x y
x+dx (dx = diferencial de x).

d) Funcién Acumulativa de Probabilidad. pare responder
& preguntas como "cudl es la probabilidad de que una
variable aleatoria sea menor o igual que un nfinero de
ferminadon, (X< x); o a "hallar la probabilidad de |
que una variable aleatoria sea mayor que x", P(X>x),
etc., se define una funcién p, asi;

1 A(X)—1I



Ef(x) si X es discretia
X€x

; P(xéx) = 4 jx £
¢

f(x)dx s8i X es continua

_f:_dapomina "Puncidn Acuﬁulativa de Probabilidad".

-»las-propiédadas de esta funcidn estéd la siguien

Pasx<b) = PR (b) - P (a)

cual tiene que ver mucho con el teorema fundamen-—
| del Célculo.

i

; de observar que todo 1o dicho_esté restringido pa-
fgvnriables aleatorias univarianteé. La generaliza-
jf} sqria traba;o para prasentar en otro articulo.

f Funciones de diatribucionas de Probabilidad Es— :
' peci ales.

kY e

ncidén de distribuciSn gamna. La funcién Gamma se uti
iza en la definicidén de no pocas funciones de distri-

uciones de probabilidades continuas, entre ellas, la
?ri6n de distribucidn de probabilidad que lleva su
:ﬁra ¥ que es de uso frecuente en problemas que tie-
n que ver con sumas de cuadrados o formas cuadriati-
.8 de variables aleatorias con distribuciones norma-
i'x una variable aleatoria ooqfigua'tal que su fun-
n de distribucién de pxobabilidad asociada es;
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f((x,a,8) =41 P&
0 3

para o >0, B)O vy F(q)'ln

Bn realidad N x, o ,p) représenta una £

vas, la determinacién de una de ell

J""”'f( g +@ _xd-l g
Xs ? X = .
0 £ J- o AT

1 ¢ +a0

= ﬁﬂpm Jo : -___

ral se convierte en casos particulares
cuente. Entre oiras tenemos las sigu

si ﬂr- 1, entonces

x e
g%, 1) = et)
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esta férmula es la que usan la mayoria de los textos
vara presentar a la funcidén de distribucién Gamma. Al
unos la identifican como "pistribucién tipo III de
Pearson". En este caso se-puede demostrar que el va-
'.-» esperado y la varianza de la variable aleatoria
es igual, justamente, al parémetm de la distribucidn
(), coincidiendo en esta propiedad con la distribu-
6_n (d;acrqta) d.g__ pp:.saon., =t '

para el caso general, aquellos valores son K@ yn:p’
E apecti?amente, dando el m:l.smo resultado, considere.—
do en el phrrafo anterior para 8 = 1.

' De la misma manera como la funcién Gamma genera otres
funciones, la funcidn de distribucién gamma es geners
-dora, tambien, de otras fu.nclonea de diatribuciones
".d.e pmba.bllidad. Bsto ocurra para lon a:.guientes valo
:rea particularea da los paré.metrpaoty p

‘g o = 1, entonces i ¢

_ gz, 1,p) = Lﬂ— el
23 2 0 x40
la cual es la funcién de distribucidn de probabilidad
exponencial de pardmetro A = -:5- , distribucién que es
muy Gtil em los procesos estocdsticos y la :teoric de

~ colas.

sid=3 S B=2

B siin o 72)-1  ~(x/2)

| —~- 0

dx Ji2ge 4202 fony T
0 ' x €0
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funcidén de distribucidn que recibe el nombre de ji
cuadrado con n grados de libertad (o valores indepen-
dientes que puede tomar la variable), en forma simbd-
lica x;-,.)

Una conaecuéﬁcia importanfe de esta distribucién es
que: si X es una variable aleatoria cuya digtribucidn
es normal dé media ( Esperanza) cero y de varianza 1,
entonces la variable aleatoria_xa'tendré como distri-
bucién una Xy (Ji cuadrado con 1 grado de libertad)

La funcibn acumulativa de probabilidad es, segln la
definicidén general,

X=1 ~(x/p)

ﬂ"‘ ()

que, como se vera mis adelante, es la distribucién
del tiempo de ocurrencia del evento r-ésimo, después
del tiempo inicial, de un proceso de Poisson con pa-
rémetro A= 5- (pardmetro de la exponencial).

X
B (p) = Gop) = [ 2

La distribucién Beta. Otra distribucién continua de
frecuente ocurrencia en la teoria estadistica y que

- utiliza como soporte a2 la funcién gamma, es la fun
cién de distribucidn Beta.

Una variable aleatoria X sigue una distribucidn Beta

si; .
#( x, p, q)= %% :_p-l(l‘x)q-l 0<x<l

Q. xi sy ' en otro caso

donde p y q son pardmetros reales positivos.
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_J» +4q)
B(P:9) = A Ti(q)

‘entonces

Nzprq) = 1B & H(1-0)T o0<xzed

0 en otro caso
:;; ralacién'entre_las_funoiones Gamma y Beta se pro-
?8nga hasta sus r93peétivaa distribuciones. Esto es,
s Xy Y son variables aléatori;L independientes cu-
f;a distribuciones son Gammas de pardmetros O y O
respectivamente, entonces la variable aleatoria

U B e

: X+71

ene una distribucidén Beta de pardmetros o y «;.
1as distribuciones de Student y snedecor (7). De la
combinacién de variables aleatorias con distribucio-
?is adecuadas se obtienen las de gtudent y Snedecor
que con la ji cuadrado se constituyen en tres distri-
buciones que guardan estrecha relacién con la Gamma
.{'ia Beta; ademds, son fundamentales en el andlisis
de la varianza, lo mismo que en otros procedimientos
sados en variables aleatorias normalmente distri-
das.

el caso de la t de Student se obtiene asi;

jea X variable aleatoria con distribucién normal de
jedia cero y varianza 1, Y variable aleatoria con dig
';,bucién;xﬁay 8i Xy Y son independientes, la varia-

)le aleatoria
| t =
ﬁ""rn
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tiene por funcién de distribucién de probabilidad
(2Lt 2. —H(n41)

a8 (L 4 ) co<x < 48
['(n/2) | :

Esta és la fu.néién de distribucidén de stﬁdent con I
grados de libertad. Su relacidn con la distribucidr

£(t,n)

Si t es una variable aleatoria cuya distribucidn e
la de gtudent con n grados de libertad, entonces,
variable aleatoria
1
14 t%/m

tiene ‘una distribucidn Beta con pardmetros n/2 ¥y 1/

Para establecer la distribucidn de snadecor o F se
tiene si X y Y son variables aleatorias independi
tes con distribuciones ji cuadrados de o,y n2 STd ',
de 11barta'<_i respectivamente, la variable aleatoria

n
Toay
tiene por funcidn de dl:strlbucién de probabilidad
n4n, -2
£ a0 o v p s £ (il_)‘ﬁ/? n;
T1T2 T g [i(ny) oy ( lc'19) R
2

la cual ea ].a distnbucién de Snedecor con n, ¥,
grados de l:i.'ber'f:ad

Existe también una conex ién entre las distribucion

de Snedecor ¥ la Beta. Esto es, si P es una variabli
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leatoria que se distribuye segin Snedecor con n ¥y
, grados de libertad, entonces la variable aleatoria
A

dene distribucién Beta con n,/2 y n,/2 gredos de 1i-
ertad y la variable aleatoria

o RPOT I - v e ST
dene distribucién Beta con n;/2 y n,/2 grados de li-

omo se decia anteriormente, estas tres distribuciones
on de uso frecuente ‘en la investigacién, lo que con-
buye a la universalidad de la funcién Gamma.

610 es de observar la aplicabilidad que tiene en +6-
picos tan nuevos como la investigacién de operaciones
7 la confiabilidad.
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CAPITULO IV

L& Puncidn gamma en los Procesos Estocédsticos y en 1
Confiabilidad.

La aplicacidén de la funcidén y la distribucién gamma
en temas tan novedosos como la investigacidén de operaci
nes y la confiabilidad es sor@éendente. Para notar la .
funcionalidad se presenta un caso muy concreto en cada
uno de los tépicos.

ek La Gamma en los Procesos BEstocdsticos. Un proce

estocdstico es un modelo en donde una o varias magnitu
des varian en forma aleatoria en funcidén del tiempo.

extensidn, el concepto se aplica a modelos en los cual
la variable no es el tiempo. También se puede definir
proceso estocdstico como una familia arbitraria de va
bles aleatorias reales {x(t), ter}, en general t se
fiere al tiempo y T es un conjunto de fndices. Por fin

se puede decir que un proceso estocdstico es la repres

tacién matemdtica de un proceso empirico cuyo desarroll
es controlado por leyes probabilisticas.

Si T es una secuencia infinita numerable [z(t)} es
un proceso estocédstico con pardmetro discreto o eadena
estocdstica. Bn cambio si T es un intervalo infinito no
numerable, x(t) es un proceso estocdstico con pardmetro
continuo, o simplemente es un proceso estocdstico. Si €
se refiere al pardmetro tiempo, T es el intervalo con-
siderado y xz(t) le observacién en el tiempo. |
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_ caso mds importante de los procesos estocédsticos

ardmetros discretos son'l'as cadenas de }Ia.zkov.

_:joadena\ de Markov es una secuencia X, de variables
forias reales tal que para todo né Z ~ Z~(conjunto

0s nimeros enteros no negativos) y para todos los va
S posibles de las variables aleatorias se tiene que

r-xn JII =1 ol I‘L = il, .o.., In_l = in—l}
{ =P{n=jl ::in_l}

a, la probabilidad del valor que la variable aleato-
en el estado (etapa) n sélo depende de lo que

._a en el estado o etapa inmediatamente anterior.
o

_' proceso de Poisson es el mds sencillo de los Pro-
ys 0 Cadenas de Markov y el mds dtil en la préctica.
cantidad de fendmenos empiricos pueden ser represen-

-m_adiante un proceso de Poiaaon.

es un proceso de aventos puntua.les que ocurren

tiempo .

n forma analitica se puede decir que si N(t, t + At)
= delta t) es el nimero de eventos que ocurren en un
ervalo (t, t + At) y existe A (conaté.nta positiva),
proceso estocéstico es de Poisson si se satisfacen
‘siguientes postulados para At—»0. I

) P{N(t, t +4t) =0} =1 -Aat + 0(at)

) B{N(t, &+ 4t) =1} = AAt + O(At)

-f"'p'{n(t, t +lAt) >1} = o(at) S5

) PfN(t, t +A4t) = x/ N(0,%) =y} = P{N(t, t+At)=x]
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(O(At) es un inffn:.tesino)

POr lo tanto, en un proceso de Poisson los evento'_
ocurren uno a uno en el 'tiampo y en forma aleatoria.

gcon esta :I.n.fomac:l.on previa, se puede notar el pa':
que desempefia la funcidén Gamma en los siguientes teox
maa'

Teorema 1. En un proceso de Poisson los intervalos
tiempo entre dos eventos sucesivos siguen une distrib
cidn expohencial. ' - i i 2

Bato quiere decir que el tiempo entre la ocurrencil
de doa aventba eé una variable aleatoria cuya {uncidén
distribucidnes £(x, «, 1), vista en'sl ca.pitula

; Denioatmcion del teorsma. Sea to un ev‘onto fi;)o
ferencia, x el intervalo de tiempo entre t_ ¥y la ocur
cia de un pmer evento y
 Kx) = Pfx>x)
para A:)O se tiene que
!'(x-p-Ax) = p(:}x + 4%) :
'== P(X>x) PIN(t +x, £ mnx) = 0/x>x] '
. Para el pmceso de Poiaaon
Kz +4x) = W )1 < Aax) + 0(ax)
B{Easedn)d K x) e L Uhey' o ofazh

Ax

tomando 1imites’ G

' P{x) = +AF(x) .

que. @s, una eghacidn, diferencial cuya solicidn sstd d
por '
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b iRy = ROy & R(0) = 1

) = s Bx>x), Hxéxm)=1-o

K x) ={)te"\x x>0
B A 0

x£0

& funcidn de distribucién exponencial.

Ax

2. En un procesc de Poisson el intervalo de

iostracién. Sea Wr el tiempo de espera hasta la ocu

a del evento r-ésimo, entonces

By |

donde x; (i=l,...,r) es el intervalo de

"entre la ocurrencia del evento i-1 ¥y el i. lLas x;
ables aleatorias independientes e idénticamente
das (tienen distribucién exponencial segin el
ma 1).

a;," ;
funcién generatriz de momento para cada x; es;

= jw i )\e-)\x dx = J“:\e-(""'qjx dx

By

o tanto la funcién generatriz de momento de wr est
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lo que implica que la funcién de distribucién para la v
riable Wr es
.5 Mol sk
:t‘"r( x) = (r-1)1 -
s B hiln co ' x<0

x>0

que la hemos deﬁnido como 1a& func:.on de distribucidn

c;amma., comprobé.ndose de eats. ma.nora el teorema 2.
3
En la teona de Colas o fenémenos de espera qua es U

gubtena de los sistemas estocéaticos de servicios, ‘l:am-
bién la funcién gamma tiene su apliceabilidad, como ejem:
plo estd la distribucién del tiempo de espera en la (ol

Para un modelo M/li/l, cuyas caractoristicas son;
1) D:l.aciplina de eape'i'a: primero que llega, primero se
atiende.
2) Llegadas; individuales segin distribucién de 1’01530
" ‘con pardmetro A.
3) Servicio; individual, duretc:l.én con distribuci6n @XPo:
nencial con parimetro A. : 9

Teniendo en cuenta que una unidad arbitraria A que
llegue al sistema debe ssperar en las colas un tiempo
conprendido entre xy x 4+ dx, sii ocurren los siguiente
eventos; -

1) Que en el sistema haya n>1 unidadea

2) Que en el intervalo de tiempo x se despache a n—-l
unidades

3) Que en el intervalo de tiempo dx se despache una uni
dad,

se tiene que;
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= P{xswsx + dx}

= Z‘j’ P{x;fw(x + dx/l_l = n}j’n

n=1
. n-1 —ux
7 u
Hx€w<x 4+ dx/ N = n} = A x{?n—].;l dx

gl teorema 2.

o n-1 .-;a:
= Ju(lux()n—]. )? (1 —P)Pn dx

2 n-1
- ,up(_l -m e ax B -“(n’_‘l)!

n=

;aﬂf(l -p) e ME T HPxgy
=up(1 -pi oML =D) aige

: e, B
uU=A) e e x>0
P(x) = ! ( . _
I'=p x<0
endo el cambio p = ;’.},— y teniendo en cuenta que si

0, P(0) =1 - P = probabilidad de que el servicio es
Llibre.

;f L"' Funcién Gamma en la Confiabilidad. Se entiende
confiabilidad de una componente, equipo o sistena,
robabilidad de que funcione satisfactoriamente duran

erfodo especificado y bajo las condiciones de ope
= dadas.

atando en este tema el caso de redundancia de stand
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by en sistemas renovables se tiene que la confiabilid

del gistema, representada por Po, es;
" 4 +. =
Po(t) = J fb(x) dx
S NS
donde _ S _
fo(x) = fl(x)' fztx)’ o.o*fn(I)' '
es la funcién de distribucién de probabilidad de la ¥
riable aleatoria T, esta representa ol tiempo de fun
namiento del sistema. Laa‘ fi (1 =1,2, ..., n) soni18

funciones de distribucidén de las n componentes del =--i
ma. El simbolo # es un operador, que se lee convolucil

gi se trata de n componentes iguales e¢ igualmenie
tribu.i&as (_exponencia.l). aplicando transformadas de I
place y las propiedades de las convoluciones, la ante
expresién queda asi;

n

L2500 = £3(8) =

(s +A)°

La tabla de transfommadas da:

que es la distribucidén Gamma. Siendo la confisbilidad
del sistena,
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b5 % n-1 e—y
I B Al XS
. (n-1)t
: o .
tuando la integral por partes reiteradamente se con-
je que

n-1

1‘: : . k - %
| R

gn verdad seria muy prolijo continuar exponiends ca-
aplicacidn directa o indirecta de la funciédm

|2 en sus miltiples modalidades. Queda por lo tanto,
rta la brecha para"continuar tal estudio que puede
er excelentes éxitos a quienes gustan de las revi-
les bibliogrdficas o estdn en la capacidad de hacer
tes efectivos a las Ciencias,
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