"ALGUNOS GRITERIOS DE DIVISIBILIIAD
e ' Servio Tulio Eraso Q.

el nﬁc.m uno de esta revista, empezamos por con-
M einco vy Ilegllos a construir ol cuerpo fini-
N .) de los enteros médulo c:l.noo. qne, ricilmen
8 om:uﬁ al caso de oualquior nédu.lo pr.tno Es
s (z diks o) es un cuerpo (finito) siendo p un nd-

m positivo.

*'ltro las aplicaciones de esta construccidén, analiza-
8 la divisibilidad de cualquier nimero entero entre

_ m de d:lviai‘bil.idad loa cmes, aon dc mn utj.
i a: %ﬁﬂ" ‘elemental. Las dmatmiom qu:l’. minis
: : ""lt fdcil acceso para los pmfesoru do ar.ltné

}ru Un nﬁm entero x es divisible por dos si y sélo
-g la c:lfra. de las unidades es par. Serd divisi-
& blo por cinco si dicha cifra es cero o cinco.

'S '_ X = a‘ 1 n-z"' 288, dondo los s vu-:tan entre
ueve. x,a representacidén doc.t-o.l do x. nri;

=a cpoa10 i a10° a 10" i 10

2l L 51 2 * oo + 8 = s,

. o i i=0



6 sea, X orB - 215(31 + 3210 + see + anlonﬂl)
gntonces, 2 divide a x - 8, 6 5 divide a x - a_. Pero

nos interesa el nimero x.

a) Para que 2 divida al nimero x, es necesario y sufi-
ciente que a  sea miltiplo de 2. Bs decir, a perte-
nece al conjunto {0, 2, 4, 6, 8} .

b) Para que 5 divida al ndémero x, es necesario y sufi-

ciente que a  pertenezca al conjunto {o, 5}.

Asi, pues, el nimero 1234 es divisible por 2, pero no

por cinco.
El némero 2345 es divisible por cinco pero no por dos.

El némero 3450 es divisible por dos y a la vez por
cinco. ;

2.~ Un eﬁte;o x es divisible por cuatro si y sélo si
el nimero formado por la cifra de las unidades ¥ .
la cifra de las decenas es méltiplo de cuatro! Si
dicho niémero es de la forma 00, 25, 50 6 75, el

entero x es divisible por veinticinco.

sea x=aa .a8 ,...8,838 donde los a, var{an en-

HE
tre cero y nueve. La representacidn decimal de x, serd;

n
x=2a + allol + azlo2 + eoe + ah;o“ ) o ailoi
; i=0

Si al nimero x le restamos el nimero formado por las

dos #ltimas cifras, obtenemos un miltiplo de cien. Es de



;gr, 100 divide a x - ala o

S Pero 100 = 4x25, entonces, 4 divide a x - ‘1’ 6 25

de a x - alao . Nos interesa el numero x. @ntonces:

1) Para que 4 divida a x es necesario y suficiente que el
nimero ala sea miiltiplo de cuatro.

b ) si el niémero ala.o tiene la forma 00, 25, 50 & 75, el
nﬁmero x es diviaible por veinticinco.

Por ejemplo, sea x = 12348 como &15 = 48 y 48 = 4x12
entoncss x es divisible por cuatro. Pues, 12348 = 4x3087.

- 9i tomamos x = 27450, entonces x es divisible por 25,
no es divisible por cuatro. Bn efecto:

F o ' 27450 = 25x1098

Pero, 27450 = 4x6862 4+ 2 (residuo no nulo)

'Si x'= 79400, z es miltiplo de 4 y de 25, pues,
79400 = 4x19850 y 79400 = 25x3176

3.— Un entero x es divisible por nueve (6 por tres)

si y sélo si la suma de sus cifras es divisible
por nueve (6 por tres).

Debido a quo 10-1 = 9(1]; 102 -1 .=9(11); 1051 =
= 9(111); etc., baata demostrar que para todo n & i, 9

fvide a 10n ol N Aplicamoa el métcdo de induceidén mate—
£ 'tica;

a) Si n = 1, entonces 9 divide a 9.
_ b) Supongamos gque 9 divide a 10° - 1 para tods k & .

‘c) shora demostremos que 9 divide a 105" - 1.
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como 9 divide a 10" - 1 (por b), existe un entero
tal que l.Ok -1 =9z, de donde 10k =9z + 1. Multipli

do ambos miembros por 10, tenemos;

10°*" = 10(93 +1) =903 +10 =905 + 9 +1
=9(10z +1) + 1L =9m + 1, donde me Z

entonces 10k+1 = 1 =9m ¥y por tante, 9 divide a
Por el principio de induccidén matemAtica 9 divide ﬁ
para todo n € W.

Ademés, como 9 = 3x3, entonces 3 divide a lOn- 1"
ra todo n € N.

En sintesis, x = a8, 1%, p---8,8,8 es divisible

nueve (0 por tres) si la suma B Byt B4 ... Gy 3
es miltiplo de nueve (0 de tres).

Por ejemplo, sea x = 3654. La suma de sus cifras,
3+645+4 = 18 = 9x2. Luego, x es divisible por 9. En |

to! 3654 = 914064\

Ademfis, 3464544 = 18 = 336, de donde x es divigibl
por 3; 3654 = 3x1218.

Ahora, tomemos x = 12345. La suma de sus cifras
142434445 = 15 = 3x5. gntonces, x es divisible por 3
Sin embargo, x no es divisible por 9. Basta ver que:
12345 = 374115 = 9x1371 4+ 6 (residuo no nulo).

UTILIDAD.

La teorfa de la divisibilidad por nueve, por abar
todas las cifras del nimero dado, es de gran ayuda ¢

do se quierms saber si una operacion estd ien aj acuts
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la llamada "prueba del nueve". Aunque las otras
8 tengan interés matemético, son un tanto restrin-

18] Tont

nera de ilustracidn, consideremos dos casos:

_Multiplicacidn.

an a y b enteros dados y su producto p = axb. Estos

0s en médulo nueve, son:
? a= 931 + x donde a,, x en Z; O€_8_<L9_
I_r'b'-9b1+y b, yenz 0<y<9
k= p=9p1+z p‘l.senz; 0g=a<9
_.'.:= que p = axb, entonces:
C9p) oz = (98 x)(9b; + ¥)

= 81&1111 ¥ 9811 +--9b11 + Xy
onde, 9(p;'~ 9ab; = ajy - bz) < < 2

9m = x7 - z donde meE Z. De aquf, 9 divide a

_ fi'ogrii-ﬁultiplicir 237 por 59 resulta 13973. Es
to correcto 2.

N =9x6 +5 3x5 - 4 =11
13973 = 9x144] + 4

mo 11 no és miltiplo de 9, el resultado es incorrecto.
efecto; 237x59 = 13983.
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II. DIVISION. : ' #

Sean a y b enteros dados, siendo b # 0. Al divi

entre b se obtiene un cociente q y un residuo r %a

que a =Dbq + r donde O r <b. _ &
Estos ndmeros en médulo 9, son:
A=931+z; a.l,xe.nn;. U <Y
b = 9b1 + Y b y en Z; 0L y<9

qQ=9q +32; |, zeal  0L2< 3088

r==9r1+w; rl,wanz,; O WS 30 A
Puesto que a = bq + r, entonces; £ ,;{

98, + x = (9b; +¥)(9q; + 3)+ (I7) + W)
_ = Bll?lq1 + 9hlz + 9q1y + ¥z + 91-1 + T_
de donde, 9(a1 -9'b1q-1 - b]_’. = ¥ rl) = (y2 + ¥

6 sea, 9m = (yz + w). - x, donde me€E EZ. De ;":
vide a (yz + w) = X.~ '

WEMPLO; Al dividir 123456 entre 276 se
de cociente y residuo 83. Serdn los resul tados cor

123456 = 9x13717 + 3
276 = 9230 + 6
447 = 9249 + 6
83 = 9x9 4+ 2

(3x6 + 6] -2 =

como 22 no es multiplo de 9, la operacidn debe .':;"
En efecto; 123456 = 276x447 + 84 (84 # 83)

4.~ Un entero x es divisible por once si y sélo
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~ suma alternada de sus cifras (a partir de las uni
- dades) es mdltiplo de once.

ea el entero =x - a8 1% _ —27°+858,8 donde los a;

n entre cero y nueve. Su representacién decimal es:

o

1!1‘110 + 8210 + e ath = Zi‘, a; 10t

0 10 = - 11 - 1; 102,. - 1.1(9) +11 107 = 11(91) o Xy -
-;11(909) +1; etc.,' bu‘h denostm quo 11 divide a
£1. B8 decir, 11 divide a 10® - (-1)%, ¥ne m. 10
.;-: por induccién ut.uit:l.oa..

a) 8i n = 1, entonces 11 divide a 11.
b) Supongamos que 11 divide a 105 - (-1), V’k € N.
¢) Mostramos que 11 divida a 1€)k 0 (-1)

0 11 divide a 10“;- (-1) s por b) existe un entero

......

= 10(11z + (-1) ) pem 10 = 11 - 1, entonces
20" (a1 - 1y(e b (G )

= 11(11z) + 11(-1) - 11z 4+ (-1)(-1)

= 11(10z + c-1) )+ 0 rtaphg

i - ;:;;ﬁ,;”-,,
gl 0]':""1 - (-I)k"'_l -11(:). mE L lo cual d.tco
) 11 divide a 10""1 -: (-l)m. Por el principio de in-

cién matemdtica, 11 divide a 10° - (-1)*, ¥nen.
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Luego, para que 11 divida a x es necesario y suficien
; e .- n
te que 1l divida a (a.o -8 + 8, 33_4. eoe #+ (=1) an.)

que es la suma alternada de las cifras de x.
> . 3

A manera de ayuda nwdtéoﬁip',g,,__;epemoa; se suman las
cifras de puesto impar; sl; se suman las cifras de pues-
to par: S,. De la primera restamos la segunda, S;=8,7

el resultado debe ser miltiplo de once.
S,

EYEMPLO: Veamos si o]. nﬂero x t1326391 es d.iv:l.aible
T84 J‘n i i

B .. *‘é“’ 3

s,_. 1 7 s Mgy o

-S -T ‘18-—11

por 11;

Luego x si es divisible por'iih 'Bl ‘efecto;
1326391 = 11x12058L =

ESperamos una futura c bortﬁimz; tratar aspectos
sobre el mAximo oot&n divisor y m:o comdin wult:i.plo
siguiendo esta l{nea de rﬂonﬁﬁﬁ‘ld i

t o 8 e -;'d:u.lﬁlh.ﬂll
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