LOS NUNEROS_PITAGORICOS

Saulo Mosquera

| Tal vez este enunciado sea muy familiar para (d. "El
del cuadrado construido sobre la hipotenusa de todo
iridngulo recténgulo es igual a la suma de las dreas de
los cuadrados c_onatrn:fgioa sobre los catatds". Una de las
demostraciones més antima del anterior enunciado y que
segin los hlatonadoras se de'be a P:Ltagoras y data del
550 A.C., es 1la s:guiemte; '
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la cm, conaidero, ‘no necesita explicaciones. -

l’em, a qu& se 1laman nﬁueros pitagdricos; se conoce

'oon ‘este nombre a toda terna de nimeros enteros fa,b,c)

‘que satisfacen el teorema de Pitédgoras, es decir que cum
plan la relacién

¥l & l.z-f-"'bzucz

 donde a y b son los catetos y ¢ la hipotenusa de un trién
- gulo recténgulo. Un senoillo ¥ conocido ejemplo nuestra
que 'l;a.'l.ea tama existen (y por lo tanto muchas) ya que

32 o 5 y por lo tanto la terna (3,4,5) cumple con

las condiciones exigidas.
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Bl pfopésito central de este articulo es determinar
todas las ternas de nimeros pitdgdricos, es decir, exhi-
bir férmulas por medio de las cuales se obtengan ternas

de este tipo. Para tal fin consideremos lo siguiente;

Sean a, b catetos y ¢ la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo, es decir; :

ol Salir T o S T T (1)

Sea d = M.C.D(a,b) entonces a y b son divisibles por d y
por tanto por algin primo p (cualquier factor primo de
d), luego % : '

a=pa Y b = pbl
y reemplazando en (1) se obtiene:

2. 12
p(a; + bf) = % a,,b) en Z
De esta Gltima expresién deducimos que p° divide a o

¥ por lo tanto p divide & ¢. Luego, todo factor primo a
ay b es también un factor de c. : '

Amédlogamente todo factor primo comin de a y ¢ é dé b
¥y ¢ es un divisor coméin de los-tres; por tanto podemos
desechar todos los factores comunes de a, b y ¢ (por lo
tanto a d) y sélo trabajar con "ternas reducidas", es de
cir ternas en las cuales M.C.D (a,b,c) =‘1 ¥y para esto
es necesario buscar ternas (a,b,c) en las cuales a,b y ¢

sean primos entre si dos a dos.

Para nuestro caso supongamos que M.C.D (a,b) = 1, es—
to significa que a 0 b es impar (por ejemplo a). De (1)
obtenemos que '

a2 ainie i e o b BYpd b) (2)
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Sea t = M.C.D (c4b,c=b) entonces,
c+b =mt y c-b =nt; m,nen 32 (3)
Reemplazando en (2) se obtiene;

32 = mnt2 donde M.C.D (m,n) =1
luego, (%)2 =mn y % es entero

Se mostrard ahora que m y n son cuadrados perfectos,
para esto descompongamos a/t en factores primos, digamos

Rk Sl &= 5o
a i Wl a2 1 292
;’ = pl -p2 ermy 1“380 (—t') = pl 'P2

‘NWétese que todos los factores primos de (a./t)2 deben

aparecer en m y n conjuntamente, pero que cada factor
primo esté en m 6 n pero no en ambos ya que M.C.D(m,n)=l
y por lo tanto todos los factores primos de (a/t)2 estén
distribuidos en m y n de tal forma que cada potencia pri
ma pfﬁl, pguz, ... aparece en m 0 an n exclusivamente,
luego m y n estdn formados Unicamente por potencias pa-
res de sus factores primos y por tanto m y n son cuadra-
dos perfectos. '

Sea aiitoncas m = uz, n = vz; u,'v en Z y reemplazangdo
en (4) obtenemos g nzvztz. es decir
a = uvt - (5)

Sumando las igualdades (3) se obtiene:

2
2¢c = (msn)t = (u2.|. vz)t y asi; ¢ =2 +2v2't (6)

Restando las igualdades (3) se obtiene:

2b = (m-n)t = (u’- Vz)t y asi: b uL‘#ﬁ— (7)

Como a es impar de (5) se deduce que u,v y t también

deben ser impares ya que si uno de ellas fuera par, el
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producto uvt seria par y por tanto a par (absurdo). Ade-

2 2
N 4
méatalyaquaait;&ldea=uvtyb=3-§—

deducirfa que a y b tendrian un factor comin ¢t # 1 (ab-
surdo) ya que M.C.D (&,b) =

t se

De las igualdades (3) también se deduce que n<m y por
tanto v < u y como m = u® y o= v° son primos entre si se

sigue que u y v también lo son.

Por tanto las férmulas (5), _(6) ’y. (7) quedan;

PR e i R
a = uv, b=“"l":é."L ¥ c=ll'—§—"v'_—‘ (8)

y en resumen tenemos lo siguiente;

"si (a,b,c) es una terna pitagérica donde
M.C.D(a,b,c) = 1 entonces a,b,c pueden representarse por
las expresiones (8) donde u y v son numeros impares pri-
mos entre si y u > vv.

Recipmcamenteg "Si M.C.D (u,v) = 1, uy v impares y
u > v entonces los nimeros a,b y ¢ dados por las expre-
giones (8) forman una triada p1tag6rica tal que
M.C.D (&,b,c) = 1w,

Para probar esta nétese que;

2 2.3 2 2 2
2 u- v u v
(B i das ) somt ()
luego a, b y c dados por (8) forman una triada pitagdrica

Ahora solo resta mostrar que M.C.D (a8,b,c) = 1.

Supongamos que M.C.D (a,b,c) =k # 1, entonces k es un
factor comén de a,b y ¢ y por tanto b ¥ ¢ poseen un primo

p como factor comin (cualquier divisor primo de k) luesgo,

bi= pbl y-¢ =pe, y de las igualdades (8) obtenenos:



2b=u2—\r2 Yy 2c=u2+vz

|8 cuales, sumdndolas y restdndolas deducimos que:

.
4]

jces, . u- = Pley + Bydusy ¥ = B(e; = by)
males nos diden que p divide simul taneamente a u®
¥ como p es primo entonces p divide al tiempo a u

4 surdo) ya que u'y v son primos entre si y voxr lo

cas para diferentes valores de u y v.

B3 Wl o S5 bax 4 em= 5
fu=5 v=1, a=5 b= 12 ca= 13
W=5 v=3 a=15 b= 8 c= 17
u=7 v=1: a=7 b= 24 c= 25
fi =7 v =3 w2l b= 20 o= 29
u =17 V.= 5 a=35 b= 12 c¢c = 37
= 9. ¥ . =.1: a= 9 b= 40 c¢c= 41
V=9 ¥v=5 A=d45 b= 28 c= 53
u=9 v=17; a =63 g 16 ¢ = 65

8 de anotar que las expresiones (8) nos dan aquellas
pitagéricas en las cuales {4.C.D (&, b, c) = 1,

s las demis ternas se obtienen multiplicando las
ldades (8) por cualquier factor comin t.

)gérvese ademds que una generalizacidén de lo ante—
' seria; "Hallar todas las ternas de nimeros enteros

tivos a, b, ¢ tales que
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para cualesquier n 7> 2.

Pierre de Fermat (1601 - 1655) afirmé que la ecuacidn
(9) no tienme solucidén en enteros positivos para n > 2,
afirmacidén que se conoce con el nombre de "EL ULTIMO
TEOREMA DE FERMAT"; esta aseveracién nunca ha sido de- o
mostrada en sentido favorable o contrario; més sin em-
bargo si ha sido demostrada para algunos valores de n;
por ejemplo Kummeg-(leio - 1893) la probé para todos los
valores de n dead; 3 a 100.

Si yd. desea "repasar" las ideas aqui expuestas nuede
tratar de hallar expresiones para todas lag ternas a, b,

c de enteros positivos que satisfagan

.32+2b2=02




