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Debido al desarrollo integrado de las diferentes ra-
mas de la ciencia en las dltimas décadas y puesto que la
natematica concebida como una disciplina formal, es con-
siderada en la actualidad como una de las bases funda-
mentales para el desarrollo de diferentes disciplinas
cientificas, presentamos la elaboracidén y andlisis, de
manera elemental, de un "modelo biomatemdtico" en ecolo-
gia,

_Sobre biomatemdtica, en los Gltimos afios, se han pu~-
blicado excelentes obras, aunque en reducido nimero, ¥y
varios articulos en revistas especializadas, por lo cual
el presente es, ante todo, un articulo de divulgacién so
bre uno de los temas tratados en las obras mencionadas
en la bibliografia. En esta primera parte se da una vi-
sién somera sobre los objetivos de la biomatemAtica y en
la segunda, el desarrollo del modelo mencionado.

A grandes rasgos el desarrollo de la biologia lo po-
demos dividir en tres etapas;

l. como disciplina descriptiva, hecho particularmente no
torio en anatomfa, desde Aristdteles y Galeno hasta
el siglo XVII.

2. La biologia como ciencia, que comenzé realmente al

surgir la genética, la evolucidn y la fisiologfa, no



hace mds de 150 afos.

3. Etapa de desarrollo cientifico, donde se han obtenido
los avances mds profundos, debido al progreso en los
métodos de medida, se inicid a comienzos de este si-

glo.

Por otra parte, las matemdticas durante mucho tiempo
se habfan considerado como un &rea de investigacion que
se ocupaba de cantidades tales como distancias, dreas,
dngulos y pesos, aunque desde sus comienzos habia empe—

zado a desligarse de este tratamiento.

La llamada "matemdtica moderna" se abrid camino en
otras ciencias alrededor de 1925 cuando se consiguid
aplicar a los cuantos fisicos la teoria de grupos, que
emplea elementos abstractos y operaciones sobre ellos.
Desde aqui las matemdticas modernas han entrado rdpida-
nente en otras Areas de investigacidn cientifica, inclui
das las ciencias de la vida. La biomatemdtica es de ori-
gen reciente, data apenas de piincipios de este siglo y
se inicié prﬁcticamentalcon los trabajos de Volterra,
Lotka y Rashevsky, a pesar de que en 1890 habian hechose
formulaciones matemdticas sobre la interrelacidén de los

circuitos eléctricos con el gsistema nervioso.

De esta manera, no es posible delinear un claro desa-
rrollo histérico de la biologia o de la biomatemdtica
como ciencias; por esta razdén para determinar la meta de

e
la ciencia moderna y contemporédnea, debemos basainos en
el desarrollo histdrico de la fisica, la mds antigua de

laa ciencias naturales.
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‘18 figica practlcamdﬁ% nacié en Atenas con los tra-

jajos de Aristdteles, don.de la preocupacidn basica era

8l "porquée"™ 'y no ' el rgomo* del suceso de las cosas. Des-
g6 1os trabajos de Galdleo'la "manera" ea que suceden
16s fendmenos naturﬂi-‘-ei comenzd a cobrar imporftancia en
fsica. mn la actualidad la clésica pregunta del porqué
suceden las cosas, que ‘con tanto esfuerzo tratd de res-
ponder Aristételes, m0 se considera ciencia sino meta-
ciencia., Ni Gglilggﬁw_i_:on, ni ginstein buscaron una
respuesta a tal pregunta; la meta de sus investigaciones
fue el "como se muevan"ié'a objetos", y dentro del campo
.e sus respect:l.vas ﬁw’gﬁciones la respuesta fue pre-

T R

.~ Siguiendo eata taw y basandonos en la experien-
C J.a, ésta nos- nmeatmm aJ. ‘no podemos comprender, al
‘menos podemos predomutro de ciertaa limitaciones,
auceden los fanw naturales.

8 encia. modema es, eni:onces,
. 1 ks
crear en tp_rno a ?139'. fenomenos rgales, nmodelos- que des

riban y puedan pr% oomportmiento de tales fe-
aémenos. En general a elab_qrado modelos diferentes
d-" fendmenos considerados como distintos; por ejemplo

electrén en algunos casos tiene comportamiento de par
icula y en otros comportamiento de onda, por lo cual se

crearon dos modelos diferentes para su estudio.

‘- Ly 9 s
Dentro de los "modelos mbollcoa", que son a.qu

qua se pueden reprea;ggar ned:l.ante simbolos o formw.l.; £

e BL

‘_7 que permiten la matematlzaclon de los dlferentcé

'I:emas ¥y procesos, se pueden distinguir los "modelol'lﬁ&-
y
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temdticos" (deterministicos) y los "modelos estadisticos"

(no deterministicos).

Se puede decir, entonces, que un modelo matemdtico es
bueno si predice o simula algunos de los comportamientos
de un determinado fendmeno real. A excepcidén de esto, mno
se puede buscar significados bioldgicos del modelo nas
alli de su poder da prediceidn.

con base en estas consideraciones se puedan eatahlecer
los objetivos de la biomatemética, entre los cuales se
pueden sefialar; ! R

1. Encontrar estructuras matemdticas .qu.e sirvan de mode-
lo comiin a diversos y diferentes fendmenos bioldgicos.
La bisqueda de estas estructuras hasta cierto punto
nuniversales" ha encontrado tropiezos debido a nues-
tras limitaciones de percepcién en lo que a fendmenos
bioldgicos se refiere.

2« neacubrir variablea candnicas que expresen un deter—
ninado fenomeno en su néxima BlmpliCldBd. Esto se ha-
.ce elaborando modelos, reglas operacionales o estruc-
turas que describan el fendmeno biolégico estudiado y
que a la vez sean comunes a varios de estos fenémenos.

Es conveniente también comparar el enfoque de la bio-
natemdtica con el de la biofisica. En biofisica se busca
esencialmente reducir los fendémenos bioldgicos a sus rai
ces fisicas, para luego aplicar o adaptar las teorias y

sultados de la fisica a estos procesos bioldgicos. EL
bilyfigico trata de deducir de las propiedades atdmicas

\ L4 #
y moleculares de, por ejemplo los acidos nucleicos o la
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3,,

neurona, las propiedat doldgicas de estos, ¥ asi tra-

ta de reducir la bioldgia & fendmenos fisicos.

R

uds generalmente, .5 decir que la meta de la dig

Tisica es deducir el G rtamiento de un sistema con-

suesto mediante el ¢ de los comportamientos indi-

]

viduales de los com  _de este sistema y del estu-

dio de las interace ' entre estos componentes.
0 W 3 1 m- - '11_ ‘.I_' i
Por su parte, la bi jemdtica analiza la estructura

de fendémenos o siste 01égicos como "un todo", sin

intentar reducirl_ ‘a ponentes encuadrables en otra

ciencia. ¥

Al proceder porﬁ. squemas biomatemdticos, los pro-
blemas bioldgicos se

lidades bioldgicas

izan tratando de captar sus cud
jales, para luego ser estudiadas
por medio del o'y las estructuras matemdticas.
Por ejemplo consideremos el anélisis de la neurona. plan
teado el problema bio jatemAticamente, se debe captar la

sidera como una mag
seilales (subumbra ¥ cuya respuesta a otras

sefiales (sobreumb 2 ' _ 0y ¥ planteado con. criteric
reduccionista, sa an los procesos necém.cos U

binaria cuya respuesta a ciertas

cmmdn se excita una neurona.

{TERACCION ENTRE DOS BPEGIQ e
= = ==
_-;,J: i =50 AR L -“'i_ "r"-
Se trata de nnatnﬁ como puade mularae. por '
de sistemas de eeumiones diferenciales, la varia i
que experimenta el néfiero de individuos de especief que

/

#
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viven en una misma regidn.

congideremos una region cerrada que contiene dos espe
cies de plantas o animales. Dos especies que viven en un
2ismo sistema ecoldgico pueden interactuar de diferentes

maneras; algunas de las cuales son:

1. Depredacidn. Si la especie A es depredadora de la B
entonces la especie A se alimenta de la B. La depreda
cidén puede ser absoluta o relativa.

2. gompetencia. Laa.eapégiegfx y B compiten cuando ambas
deben recurrir al mismo recurso natural, que puede

ser alimento, espacio fisico, etc.

3, gimbiosis. Cuando la poblacidn de la especie A depen-
de de algin modo de la especie B, y a su vez A esiimu
la el crecimiento de la especie B.

Presentamos a continuacién un caso particular para
luego indicar la estructura del caso general .

« BO"

caso particular. .

Consideremos un sistema ecoldgico cerrado que contie-
ne dos especies A y B y denominemos;
X = poblﬁéién de la especie A
¥y = poblaci&n-da la eapecie B

Durante un intervalo de tiempo at podemos describir
vl proceso mediante las ecuaciones;

= ganacia ne- cambio en au-) cambio debido a
X ta de A.(0 } = {sencia de in~p+ {a interaccidn
\ pérdida). teraccidn con la esvec.B

L]

\
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= ganancia n feambio debido cambio en au-
ta de B (o?}= @& interaccidén? + {sencia de in-

pérdida). con la esp. A teraceidn

Dividimos ambas ecuaciones por At y suponemos que
ada término tiends a un limite cuando At — 0. Asi el

o al limite conduce @& la situacidn:

da a interaccién con
la especie B

ausencia de in

razén de cambio
{racc:,én

{mén de cambio d,abi—}
Y

o
o
I

1 & razén de cmbm- razén de cambio en
{da a interaccidn o J + lauaencjia de inte- ]
E ~{la‘especie A" 'n % |raccion -
Bn ausencia de interaccién se puede suponer que en
bas poblaciones existe mna razén constante de naci-
ento y muerte de forma q’tu.la razén de cambio es pro-
porcional al tamafio deqiﬁnpblacién,. que la razén de
canbio en interaccién es proporcional al tamafio de la po
blacidn que interviene. gon estas consldera.clones se Ob-
tiene el sistenma siguiente;

el cual se puede escribir em la forma:

dx % v PO 3
at a1 5 [ as
= g 0 E“ = H-F
a - £ %
at T |

8i F=(x v) yMeslamatriz de los coeficientes.

E'L contenido légico de este sistema puede apreciarse

en la siguiente grafica;



x(t) o ¥(E)
interaccion
realimen— realimen—
tacidn tacidn
dx ay
dt dt

Las cantidades x y y estdn en interaccidén de forma
que determinan plenamenta las razonea. de crecimiento
&x/d'l: y dy/dat. Al pasar ‘el tiempo, X ¥ ¥ crecerén de -
acuerdo con las ra.zones dx/dt y dy/dt (o decrecerﬁn), de
esta forma las r;zonea determinardn los _futuros vg.lorea
de xy y. La informacidn dada a dx/dt y a dy/dt es rein-

tegrada a x y a y.

Este sistema de ecuaciones, tiene soluciones de la
forma:

(%) = L‘Lakt, N kze;\t

donde k.L l: ¥ A son. conatantea a determinarse. Reem-
plazando esta.a aolucionea y sus derivadas en el sistema
se tiene; _
At 5.+ Ab At

e = e
At

At
kake by kl + & ke

o en forma equivalente;
(8); = Ak, + &k,
Syt dagsirid)i, =0

Para encontrar los valores de )\ debemos hallar las

soluciones de la ecuacidn caracteristica de la matriz M



47

_la matriz M es un homomorfismo del plano castesiano
i en si mismo, expresado en la base candnica {l 0) ¥y
0,1). Los puntos cnt:.goa del sistema conatltm,ren el

jucleo de M, es decJ.r. el c.qngunto P de puntos criticos |

sistema es:

24 08T |
P =Koz M= {F/ M?) = 0]
Bl nidcleo de M puede temer dimensién 0, 1 6 2, lo
' d.n para cada uno i&«utos casos espacios de solu-
_'ﬁf_- ones radicalmente es. Un estudio completo im-
carfa el anflisis de estos casos con sus correspon-
entes correlaciomes. ' 1.

_ Para tener una :Ldeaﬁﬁ{ﬁlm del problema considere-
¥ ¥ ; < ISR

2$.Qﬂ8 20T 8l ¢
x = méxima poblacidén de A
¥y = méxima poblacién dep. -

icemos el sxguimudclo-

-—-—- (a].l( x-) -}ﬁzy)u{x)
e 5 teonlcedng HABIUT ; ¢ (1)

: = (a4 8,0(y - ¥,)) W) -
onde u(,;, - [i’ B

ara indicar que el modelo funciona solo en el primer
padrante del plano xy, dado que no existen poblaciones
gativas de una especie dada.

"Loa nuevos individuos iﬁirecen generados por los in-
viduos ya existentes de la especie, por lo tanto &, 7

- deben ser no nulos.
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Si el determinante de la matriz M es cero, el modelo
(1) no tiene puntos criticos para x y y positivos. En es
ta tUltima situacidn, debido a que ambas poblaciones son
acotadas, una de ellas debe extinguirse necesariamente

por lo que entonces no existiria equilibrio ecoldgico.

Si el determinante es diferente de cero, se pueden ha

" 1llar nimeros r; ¥.T, tales que, mediante la traslacidn

X =Xx"4+ I, ¥y =y +T, el modelo (1) se transforma
en; yE TUR . BuESY e

e il Al
%%' e85, %" + 87" Ju(FhowoTs)

En la regidn ‘abisrta definida por x' + rl>0. VARS r2)0

que corresponde exactamente a la regién x, y > 0, el nue-

vo modelo se transforma en:

E. ’ 2 x! { t
S . 32
Ry e T

R WNEY o -

- (2)
Dentro de este modelo Sa'pﬁéden eatabiecér diversos
tipos de interacciones entre A y B; entre éstas analiza-
remos sin mayores detalles en la parte analitica la si-

tuacién de competencia.

competencia entre dos especies

Si dos especies A y B viven en competencia en un sis-
tema ecoldgico cexrrado, a partir del modelo (1) se dedu-
ce que todos los coeficientes son negativos. Estohsa de~

be al hecho de que en ausencia de la especie B, la pobla-
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I cidén de A crece sélamente si el nimero de individuos de

A es inferior a la poblacién maxima x ; por lo tanto el
parémetro a,, es negativo. Por otra parte, traténdose de
una gituacidén de competencia entre las especies A ¥ B,

8l nimero de individuos de la poblacién B afecta de ma-

| nera negativa la tasa de crecimiento de A, de aqui que

a,, sea negativo. por idénticas consideraciones a ¥

8,5, deben ser negativos.
Por lo tanto refiriéndonos al modelo (2), la ecuacidn
caracteristica de la matriz M del sistema es:

a),-A !‘12

a,, a, -A

= 0, C; BB&, Az— (811+ &Za)k + |HI=0

[

1
El discriminante de esta ecuacidn cuadrdtica esta da-

do por

G = (At “22’2" 472{"’-" = (ay;- 2,)% 48,595

AE

5 I gl '
el cual es positivo por ser 8, ¥ &, negativos. Luego,

esta ecuacidén caracteristica tiene dos valores propios
reales y difersntasg_fﬁ

1
M o= Hay + a4 /@ )
g = Hayr e VT

5 A #./\2. A< o

Los vectores propios ¥, ¥ Vv, correspondientes a Al y
A, respectivamente estdn dados por:

i =( 29}—21(311- 8+ 2/d’ ), 1))
o N ('251*;1("11" 8- 2/7), 1))

ElL sistema de ecuaciones diferenciales (2), expresado
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en su base de vectores propios (ejes principales), se re-

duce al siguiente:

dv
ik
qe o )\1"1
dvz : (3)
Sage— -] )~ v
dt AP

1a solucidén del sistema es entonces

% A &
vi(t) = vi(0)e =, Vy(t) = v2(0)a )\2< 0

Las soluciones del mbdelo (1), para el caso de compe-
tencia se ilustra a continuacidén para Xl >0y )1< 0

respectivamente.
: 1y oy
J ¥ : Y%
i e
) : '
: :
' H
H -
: :
% -4
' 1 - —
L .‘..._...s.:.-... :I'.'
» 5
! &
/ : / {
Ym : Y |
1 H '
i H
H ; i
gt + > X g x
K \ "
Im . Im & \'l
competencia inestable competencia estable

En este modelo puede verse claramente una situacidn
ecolég:.ca en extremo dalica.da

Para. l > 0, pueds verse qua existe una, y solo una,
trayectoria que garantiza la sobrevivencia de ambas espe—

cies, a saber el aje v2 . De modo que, si el sistema ze



51

desarrolla a lo largo del eje v.,, ambas especies sobre-
viven a pesar de competir entre ellas, siempre que el
sistema ecoldgico no sea perturbado. Sin embarge, una
pequefia perturbacidon puede causar la extincidn total de

una de las especies.

Por ejemplo, supdéngase que A y B son insectos que
compiten por un cierte habitat; A es nocivo para la agri
cultura y B beneficia a ésta. La evolucidn de las espe—
cies se produce a lo largo del eje v, La accidn de cier
to control quimico sobre A produce una disminucidn tanto
de la poblacidén A como de la poblacidén B, dé modo que
después de aplicar el control quimico, se tiene el sis-
tema situado en un punto con coordenada v,(0) negativa.
Se tendrid entonces que el sistema sigue una trayectoria
que se aprogima a (x , 0), o sea, la extincidn de B, sin

que se extinga la especie nociva j.

Luego, el control debia ser aplicado de tal modo que
se obtuviera v (0) positivo, aunque esto implique que,
en algunos casos, la poblacidn inicial de A sea superior
a la de B. La propia dinim;ca del proceso se ancargpré
de la extincidn de A, y‘la B se aproximara a Yp°

-

Caso general.

El caso de dos especies en interaccién puede expre-
sarse por medio del sistema de ecuaciones diferenciales
siguientes;

Rz ¥)

& Sl

?2E z, y)

o
et
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donde x representa el nimero de individuos de la especie

Ay y el de la especie B.

Si se supone que tanto Ei(x’ ¥y ) como Fz(z, y), pueden
desarrollarse en series de Taylor en una vecindad del
origen, se tiene que;

dx ;8 b 4 |
e s, | (x,y) = z a. .xXJ¥y
dt E iJEw 53

H = P ’ = ? s iyJ
d:": 2(1 Y) | iz';,enal'sx

donde N denota el conjunto de los numeros naturales.

Debido a que se estédn considerando poblaciones de es-
pecies que habitan un sistema ecoldgico cerrado, se deben
dejar de lado los casos de inmigracidn; esto es, una po-
blacién inicial nula deberia permanecer nula y su tasa

de variacidn seria cero.

La forma genersl dsl modelo de Lotka-TVolterra es la
gsiguiente;

@ - ::(Z Jcﬁbi"jxiyd)
»
s i,JEN a4d
1 2 2 :
d d b ., R g . 3 A = ; M ’
onde 1,4 al+l,a bL,J al+l.J para todo i,j€ N

Se pueden analizar dos modelos; el primero la aproxi-

macién de las sumas pueden ser expresadas por los térmi-
nos lineales de la forma



1
st

[N
=]

x(ax + by + T)

[= 9
ad

&

il

e y(ex + dy + 8)

Estas ecuaciores, con ciertas restricciones pare los
coeficientes, han proporcionado soluciones, pero en
ellas aparecen funciones un tanto complejas, como, por
ejemplo, funciones de Bessel. El estudio completo de es-
te sistema considerando todas las poaibilidadeshsobre

los coeficientes no ha sido desarrollado &un, y un tra-

bajo de este tipc seria una contribucidn valiosa.

El otro modelg.imbone un comportamiento matemdtico a
la situacidn real al exigir que F, ¥ F, sean continuas y

analiticas en cierta region del plano.

En el caso de tres o mAs éspecies se plantean siste-
mas de ecuaciones diferenciales con tres o més variables
- para simular en forma integrada ls funcidn de poblacidn

para cada especie dentro de un ecosistema.
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