Nef g L BHENTALL

Servio Tulio FEraso Q.

Bate articulo eatd dirigido tanto a los profesores de Secunda-
rin como a sus estudiantes de los. dos Ultimos afios y pretende hacer
conprender que la Hateméiics B asi sea de nivel avanzado, se puede
explicar en términos elenmentales ayudados por la intuicidn, de mane—
ra que despierte gusto por ella y se incline a invesligar los tdpi-
cos de su interds. : : '

Bl tema tiene quo ver don ;a estruqtura algebréica de cuerpo,
le cual, ya se contempla en los programas de Secundaria. Su inbter-

pretacion sélo requiere algunas nociones de aritmética.

mnovecemnos por contar en base diez: ==
Lyt o By 2By, aellpiby =ibmpisis Byadiy B0pc 106 130, 65, Vil

. - =

Tuego, contemos en base cinco:
b il ik R g B, o0, Plereaus Yo
y consideremos unicemente las cifras de las unidades:
= io s s, g e O e

1
" obsérvamos que ellas se raditen, co-

mo sucede ol contar las horos en un

reloj.

Por otra parte, dividamos cuclquier nimero enterc erntra einco:
il la divisidn es exocta, su residuo es cero; en cogo controrio, el

residuo puede ser 1, 2, 3 6 4. Por ejemplo:
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372 = 74(5) + 2
S e By o | o
424 = 84(5) + 4

fhora, de acuerdo al regiduo cbtenido orgonizamos log numcros

enteros (Z7) en cinco conjuntos (infinitos) llomados clases rTesiduvo-

les médulo cinco:

vee, =15, =10, =5, 0s 5, 10, 15, }
coes =14, = 9, —4, 1, .6, 11, 16, ...}
e B By e 2y Ty 20 A T
s =12, = st O Byl 20y S
s <11, = By =1, Ay O M dlee v}
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Al observar los conjuntos onteriores, sin dificultad podemos con
cluir;
1. Los clases residusles no tienen elementos comunes. S deciz,
son disjuntos dos e dos. : -
2s 0B reunién de fodas'las clases residuales es igual al conjun-

%0 de los nimeros enteros.

Esto es, las clases residuales particionan o separan a-los nime-

) 3 - ,
rog entercs en cefulas no vaclas.

7 conjunto de todas las clases residuales médulo cinco se de-
nota por ZB : '
Zs = {6"1} E: gs E}

Hecho esto, podemos construir una aritmética definiendo opela-
-«
ciones entre clases residuales. Para ello tomemogs un representante

de la clase 3 y otro de la clase 4 :

Il

9gBed-y 9B
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19(5) + 3
12(5) + 4



Suaameg: 98 + 64 = 162 ¥ 162 s 32(5) + 2
Luego, 162 & 2 : &
1L,o mismo sucede al tomar ouros representantes de ias olras cla-

se3 _E‘GSJ.d.uaIES. Por lo tanto, podemos concluir ques

5

+2=3;§+4——-—l—;1+_4_=‘§;2+_5’-*—-0,-=-

MMcho de otra manera, la adigidn de clages residuales es una ope-

xecidn Anterna (binaria) y la slnteblz,amos en la signiente tabla:

_Q i e Anslicemos qué propiedades tiene es-
) T Freesee ta zdicidn:
A oF SPRECF 8). 1a clase 0 os ol clemento neu-
Fom oo Sro de 4, ya que.pars todo T en
sy Ao n) =t Z‘} 8¢ cumple,
T S g SO s = =
: R s e T e o X
{ e ) (Ver primera fila y prizera colum—
zzé.)o
b). cada slemento de }’25 tiene su respeciivo Anverso aditive en
22‘5. I efecto, el inverso de 0 es 0; el inverse de 1 es 4;
el de 2 es 3; ol de.% 282 v ol de 4 o5 1.
¢)e La adicidn de clases os conmutativa, porgue para Hodog los
elenentos de ,?Z,-; se cumblé, B P = Yo B (Los elemen
tos se l-efl\,gan en la diagonal orincipal de la ta Dla s
d ). o «dlclon dg. clases cs _soc'latlva, puecs, 1a suma do tros clc

aentos de Z se pucdg ro—c.l:a_”ar on cualguier orden sin que

cltore &l vesultado. Por cjenplo:

sEStu el i onn
- =—5.+(‘4—'+‘§)'

CZ r Ll s b g vt
=R Ay 34 )
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De los cuatro literales anteriores coneluimos que (ZB', +) es

ur grupo conmutativo (Abeliano).

Lhora, definamos una multiplicacién de clases. Tomamos un repre—

sentante de la clase 3 y otro de la clase 4;

43€3 ¥ 43 = 8(5) + 3
-31€4 y -31 = (-7)(5) + 4
Il éiplicamos: 43(-31): =+ =1333 = (-267)5) + 2.

Lueszo, -1333 o=

Lo misgimo oecurre con otros elementos y otras clases. Entonces:

_2—1,.‘:'-_]‘.;‘

332:5; ZXE =6; Exz=§§ wee

Por tanto, la multiplicacidén de clases residuales es una Obere~

cidn intema (binaria) y la resumimos en la siguiente tabla, exclu—

yendo la olase 0 gque anula todo;

=z 3 E _3 Z Analizamos las propiedades de esia
51 T -3 B multiplicacions : -
2 20 o bges a).-La clase 1 es el neutro de x,‘ pues
S B0 g axl = 1xa = a para todo a
T td 2 3 ° nZ..

(Z;r- , =) (Ve_r primera fila y primera colum—

' na e ==rs
b). Todo elemento mo-nulo de Z5 tiene su inverso mul tiplicativo

en Z’5° Lsi, pues, el inverso de 1'es 1; el inverso de 2. os
3; el inverso de 3 e8.2 ¥ ol inverso de 4.es B.

¢). La multiplicacidn de clases es conmutativa, porque para %o
dos los elementos. de ZE S6 cumple 3 xB% = D xa.

(Le tabla os simétrica con respecto a la diagonal prineipal)

Ejemplo; 4 x3 = 3 x4 = 2; 2xd = 427 = 51 &



dolie e multlpllcaclop de clases es &sociativa, Pues, el produc-

to de tres olsmentos de_ZZ se puede ef'ectuar en gualquier

orden y el resultado es el mismn, s decir,

T

m
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o

Yox z{ b xec ). Por ejemplo:
(3(3-)xz = 1 x4 = 4+ eE o E::VEEE)
Fl e w5 e =§r:TZXZ==1K(EXE}

Por tento, lag olases IeSldualeD 1o nulas con la nultiplicaciodn

forman un grupo conmutativo y se denota por (,ZZ =,

Las dos operaciones anteriores se relaclonan mediante la ley

distributiva de la multiplicacidn con respecto a la adicidng

Bx{Dicd) @(d8xF)+(axs)
parc todes los elementos de ZZSa Por ejemplo:
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De todo este desarrollo, sacamos la siguients conclusidm:

+ +
) 5 zZ2 4 3 )
los en
8ILOS modulo einco forxman un, ouerpo l1n1+o, con la %q%gy@g;[ﬁggﬁgﬁL;

aeidn de clases £951duales Y. 8¢ denota por (Z?P, e

Iata GODStrucc;on se guede llever a cabo “tomando coio mddulo

velguier ndmero primo - (Oosltlvo) BEs decir, (ZZ

po Tinito.

-+ ) e un cusr-

Itre las miltiples aplicaciones de los enteros médulo

lo teordic de lo divisibilidad de enteros.

n cstd

Veamos un gjomplo concreto:
Deducir una regla de divigibilidad por siet

tres basgos):

te. (Lo desarrollamos en

l.- w4od ¥ ;% = £
fcao nimero entero = an i an_2 >us 3 2 1 10 ge pueds

¢XPpresar en sermlnos ae las potencias de diez. Por ejemnplo;
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279 = 9 +70 4+ 900 = 9 +7 x10 + 2 x 10°

; S E e o e 5 :
1492 = 2 +90 + 400 + 1000 = 2.+9 %10 + 4 x 10° + 10°
368794 = 4 490 + 700 4+ 8000 + 30000

W AT RN T S0 5B a0 e A0

En. general,

dirlas entre siete, nsi:

10 »=-%1) +3

I0F e TN 2

100 = i) : b

10% = 7(1428) 4 4

10° = 7(14285) 4+ 5

106 - 7(142857) + 1

Ta = %(1428571) B

omo el nimero x = cre 3z 8, 8, A donde cada o,

®n %n-1 382 %
. representa un digito ( de-0 a 9) volvemos & 1la expresién deci--
mal dada en 1.:

U.O =T EAG 510 3
10:L = (7 ( T :
ya, = (7-+3) &, = 8 +3 a8
2
10 a, = (98 + 2) &, = T(14 a2) +2a,
e : =
il 33 (994 + ﬁ) a3 7(142 33)'+ 6 a3
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104a4 = (9906 + 43 a4 = J{1428 a4) + 4 a4

10%, = (99995 + 5) a. = 7(14285 a5) + 5 ag

10°0, = (999999 + 1) ag = 7(142857 ag) + 1 o
7

10"a7 = (9999997 + 3) a. = T(1428571 &) + 3 ag

stc,

Para que el nimero % sea divisible ror siete, tanto la puaa de
la parte izquierda como 12 de la parte derecha debe ser miliiplo de

siete. Bs decir,

1. Veamos si el nlmerc 7168 es divisible por 7:
8 +3(6) + 21) + 6(T) = 70 = 7T(10)

2. H. nimero 38794 serd miltiplo de 7 %
44+ 3(9) +2(7) + 6(8) + 43) = 105

]

7(15)

3. Ol ndmero 2527142, no es divisible por 7:
2 +3(4) w2(1) + BTV + 42 #5532 = 95 4 Tk

EL lector halle una regla de divigibilidad Ror 15,
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La uayoria de mis lectores se hallardn decepcionados al sa . .
ber que mediante la observacidén comdn se revela sl secre-—

to de la continuidad.

R- Dedekind.

Contra la estupidez los mismos dioses pelean inﬁfilﬁentau 3

Schiller.



