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Abstract.

The teaching of the measure privileges the premature use of formulas whose inclusion makes no
sense and meaning for students. In consecuence, the reflection on processes of construction of for-
mulas that emphasize in the link between the reached algorithm and the aforementioned concept
are issues to consider. In this sense, the article exposes a teaching proposal that elicits the cons-
truction of the formula to calculate the volume of a straight rectangular prism. For the design of
the teaching proposal we consider the visual perspective of [3, 4, 5]. In particular, different types
of visual operations, dimensional changes and control variables were assumed as design variables.
The visualization links the magnitude volume with the qualitative characteristics that, in a solid
determine his study. Finally, the article sets out guidelines for the implementation of the proposal.
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Resumen.

La ensefianza de la medida privilegia el uso prematuro de férmulas cuya inclusién carece de sentido
y significado para los estudiantes. Por tanto, la reflexién sobre procesos de construccién de férmulas
que enfaticen en el vinculo entre el algoritmo alcanzado y el concepto aludido, deben ser cuestiones
a considerar. En este sentido, el articulo, expone una propuesta de ensenanza que suscita la cons-
truccién de la férmula para calcular el volumen de un prisma rectangular recto. Para su disefio se
consideré la perspectiva visual de [3, 4, 5], en particular, como variables de disefo, se asumieron
diferentes tipos operaciones visuales, cambios dimensionales y variables de control. La visualiza-
cién vincula la magnitud volumen a las caracteristicas cualitativas que, en un sélido determinan su
estudio. Finalmente, se exponen pautas para la aplicaciéon de la propuesta.
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1. Introduccion

La Geometria promueve la relacién con el entorno [1] y el desarrollo de la comunicacién [8],
el razonamiento, la visualizacién y la construccién [2]. Esta disciplina considera el estudio
de los cuerpos sélidos y su volumen [15], al respecto, son aspectos que generan complejidad
en su estudio tanto la medicién y conservacién de volimenes [7] como el establecimiento
de relaciones (o diferencias) entre esta magnitud y otras de naturaleza distinta [16, 7]. Lo
anterior, se explica, por practicas de ensenanza que, privilegian la exposicién y aplicacion
de férmulas, sin mediar la construccién del volumen desde una perspectiva cualitativa [9].
Entonces, el diseno, aplicacion y evaluacién de propuestas de ensenanza que susciten el es-
tudio del volumen desde una perspectiva cualitativa, ha de ser un aspecto a considerar [9].
Donde sean objetos de atencién, la discriminacion de partes de figuras tridimensionales, el
establecimiento de relaciones y la ejecucién de acciones sobre ellas (visualizacién). En este
sentido, el objetivo del articulo es exponer una propuesta de ensenanza que, induzca la re-
flexién de esta magnitud desde una perspectiva visual. La atencién recae en el volumen del
prisma recto, particularmente consideramos la construccion de la férmula para el calculo de
su medida. Su aplicacién propende, al cdlculo de “volimenes a través de composicion y des-
composicién de figuras y cuerpos”[15, p. 85] y al establecimiento y utilizacién de “diferentes
procedimientos de cdlculo para hallar medidas de volimenes”[10, p. 35].

2. Referentes conceptuales que guiaron el diseno

La visualizacién permite ilustrar proposiciones, relaciones e ideas matematicas, suscitar pre-
guntas que guien el desarrollo de una actividad, ayudar a discernir las formas de proceder
en una tarea e inspirar bosquejos estrategias globales [13]. Esta actividad cognitiva es sus-
ceptible de aprendizaje [3, 14] y depende del tipo de registro semiético considerado [41], para
nuestro caso, las figuras geométricas tridimensionales. En este sentido, son cuestiones de
interés la caracterizacién de objetos mateméticos [3] que susciten el desarrollo de la visua-
lizacién. La construccion de la férmula para calcular la medida del volumen de un prisma
rectangular recto, es un ejemplo de objeto matematico que, suscita lo anterior.

Para el disenio a explicitar se adaptd, lo propuesto por Duval [3, 4, 5] en cuanto al funciona-
miento cognitivo de las figuras en el estudio de las matematicas. En particular, se contemplé
aspectos relacionados con el desarrollo de la aprehensién operatoria y la deconstruccion
dimensional de formas. La primera alude a la transformacién heuristica de las figuras, la
segunda, “consiste en descomponer la figura en unidades figurales de dimensién inferior a la
figura de partida”[4, p. 20]. En este sentido adaptando lo propuesto por [13] para figuras 2D,
el diseno contemplé tanto la inclusién de operaciones visuales (Cuadro 1) como de cambios
dimensionales de distinta naturaleza (Cuadro 2). Mientras que las primeras aluden a las “ac-
ciones que se aplican sobre la figura en estudio y que producen sobre ella transformaciones
figurales”[14, p. 17], los segundos, al paso de focalizar la atencién de la superficie de una
figura a hacerlo en alguna de sus unidades 1D constituyentes [3].

Para promover la inclusion de las operaciones y cambio dimensionales resenados, se contem-
plaron variables de control visual (en palabras de Marmolejo y Gonzélez, [11], estructuras
o elementos de control visual), o sea “todo conjunto de elementos y estrategias a las que se
recurre, explicitamente o implicitamente, para expresar los caminos visuales a privilegiar en
el desarrollo y comprension de las tareas propuestas” (pdg. 310). Puntualmente, se privile-
gid, las variables de control visual que aluden a la visibilidad, es decir, a la “introduccién de
ciertos elementos en la figura o la consideracién de algunas de sus caracteristicas, privilegian
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Divisién del area de un tridngulo en dos partes iguales, el paradigma del baricentro

Operacién
Reconfiguracion: “Hay una unica figura de inicio y se requiere generar n copias de

ella, colocarlas unas al lado de otras sin superposicion mediante la aplicacién de

traslaciones o rotaciones o reflexiones”[13, p. 74]

Configuracion: “Alude al ensamblaje de un conjunto de figuras independientes entre
s{ para representar una nueva, compuesta por la unién de las figuras dadas”[13, p.
74].

Superposicion directa: “cuando se toma una unidad patrén y se superpone sobre otra
para dar forma a otra”[13, p. 78].

Fraccionamiento Parcial Simple: Cuando en una figura se sefiala por partes la unidad
patrén por la que estd constituida [13, p. 80].

Fraccionamiento Parcial: Cuando en una figura se muestra solo una parte de las

unidades en las que estd compuesta [13, p. 80].

Cuadro 1: . Operaciones visuales incluidas en el disefio

Cambio dimensional
Fijo: paso de centrar la atencién en partes tridimensionales de un sélido a hacerlo

en algunas de sus partes bidimensionales, unidimensionales o cero dimensionales, las
cuales son reconocidas como elementos estdticos y no separables de la figura.)

Desdoblamiento: cuando en un sélido, una o més de sus partes (bidimensionales, unidi-
mensionales o cero dimensionales), las cuales constituyen simultdneamente al menos
dos de sus sub-configuraciones tridimensionales, son discriminadas como elementos

independientes entre si.

Cuadro 2: . Cambios dimensionales a suscitar en la resolucién de las tareas

u obstaculizan unas formas de ver en detrimento de otras” (pag. 316). La visibilidad aparece
de tres maneras, a saber: Factores de visibilidad, quienes “destacan el atributo de forma en
una configuracién y suscitan la aplicacién de operaciones particulares” (pag. 316); Contraste,
“estimulos que destacan atributos de color y textura en la configuracién de partida” (pag.
317); e indices “corresponden a letras, segmentos continuos, puntos sobredimensionados, fle-
chas curvas y rectas, trazos, nombres de las unidades a las que se alude, valor de la medida de
unidad y espacios en blanco” (pdg. 318). En los cuadros 3 y 4 se tipifican las variables de con-
trol visual incluidas en la propuesta de ensenanza en estudio y se articulan a la operaciones
visuales y cambios dimensionales que suscitan.

3. La propuesta

Estructurada para desarrollarse en cinco momentos, en todos se calcula la medida del vo-
lumen de un sélido: los cuatro primeros momentos mediante la inclusion de unidades de
medida y el Ultimo a través de un algoritmo. En el primer momento, el sélido es arbitrario
y la unidad de medida un cubo isométrico a los cubos en que estd fraccionado el sélido a
medir (M1.1 y M1.2). En el segundo momento, se considera un prisma recto y la unidad es
un prisma constituido por un ntmero determinado de cubos (M2.1 y M2.2). A continua-
cion, el sélido a medir continia siendo un prisma recto pero las unidades de medida son de
forma prismdtica (M3.1). En el cuarto momento, la unidad no estd definida, es el estudiante
quien debe considerarla (M4.1). En el momento cinco, se incluye la férmula construida en
el proceso realizado para resolver la problemética expuesta (M5.1, M5.2, M5.3, M5.4 y M5.5).
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Variables de control visual

Operacién/cambio
dimensional

Proyeccion: - Perspectiva caballera: “representa nuestra vision real de
los cubos, en la que las aristas més distantes se ven mas pequenas y las
lineas paralelas que se alejan se ven convergentes”[9, p. 196].

- Paralela o dimétrica: “andloga a la perspectiva excepto en que las
lineas paralelas se representan siempre como paralelas, independiente-
mente de su direccién” (p. 196).

- Isométrica: “caso particular de la Proyeccién paralela, donde los cubos
se sitdan de forma que las tres aristas que salen de determinado vértice
se dibujan con la misma longitud y forman dngulos de 120 grados ” (p.
196).

Facilita la discriminacién
de las operaciones de
refraccionamiento y el
Obsta-
culiza el fraccionamiento

desdoblamiento.

parcial simple y el cam-
bio dimensional Fijo.

Fraccionamiento -Lineal: es cuando en una figura se presenta unidades
figurales 1D con lineas punteadas que conforman un patrén de medida
3D.

- Numérico: se presenta en una figura, cuando se muestran las medidas
de las longitudes de las unidades figurales 1D, que conforman el cuerpo
sélido.

- Parcial: se presenta en la figura cuando se muestra la medida de solo
una parte de las unidades figurales 1D que compone una unidad de
medida 3D.

Induce la discriminacién
del Fraccionamiento par-
cial y el cambio dimen-
sional operatorio. Obs-
taculiza la superposicién
directa y el desdobla-
miento.

Ntimero de unidades Alude a la cantidad de unidades de medida que
deben considerarse al calcular la medida del volumen de un sdélido
geométrico.

Promueve el refracciona-
miento y el desdobla-
miento.

Ubicacién del fraccionamiento introducido es la posiciéon en que se en-
cuentra un fraccionamiento de unidades figurales 3D que componen un

Suscita la superposiciéon
directa y el fracciona-

cuerpo sélido geométrico miento parcial simple.
Obstaculiza la anamorfo-

sis y el desdoblamiento.

Cuadro 3: Variables de control visual incluidas en el disefio y operaciones o cambios dimensionales
que afectan

Mientras que en el primero de los momentos se considera la operacién de configuracién por
reiteracién, el cambio dimensional fijo y las proyecciones en perspectivas junto al fracciona-
miento simple; en el segundo, lo es la superposicién directa, la configuracién por reiteracion
y el cambio dimensional fijo; en este caso las variables de control son las perspectivas, el
contraste en tono y grosor, y el fraccionamiento parcial simple. El tercer momento, por su
parte, contempla la configuracién por reiteracion, la superposicién directa y el refracciona-
miento, operaciones direccionadas por las variables de control contraste en tono y grosor,
lineas punteadas que indican fraccionamientos parciales, perspectivas, posicién del fraccio-
namiento y el niumero de unidades. En cuanto al cuarto momento, no se aplican operaciones
visuales, pues, se solicita proponer un procedimiento que permita calcular el volumen de un
ortoedro. Para terminar, en el ultimo de los momentos, la operacién de anamorfosis es la
Unica a considerar y se incluyen como variables de control la perspectiva, el fraccionamiento
numérico e indices.
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Variables de control visual

Operacién/cambio dimensional

Ind

ices

“alude a la introduccién de elementos suplemen-
tarios que resaltan unidades a considerar o que

gufan la manera de ver”[11, p. 318].

Coadyuva a la discriminacién del fraccionamiento
parcial y el desdoblamiento.

Contraste

En tono y grosor “entre las unidades de dimen-
sién 1 que conforman el contorno de la figura en
estudio”[11, p. 317] Lineas punteadas de fraccio-
namiento: son unidades de dimensién 1 que con-
forman unidades 3D en una figura de un cuer-
po sélido. Lineas de referencia de cota: son lineas
rectas que delimitan una unidad también de di-
mensién 1, es decir la distancia entre dos puntos
que conforman una arista de la figura del cuerpo
sélido. Lineas de dimensién o de cota: son lineas
rectas que establecen la medida de una unidad de
dimensién 1 que conforman el contorno de la figu-
ra del cuerpo sélido

Facilita la identificacién de las operaciones de
Anamorfosis y el cambio dimensional operatorio,
e interfiere negativamente en la de superposicién
directa.

Cuadro 4: Variables de control visual incluidas
sionales que afectan

3.1. Momento 1

en el diseno y operaciones o cambios dimen-

M1.1. En la Figura 1 se representa un cubo, cuantos se necesitaron para construir la figura

27

\m

Figora 1

Figura 2

Describe, paso a paso, el proceso utilizado para responder la pregunta, si es el caso, realiza

dibujos para expresarte mejor.

M1.2. Definicién 1: El volumen de un sélido geométrico es la cantidad de espacio que ocupa.
Para calcular su medida se utilizan unidades cubicas de medida. En la tarea 1.1, se utiliz6

como unidad de medida el cubo de la Figura 1.

Si consideras la Figura 1 como unidad de medida, cuél es la medida del volumen de las

figuras 3 y 47

Describe, paso a paso, los procesos utilizados para responder la pregunta, si es el caso, realiza

dibujos para expresarte mejor.
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5% &5

M2.1. La Figura 5 representa un prisma, cudntos necesitas para construir las Figuras 6, 7'y
8 explica, paso a paso, tu procedimiento, si es necesario realiza dibujos.

3.2. Momento 2

& &

Figura 6 Figura 7

M2.2. Si tomamos como unidad de medida uno de los cubos que conforman la Figura 5, j cuél
es el volumen de las figuras 6, 7 y 87. Utiliza dos procedimientos diferentes para resolver
esta tarea, explica, paso a paso, cada uno, si es necesario, utiliza dibujos.

3.3. Momento 3

M3.1. Tarea 3.1 La figura 9 representa un prisma, cuantos necesitas para construir las figuras
10, 11,12 y 137 Explica paso a paso tu procedimiento, si es necesario realiza dibujos.

3.4. Momento 4

M4.1. Considerando todo lo anterior, describe tres procedimientos distintos, que te permitan
calcular el volumen de cualquier ortoedro. ;Cudl te permite calcular el volumen de la manera
mas rapida?. Explica tu respuesta.
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3.5. Momento 5

M5.1. Definicion 2: Centimetro ctbico, es una unidad para medir volumen y corresponde a
un patrén representado por un cuerpo que ocupa un espacio euqivalente a un cubo de lcm
de arista, y se escribe de esta manera cm?.

Tomando como unidad de medida un c¢m?, calcula el volumen de los siguientes prismas.

Explica paso a paso tu procedimiento, si es necesario realiza dibujos.

e —

Figura 16

Figora 135

3

M5.2. Calcula el volumen de las Figuras 17, 18 y 19 ,escribe la respuesta en cm” . Explica

paso a paso tu procedimiento, si es necesario realiza dibujos.

M5.3. Tomando como unidad de medida un cubo con arista de lem de arista (1em?), repre-
senta 3 prismas distintos, cada uno con un volumen de 300. Explica el proceso, paso a paso,
que realizaste en cada caso, si es necesario realiza dibujos.

M5.4. Representa un prisma recto y transformalo en un paralelepipedo con igual volumen.
Teniendo en cuenta el proceso anterior, escribe de forma detallada un método que te permita
calcular el volumen de cualquier paralelepipedo.

4. Cuestiones a considerar

“La importancia de construir una férmula matematica es que el alumno dificilmente la olvida
o si no la recuerda, puede utilizar el procedimiento para reconstruirla”[(]. Para el caso de
la férmula que permite calcular la medida del volumen de un prisma recto, la visualizacién
aporta adicionalmente sentido y significado al proceso de construccién de la férmula, pues,
incluye la magnitud volumen como un objeto “manipulable”y promueve la discriminacién de
diferentes formas de proceder, en consecuencia, la explicitacién de variados puntos de vista,
lo que conlleva a la discusiéon y negociacién de conocimiento. Todo lo anterior beneficia
el desarrollo de la autonomia, la concientizacion de procesos realizados y la elicitacién de
conclusiones. De esta manera, la inclusién en el aula de propuestas de ensenanza como
la aqui expuesta aporta elementos para que el estudio del volumen deje ser una cuestion
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estrictamente numérica (que privilegie como recurso dnico y fundamental el conteo uno a
uno de unidades de medida o la aplicacién de férmulas), particularidad que explica muchas
de las dificultades encontradas por los estudiantes al reflexionar sobre la magnitud y sus
medidas (ver [12]).

Finalmente es necesario llamar la atencion al hecho que los educadores debemos reflexionar
sobre la inclusién de referentes tedricos (validados en Educacién matemética) en el disefio,
aplicacién y evaluacién de propuestas de ensenanza, lo cual posibilitaré a los profesores tanto
formas distintas de asumir y promover el vinculo ensenanza- aprendizaje de las matemati-
cas, como de comprender, adaptar y aplicar las sugerencias curriculares realizadas por el
MEN. Pero, para que lo anterior sea posible, es necesario que los programas de cualificacién
y formacién docente consideren como objeto de reflexién (funcional y experimentalmente),
variados referentes conceptuales que, de una forma u otra, aportan elementos para com-
prender fenémenos particulares que subyacen al estudio de las matematicas, en este sentido,
referentes como el de la visualizacién [3, 4, 5, 14, 13, 11, 12] desempernian un papel prepon-
derante.
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