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Abstract. The world resurgence of the Tuberculosis has outlined the necessity to improve strategies

for controlling the incidence. Recently, it has become clear that, in order to develop a more efficient
vaccine, a better understanding of the relation between the immune response of the host and the tu-
bercle bacillus is needed. Innate response of macrophages against Tuberculosis plays a fundamental
role in the outcome of Mycobacterium tuberculosis infection. We formulate and analyze a model to
describe the dynamics of innate immunology of macrophages against Mycobacterium tuberculosis.
The dynamics of the model is given in terms of the basic reproductive number Ry, a threshold
that has been used largely in understanding the persistence of viral or bacterial infection within
individuals. Analysis of the model reveals the existence of two equilibrium states, the infection-free
state and an endemically infected state.

Keywords. Mathematical model, Tuberculosis, Stability, Innate immunology, Equilibrium solutions,
Orbital stability.

Resumen. El resurgimiento mundial de la Tuberculosis ha subrayado la necesidad de mejorar las
estrategias para su control. Recientemente se ha puesto de manifiesto que, con el fin de desarrollar
una vacuna mas eficaz, una mejor comprension de la relaciéon entre la respuesta inmune del huésped
y el bacilo tuberculoso es necesaria. La respuesta innata de macréfagos contra la Tuberculosis
desempena un papel fundamental en el resultado de infeccién por Mycobacterium tuberculosis. En
este trabajo formulamos y analizamos un modelo matemético para describir la dindmica de la
respuesta inmune de los macréfagos contra el Mycobacterium tuberculosis, dentro del contexto de
la inmunologia innata. La dindmica del modelo estd dada en términos del nimero reproductivo
bésico Rp, un umbral que ha sido ampliamente utilizado en el entendimiento de la persistencia de
infecciones virales o bacteriales dentro de individuos. El andlisis del modelo revela la existencia de
dos estados de equilibrio, el estado libre de infeccién y el estado endemicamente infectado.
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Introduccion

La tuberculosis pulmonar (TB) es una enfermedad infecciosa cuyo agente etioldgico es la
familia de bacterias Mycobacterium tuberculosis (Mtb). La Organizacién Mundial de la Salud
(OMS) reporta que anualmente se diagnostican 9.2 millones de casos nuevos y se le atribuye
aproximadamente 1,7 millones de muertes anuales [1, 2]. Sin embargo, sélo entre 5 — 10 %
de los sujetos infectados por Mtb llegan a desarrollar la enfermedad en algin momento de
su vida [3], lo cual indica que en la mayorfa de los casos, el sistema inmune del hospedero
es capaz de controlar la replicacién del patégeno, pero insuficiente para eliminarlo.

El Mtb inicia el contacto con células del sistema inmune innato, como macréfagos alveolares
(MO) o células dendriticas (DC) a través de la interaccién de diversos receptores tales como
receptor 3 de complemento, receptor de manosas, receptores tipo Toll (TLR), entre otros
[4, 5, 6].

La principal funcién de los MO y DC es fagocitar, procesar y presentar a la bacteria para
un adecuado reconocimiento del antigeno, lo que favorecera la eficiente activaciéon de otras
poblaciones celulares [7, 8], principalmente, linfocitos CD4™T o linfocitos CD8'T, los cuales
tienen como funcién primordial la secrecion de citocinas tipo Thl e inducir la muerte celular
de la célula infectada, respectivamente [9, 10].

En el sitio de la infeccién, que en la mayoria de los casos es el pulmoén, ocurre un reclutamiento
constante de células que tiene como consecuencia la formacién de una estructura celular
altamente organizada llamada granuloma.

La respuesta del sistema inmune contra la TB puede ser dividida en dos etapas: Respuestas
inmune innata y especifica. En la primera etapa, diferentes células del sistema inmune tales
como leucocitos neutréfilos, mastocitos, macrofagos, células dendriticas y asesinas naturales
entran en contacto con el Mtb tratando de detener su avance. En contraste a los mecanismos
innatos, la respuesta inmune especifica o adaptativa requiere el reconocimiento especifico
de antigenos extranos. El sistema inmune innato tiene una profunda influencia en el tipo
de mecanismos de inmunidad adquirida, y viceversa. Mientras que la respuesta inmune
especifica ejecuta varias de sus funciones efectoras via la activacién de componentes de la
inmunidad innata.

Debido a que los macréfagos son las primeras células del sistema inmune que entran en
contacto con el Mtb, en este trabajo modelamos la parte de la inmunologia innata de la TB
relacionada con la interaccion de los macréfagos y el Mtb. En nuestro modelo caracterizamos
la existencia y la estabilidad de dos soluciones de equilibrio por medio del niimero reproduc-
tivo bésico Ry que se interpreta como el nimero de infecciones secundarias que surgen de un
macréfago infectado. Si Ry << 1, entonces existe un tnico equilibrio libre de infeccién, Fj.
Si Ry > 1 ademas del equilibrio E; aparece un segundo equilibrio endemicamente infectado,
E5. También probamos que si Ry < 1 entonces F; es globalmente estable. Si la razén de
muerte natural del Mtb es mayor que la razén con que los macréfagos no infectados eliminan
al Mtb, entonces el equilibrio Es es globalmente asintéticamente estable.

1. Formulacion del modelo

En este modelo consideramos la dindmica de las poblaciones de macréfagos no infectados,
macréfagos infectados y Mycobacterium tuberculosis, cuyas densidades al tiempo ¢ denotamos



por My(t), M;(t) y B(t), respectivamente. Las suposiciones sobre las que se construye
el modelo matematico con el que aqui trabajamos son las siguientes: los macréfagos no
infectados se reproducen a una tasa constante Ay y mueren a una razdén per capita constante
o, estos macréfagos se convierten en infectados a una razén proporcional al producto de
My y B, con constante de proporcionalidad . Ahora, los macréfagos infectados mueren a
razén per capita constante py. Los bacilos de Mtb se multiplican dentro de los macréfagos
infectados, hasta un limite en el cual los macréfagos explotan, y liberan las bacterias. Por esta
razén, asimimos que la tasa de crecimiento del Mtb es 7y M donde 7 es el niimero promedio
de bacterias producido dentro de un macréfago infectado. La bacteria liberada se convierte
temporalmente en extracelular, pero cuando es fagocitada puede seguir reproduciéndose
dentro del macréfago o ser eliminada a una razén proporcional al producto de My y B con
constante de proporcionalidad 4¢. Finalmente, el Mtb muere a una razén per capita upg.
Bajo estas consideraciones, obtenemos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

Al ) )
dt” = Ay — puMy — BBMy
AN ) )
WI = BBMy — ur My
dB _ _
pr TurMr —yuMyB — ugB

(1.1)

M, M
Haciendo el cambio variables My = —2— y M; = —X ¢l sistema (1.1) se reescribe
Av/pu Av/py
como
dM,
dtU = puy — prMy — fBMy
dM
WI = BBMy — prM;
dB
E = TM]—’)/UMUB—/J,BB (12)
v : P )
donde vy = —— y r = 7us. Nuestro conjunto de interés biolégico esta dado por
Hu
Q={(My,M;,B,T)€R, :0< My +M;<1,B< By}, (1.3)
donde By = A ) siguiente lema asegura que el sistema (1.2) estd bien planteado en el

KB
sentido de que las soluciones con condiciones iniciales no negativas se mantienen no negativas
para todo t > 0.

Lema 1.1. El conjunto Q2 en (1.3) es un conjunto positivamente invariante para las solu-
ciones del sistema (1.2).

Demostracion. Por hipotesis ur > py entonces

dMy — dM;
— = — puyMy — purM
dt dt b — puMy — pry
< pu = pu(Mr+ My),
o equivalentemente
d
= My + Mi) + po(My + M) < po. (1.4)



Ahora vamos a resolver la desigualdad (1.4) bajo la condicién inicial zo = (M}, M?, BY) € Q.
Multiplicando la desigualdad (1.4) por e#v" obtenemos

IN

d
<—(MU + My) + py (My + MI)) etvr puetvr

dt

d
o [(My +MpetT] < pye™T,
integrando en ambos lados entre 0 y ¢ tenemos
" My 4+ Mp) — (Mp + M7) < etvt—1
etV ( My + Mp) < et — 14 MY+ MY
My +M;p < 14 (=14 MJ + MP)e vt

donde la condicién inicial satisface M, + MY < 1. En consecuencia, My (t) + My (t) < 1 para
todo t > 0. Por otro lado, como M; < 1, entonces
dB

E-FMBB:TMI_’YUMUBST-

Nuevamente, multiplicando por e*V” la desigualdad anterior e integrando en ambos lados
entre 0 y ¢ tenemos

r
eMB'B(t) — BY < — (etBt -1
(1) -B < (et -1
eHBtB(t) < LeMBt _r 4+ Bo
KB KB
B(t) < —+ <—L + BO) e hBt
KB KB

donde la condicién inicial satisface B® < By = r /up. Porlo tanto, cuando ¢ tiende a infinito
se tiene que B < Bj;. Finalmente, se verifica facilmente que el campo vectorial definido por
(1.2) apunta hacia el interior de §2.

™

2. Soluciones de equilibrio

En esta seccién se caracterizan las soluciones de equilibrio del sistema (1.2). Antes de la
infeccion el sistema estd en equilibrio B = 0, M; = 0, y My = 1. Supongamos que la
infeccion se produce con una cierta cantidad de bacteria. La cantidad crucial en este proceso
es el ndmero reproductivo bdsico definido como

rp

Ry= ———~
pr(yu + ps)

(2.1)
El parametro Ry puede ser interpretado biolégicamente como sigue: dado que el tiempo
de vida de un macréfago infectado es 1/u; y la razén en la cual un macréfago infectado
da origen a nuevos macréfagos infectados es r3/(yu + pp), entonces rS8/ur(yu + pp) es el
nimero de infecciones secundarias que surgen de un macroéfago infectado. En la siguiente
proposicién se determina la existencia de las soluciones de equilibrio del sistema (1.2).

Proposicion 2.1. Si Ry < 1, entonces existe un unico punto de equilibrio libre de infeccion

E, = (1,0,0). Si Ry > 1, ademds del equilibrio Ey existe un equilibrio endemicamente
infectado
B*
B, = ( ho__ pu B 73*) ’
pu + BB* pi(pu + BB*)



donde

g+ - fv(wu + pB) (Ro —1).
Bup
Demostracion: Igualando a cero el sistema (1.2) llegamos a que
pu — pu My — fB* My = 0
BB My —prM;p = 0
rM] —yuM5B* — upB* = 0. (2.2)

La solucién de equilibrio E; se obtiene de manera inmediata, reemplazando B* = 0 en el
sistema (2.2). Despejando M5 de la primera ecuacién del sistema (2.2) obtenemos que

* Hu
My =———. 2.3
Y po + BB 23)
Es claro que Mj; < 1. Por otro lado, reemplazando la ecuacién (2.3) en la segunda ecuacién
del sistema (2.2), llegamos a que

M; = % (2.4)

pr(po + BB*)

Dado que p; > py, entonces 0 < M7 < 1. Ahora, reemplazando las ecuaciones (2.3) y (2.4)
en la tercera ecuacion del sistema (2.2) se obtiene la ecuacién

p MwBB" —
pr(py + BB*) pu + BB*

Si B* # 0, entonces

pu B — pr(vo + ps)]
Burps

_ pwwtps), o

- ﬁﬂB (RO 1)5

en consecuencia B* > 0 siy sblo si Ry > 1. A partir de uy/pur < 1 se llega que B* < By y
My + M7 <1, en efecto

B M [rB — ur(yw + ps)] <" _ 1o + pg) < By

Burpg 1B Bus

Finalmente
_ Kk
pu + BB*
BB
pu + BB*
pu BB
pr(pu + BB*)

es decir que M + M7 <1,y por lo tanto Es € €. odf

1 — My

*
:MI7

3. Estabilidad del equilibrio libre de infeccién

En esta seccién analizamos el caso en donde la infecciéon no proliferd por la accién oportuna y
eficaz de los macrofagos. Nosotros probamos que si el nimero infecciones secundarias de cada
macréfago infectado es menor que uno, entonces la infeccién es eliminada en el transcurso
del tiempo. La siguiente proposicion establece la estabilidad asintética local de Ej.



Proposiciéon 3.1. Si Ry < 1 entonces el equilibrio libre de infeccion Ei es localmente
asintoticamente estable.

Demostracion. Iniciemos analizando la estabilidad local de E; a través de la linealizacion
del sistema (1.2) en Ej la cual estd dada por 2’/ = J(E;)x donde x = (My, My, B)T y el
Jacobiano J evaluado en F; estd dado por

—uy 0 -3
J(Ey) = 0 —pr g
0 r —(w+us)

Ahora, para determinar la estabilidad local de F; es suficiente conocer el signo de la parte
real de los valores propios del polinomio caracteristico de J(E1), el cual estd dado por

p(AN) = (A+uw) [)\2 + (1 + B +v0)A — pr(yw + ps)(Ro — 1)) . (3.1)

Los ceros del polinomio p definido en (3.1) estdn dados por \y = —puy y las raices de la
ecuacion cuadratica

N+ (ur + p +0)A — pr(yo + ps)(Ro — 1) = 0. (32)
Por medio del criterio de Routh-Hurwitz [11] se concluye que las raices de la ecuacién
cuadrética (3.2) tienen parte real negativa si y sélo si Ry < 1 y por tanto Fj es asint6tica-
mente localmente estable. o

Observemos que para Rg = 1, la ecuacién cuadritica (3.2) tiene como raices a Ao = 0y
A3 = —(ur +pB +7v), lo cual implica que el equilibrio E; es no hiperbélico cuando Ry = 1.
Sin embargo, en la siguiente proposicién demostramos que E; es globalmente asintéticamente
estable cuando Ry < 1.

Proposicion 3.2. Si Ry <1 entonces Ey es globalmente asintoticamente estable.
Demostracion. La funcién V' definida por

V(My,M;,B) =rM; + uB,
satisface V(E1) =0y V(x) > 0 para todo x € . Por otro lado, la derivada orbital de V' es

Vo= TMI + MIB
= r(BBMy — purMy) + pr(rM; — yuMyB — pupB)
(rB —yupr)My — prpp)B

Wil HIbB
_ . R UML oo kB | g 3.3
pr (v MB)K 0 ;LI("yU—I—,lLB)) v #1(7U+MB)] 53)

Observemos que si Ry < 1, entonces la ecuacién (3.3) satisface la siguiente desigualdad

: YU KT HIpB
¢ s [(1 YT,
pwr(yu + pB) pwr(yu + pB)
HIpB HIKB
= pr(yw + ps) {7%1 - 7] B
pwr(yu + pB) wr(yu + pB)

= ,LL],LLB(MU — 1)B

Dado que My < 1, entonces V(:v) < 0 para todo =z € . Ahora vamos a determinar el
conjunto donde V' = 0, para este fin analizaremos los casos Ry =1y Ry < 1.



Reemplazando Ry = 1, en la ecuacién (3.3) se llega a V= wrpupB(My —1). Lo cual implica
que para Ry = 1, el conjunto donde V = 0 esta definido por

@Z{(MU,M[,B)EQ:BZOOMUZI}
Por otro lado, para Ry < 1, se deduce de la ecuacién (3.3), que la derivada orbital V es cero
siysélosi B=0o
HIKB

M, = . 3.4
v prps + (v + po)pr(Ro — 1) 34

Observemos que si Ry < 1, entonces My definido en (3.4) es negativa o mayor que uno,
lo cual no tiene sentido biolégico. En consecuencia, para Ry < 1, el conjunto donde V=0
esta definido por

U = {(MU,M[,B) €eQ:B= 0}
Por lo tanto, para Ry < 1, el conjunto donde V = 0 estd dado por ¥ = O UW¥ = O. A partir
del sistema (1.2) podemos ver que el méximo conjunto invariante contenido en ¥ es el plano
B =0, M; =0. En efecto, para B = 0 el sistema (1.2) se reduce a

My M, B
v o My, T purMrp, 7

Si M; # 0, entonces de la tercera ecuacién de (3.5) se llega a que dB/dt > 0, en consecuencia
B(t) no es constante, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, M; = 0 y el sistema (3.5)
se transforma en

= T‘M]. (35)

dMy dM7y dB
= —pyMy, — =0, — = 0.
dt 1229 pu My, dt ) dt
Argumentando de manera similar, se verifica para My = 1. Por lo tanto, aplicando el
Teorema de LaSalle-Lyapunov [12] se sigue que todas las trayectorias en {2 se aproximan a

E; y por lo tanto este punto es globalmente asintoticamente estable cuando Ry < 1. o

4. Estabilidad del equilibrio endemicamente infectado

En contraste con la seccién anterior, aqui analizaremos el caso en donde la respuesta de los
macréfagos es insuficiente para controlar la progresion de la infeccion.

En la siguiente proposiciéon probamos que la parte real de los valores propios de la lineali-
zacién del sistema (1.2) es negativa y por tanto Es es locamente asintéticamente estable.

Proposicion 4.1. Si Ry > 1 entonces el equilibrio Fo es localmente asintoticamente estable.

Demostracion. El Jacobiano del sistema (1.2) evaluado en Es es

—(pu +B8B*) 0 —BMp;
J(Es) = BB* — 7 BM; - (4.1)
—yuB* r —(ywMg + )

De las ecuaciones de equilibrio (2.2) llegamos a que

rM7
B*

Hu
M,j’

pu + BB* = YoMy +pp =

Reemplazando las ecuaciones (4.2) en (4.1) se obtiene

S0

Mﬁ
J(E2) = BB*  —pur [3]\]/\[%
,
-yuB*  r - B*I



El polinomio caracteristico de J(FEs) estd dado por

p1(A) = X3 + a1\ + ag\ + as, (4.3)
donde
pu | My
ai Mg} + B +,U]
Hu rMy ‘
= B
as Hr M o+ pBp
az = puiBM{B* [ppRo + yu(Ro — 1)].
Dado que Ry > 1 entonces ag > 0. Usando el criterio de Routh-Hurwitz [11] la estabilidad
local de Fs estara garantizada si mostramos que
Ay = @ s =aias —ag > 0. (44)
1 ag

Después de algunos calculos y simplificaciones obtenemos la siguiente expresién

pu | rMy KU rMy - *
Ay, = — BB*M, BM, .
2 <M;} T T m) <u1 M + B uTB + BBMpyupn

Por otro lado, a partir de la primera ecuacién del sistema (2.2) llegamos a que SMf; =

wrM;/B* y de (4.2) obtenemos la desigualdad py /Mg > SB*, lo anterior implica

pu My
K * *
M; B

> BB* Mprp.

En consecuencia Ag > 0, lo cual implica que todas las raices de p; definido en (4.3) tienen
parte real negativa y por lo tanto Fs es localmente asintéticamente estable. ™

El siguiente teorema es el principal resultado de esta seccién, en él se establece la estabilidad
asint6tica del equilibrio Es. Su demostracién estd dada en el Apéndice.

Teorema 4.2. Siyy < py entonces el equilibrio endemicamente infectado Eo es globalmente
asintoticamente estable en el interior de ().

5. Soluciones numeéricas

En esta seccién presentamos algunos resultados numeéricos y gréaficas que ilustran el creci-
miento de todas las poblaciones celulares que intervienen en el modelo. El rango de los
valores de los pardmetros utilizados en las simulaciones estan dados en la Tabla 1 y fueron
estimados usando los datos reportados en [13]. Como se mensiond anteriormente, la dindmica
del modelo estd dada en términos del niimero reproductivo basico Ry, un umbral que ha sido
ampliamente usado en el entendimiento de la persistencia de virus o infecciones bacterianas
en individuos [14].

La simulacién numérica de la Figura 1 se hizo con los siguientes datos 5 = 0,25, uy = 0,0019,
wr =0,0023, up = 0,12, 7 = 0,0023 y yp = 0,179. En este caso, el nimero reproductivo bési-
co es Ryp = 0,5. En consecuencia, la poblacién de bacterias y macréfagos infectados tienden
a ser eliminadas a medida que avanza el tiempo. Estos resultados concuerdan fuertemente
con reportes experimentales que indican que los macréfagos pulmonares son las principales
células fagociticas, ademads la respuesta inmune de estos mismos es de gran relevancia al
inicio de la infeccién para determinar el curso de la enfermedad [15].

En la Figura 2, aumentamos el cremiento bacteriano a r = 0,2 obteniendo Ry = 4,5. En
esta figura observamos que a pesar del aumento de macréfagos no infectados, la bacteria
es capaz de evadir la respuesta inmune del hospedero, reproduciéndose e infectando nuevos
macréfagos.



Parametros  Descripcién Rango Referencias ~ Unidades

Ay Tasa de reproduccién de My 1000 [13] 1/dfa
Jé] razén de crecimiento de M7 0.25 [13] 1/dfa
1% razén de muerte de My 0.0011-0.0033 [13] 1/dia
W1 razén de muerte de My 0.0011-0.0044 [13] 1/dfa
UB razén de muerte de B 0.012-0.24 [13] 1/dfa

r razén de crecimiento de B 0.0011-0.5 Estimado B/dia
YU razén de muerte de B devido a My 0.000379-0.179 [13] My /Bdia

Cuadro 1: Valores estimados de los parametros

6. Discusion

El diseno de vacunas para la TB pulmonar es un campo en el cual se han invertido muchos
esfuerzos con el propdsito de combatir estd enfermedad. Recientemente, se ha puesto de
manifiesto que para desarrollar una vacuna mas eficaz, es necesaria una mejor comprension
de la relacién entre la respuesta inmune del hospedero y el bacilo de la TB [2]. En este tra-
bajo, proponemos y analizamos un modelo matematico sobre la inmulogia innata de la TB.
Especificamente, se considera la dinamica de macréfagos y el Mycobacterium tuberculosis.
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Figura 1: Curso temporal de My, M; y B. En esta grafica las soluciones tienden al estado
de equilibrio libre de infeccién F; = (1,0,0).

Entre los resultados del andlisis cualitativo tenemos: la existencia del equilibrio libre de
infeccién Eq = (1,0,0) el cual indica que el estado sano donde no hay infeccién. Si el ndmero
reproductivo bdsico (Rp) es mayor que uno, entonces ademds de Ej existe el equilibrio
endemicamente infectado Es, donde co-existen todas las poblaciones de células. El andlisis
de estabilidad establece que si R; < 1 entonces F; es globalmente asintéticamente estable,
mientras que si R; > 1 entonces F5 es localmente asintéticamente estable. Mas aun, Fs es
globalmente asintéticamente estable si vy < py.

Observemos que cuando R; = 1 ocurre una bifurcacién transcritica. Ademds, si Ry < 1
entonces F es un atractor global, mientras que Fs es un punto de silla. Pero si Ry > 1, se
tiene que Fs es un atractor y F4 es un punto de silla. Esto es llamado una bifurcacion hacia
adelante porque en una vecindad del punto de bifurcacién la prevalencia de la infecciéon es
una funcién creciente de Ry, [16].



~ -

__-M|
== B |1

Poblaciones de células

0 L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Dias

Figura 2: Curso temporal de My, My y B. En esta grafica las soluciones tienden al equilibrio
endemicamente infectado Es.

Las Figuras 1 y 2 podrian representar los diferentes tipos de respuesta de los macréfagos
en la etapa temprana la infeccién por Mth. Es decir, la respuesta de los macréfagos en la
inmunologia innata de la TB.

No todos nuestros resultados estan respaldados por datos experimentales, sin embargo es
indiscutible su relevancia. Desde un punto de vista matematico nos proporcionan una nueva
herramienta para poder hacer modelos que describen aspectos biolégicos, mientras que desde
el punto de vista inmunolégico este tipo de estudios nos permiten vislumbrar nuevas lineas
de investigacién en campos tan amplios como es el proceso inmunolégico hacia el Mtb.
Usando un modelo murino, se domostré en [17] que los monocitos generan macréfagos y
células dendriticas, con el propdsito de controlar la poblacion bacterial. Por otro lado, en
([18, 19]) se propone que las células dendriticas fagocitan Mtb o activan células T de una
manera més eficiente. Otros trabajos ([20, 21]) sugieren que las células dendriticas requieren
interaccion previa con los neutroéfilos para activar las células T. De acuerdo a estos informes,
las células dendriticas y neutrdéfilos pueden ser importantes en el control de las bacterias. Por
esta razén, en estudios futuros incluiremos el role de estas células en la respuesta inmune
innata de la TB.
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7. Apéndice

7.1. Estabilidad orbital de orbitas periédicas

Definicién 7.1. Sean D C R"™ un conjunto abierto y f una funcion de clase C' en D.
Consideremos el sistema auténomo en R™

¥ = f(z) (7.1)



Si ¢(t, xg) denota una solucion de (7.1) tal que ¢(t,0) = xo, la ecuacion lineal variacional
de (7.1) con respecto a ¢(t,xq) estd dada por

1) = 9L (olt,x0))y) (1.2

donde Of |0z es la matriz jacobiana de f.

Definicién 7.2. Sea p(t) una solucion periddica de (7.1) con periodo minimo w > 0 y orbita
v ={p(t) : 0 <t < w}. Esta drbita es orbitalmente estable si para cada € > 0 existe un
d > 0 tal que cualquier solucion ¢(t,xo) para la cual la distancia de ¢(0,20) a vy es menor
que 6§, estd permanece a una distancia menor que € de vy para t > 0. Decimos que ¢ es
orbitalmente asintoticamente estable si la distancia de ¢(t, o) a~y tiende a cero cuando t —
00. La orbita v es orbitalmente asintoticamente estable con fase asintdtica, si es orbitalmente
asintdticamente estable y existe una constante b > 0 tal que cualquier solucion ¢(t, zo) para
la cual distancia de ¢(0,x0) a~y es menor que b, satisface que |p(t, zo)—p(t—7)] = 0 cuando
t — 0o para algin T el cual puede depender de xg.

Teorema 7.3. Una condicidén suficiente para que una orbita periddicay = {p(t) : 0 <t < w}
de (7.1) sea orbitalmente asintdticamente estable con fase asintdtica es que el sistema lineal

(2]
2(t) = 2 (o(e)=(0) (7.3

sea asintoticamente estable.

La ecuacién (7.3) es llamada la segunda ecuacién compuesta de (7.2) y 9 /0x es la se-
gunda matriz compuesta de 9f/0z. Para revisar la definicién y propiedades de las matrices
compuestas ver [22].

Definicién 7.4. El sistema autdnomo (7.1) es llamado competitivo en D si para alguna
matriz diagonal H = diag(ey,...,€,) donde cada €; es 1 o —1, los elementos fuera de la
diagonal de HOf /OxH son no positivos para todo x € D.

M. W. Hirsh [23] muestra que si D es convexo el flujo de tales sistemas preservan para t < 0,
el orden parcial en R™ definido por el ortante K = {(z1,...,2,) € R" : a;,i = 1,...,n}.
Nosotros queremos remarcar que el concepto de competitividad definido anteriormente es
mas general que la definicién que aparece en [22], donde el orden parcial no es necesariamente
definido para el ortante estandar de R™. Sin embargo, como es senalado en [23] haciendo el
cambio y = Hx un sistema competitivo con la definiciéon anterior puede ser transformado
en un sistema que es competitivo en el sentido de [22].

Eligiendo la matriz H = diag(1,—1,1) podemos ver que el sistema (1.2) es competitivo en
la regién convexa 2 con respecto al orden parcial definido por el ortante {(My, My, B) €
R3: My > 0,M; < 0,B > 0}. El siguiente teorema es una extensién del Teorema de
Poincaré-Bendisxon para sistema competitivos 3-dimension.

Teorema 7.5. Supongamos quen = 3 y D es convezo. Supongamos que (7.1) es competitivo
en D y L es un conjunto w—Ilimite compacto no vacio de (7.1). Si L no contiene equilibrios
entonces L es una drbita cerrada (ver [22], Teorema 1)

7.2. Demostracion del Teorema 4.2

Para demostrar que Fo es globalmente asintéticamente estable vamos a utilizar una exten-
sion del Teorema de Poincaré - Bendixson a sistemas competitivos y la teoria de estabilidad
orbital. Las siguientes son algunas propiedades del sistema (1.2) que serdan usadas més ade-
lante.
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Proposicién 7.6. El equilibrio libre de infeccion E; es el inico punto w—limite de (1.2) en
la frontera de Q.

Demostracion. A partir de la definicién de Q y la Proposicién 2.1 se concluye que E; es la
tnica solucion de equilibrio en la frontera de €2, por otro lado la Proposicion 3.2 implica que
{E1} es un w-limite si y sélo si Ry < 1 lo cual concluye la demostracién.

Proposicion 7.7. E; no puede ser un punto w—limite de ninguna orbita en el interior de

Q.
Demostracion. Consideremos la funcién L = My + My, su derivada orbital satisface
Vo = pu—puMy—prM;
> py — pr(My + M),

observemos que para My + M; < py/ur se tiene que Vo > 0; es decir que Vg > 0 alrededor
de E;. Por lo tanto F4 no puede ser un punto w-limite en interior de 2. o

En el siguiente teorema probamos que cualquier érbita periddica del sistema (1.2), cuando
existe, es orbitalmente asintéticamente estable.

Teorema 7.8. Siyy < py entonces la trayectoria de cualquier solucion periddica no cons-
tante del sistema (1.2), si existe, es orbitalmente asintdticamente estable con fase asintdtica.

Demostracion. La matriz Jacobiana de (1.2) estd dada por

— (v +B8B) 0 —BMy
J = BB — i1 BMy
—yuB r —(ywMy + )

En consecuencia, la segunda matriz compuesta esta dada por

o2 Jutje o jos —J13
or J32 Ji1 ﬂ—]33 1z
—J31 J21 J22 + 733
— (pv + BB + pur) BMy BMy
= r —(pu + BB +ywMy + pB) 0 ;
YwB pB —(pur +ywMy + pB)

y por lo tanto, la segunda ecuacion compuesta es

X' = —(w+BB+u)X+BMy(Y + 2)
Y' = rX —(uw+BB+ywMy+ pp)Y
7' = ywBX+BBY — (ur +ywMy + pup)Z. (7.4)

Ver [22] para revisar la definicén de la segunda matriz compuesta. Para demostrar la esta-
bilidad asintética del sistema (7.4), consideremos la siguiente funcién

V(X,Y, Z; My, M, B) = | P(My, My, B)(X,Y, 2)"],
donde P = diag(1l, M;/B,M;/B) y |- | es la norma en R? definida por
(X, Y, Z)] = sup{| X, [Y] + [ Z]}
Supongamos que (M (t), M;(t), B(t)) es una solucién periddica de (1.2) de periodo minimo

w > 0, entonces la Proposicién 7.6 implica que v permanecera una distancia positiva de la
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frontera de €2. Por otro lado, la matriz P y su inversa estan bien definidas y son suaves a lo
largo de 7. Esto implica la existencia de una constante ¢ > 0 tal que

V(X7KZ;MU5M17B)ZC|(X5Y5Z)|7 (75)

para todo (X,Y,Z) € R® y (My, My, B) € 7. Sea (X (t),Y(t), Z(t)) una solucién de (7.4),
entonces

V() = V(X(),Y(t),Z(); Mu(t), Mr(t), B(t))

= sup {1x (O @)+ 120 |

Por definicién
[ X(t+h)| = |X()]

DXl = hli%l+ h
1 XWX si X(t) >0
_ h—0+
- lim —XERN=CXO) g X (4) < 0
h—0+ h ’

X'(t), siX(t)>0
= {—X’(t), si X(t) < 0.

Entonces, si X (t) > 0 tenemos que
DyX| = X'(t)
= —(ww +BB+p) X + BMy(Y + Z)
= —(ww+BB+pur)|X[+BMy(Y +2)
< —(p+ BB+ ) |X| + BMy (Y| +Z)).
Por otro lado, si X () < 0 tenemos que
DyX| = -X'(t)
—[=(pw + BB + pr) X + My (Y + Z)]
—[(po + BB + pr) | X|+ BMy (Y + Z)]
= — (b +BB+pur)|X[-BMy(Y +2)
= (pu + BB + pr) | X |+ BMu([Y ] + | Z]).

IN

Por lo tanto,
Dy|X(®) < —(pr+pu+BB)X®)|+BMu(lY (®)]+[Z(1)])

L G+ izon]). w

= —(ur+py +BB)X (@) +

Siguiendo un procedimiento similar, llegamos a que

DY (@) < r[X(8)] = (uv + BB +ywMy + ps)|Y ()]
Di|z(t)] < quBIX(@)|+ BBY ()] = (ur +yv My + ps)|Y (1)]- (7.7)

Por otro lado

D, (%(IY(&I + |Z(t)|)> = (% - %) {%“Y(”' * 'Z(”')} + DY O +1200)
= B My + i) | LY 0+ 120
e wm)| X0 (73)
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Sean

MyB
gi(t) = —(ur+pv+pB)+ ﬁMU
I
o M, B
92(t) = B (r+wB)+ M, B (nu +yuMy + pp).
Afirmamos que
D,V (t) < sup{g1(t), g2(t)}V (£). (7.9)
Para ver esto consideraremos los siguientes casos
L V() =[X(®)]
My
L V(1) = =LY ()] +12(0))

L V() = 1X(0)] = ZLAV ()] + 120)]).

En los casos I y II, la desigualdad (7.9) se sigue de (7.7) y (7.8) respectivamente. Finalmente
en el caso III necesariamente tenemos que

My
D|X(t)] = D (Y (O] + 12 (1)),
por lo tanto (7.9) se sigue de (7.7) o (7.8). Por medio del sistema (1.2) llegamos a las

siguientes ecuaciones

M BM

My, - BBMy

My My
B’ rM;
— = —yu My — . 7.10
B B YoMy — 1B ( )

Reemplazando (7.10) en g1 y g2, obtenemos

at) = —(uw+BB)+ %

M,
_ I M
MU+M1+'7U I,

92(t)
por lo cual se concluye que g1 (t) < g2(t). En consecuencia
DLV (1) < gtV (1), (7.11)

Usando el hecho de que (My(t)), M(t), B(t)) es una solucién periédica de (1.2), tenemos

que
w w M/
/ g2(t)dt = / (—MU + L4 '7UM1> dt
0 0 M;

—pHyw +'7U/ My (t)dt
0

< wlyw — po)-

En consecuencia si vy < py, entonces

/ ga(t)dt < 0,
0
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Por otro lado, este resultado junto con (7.11) implican que V(¢t) — 0 cuando t — oo y por lo
tanto de (7.5) se concluye que (X (¢t),Y (), Z(t)) — E1 cuando t — oo; es decir, la solucién
de equilibrio libre de infeccién es asintéticamente estable. Ademés, a partir del Teorema 7.3,
se concluye que la solucién periddica (M (t), M(t), B(t)) es orbitalmente asintéticamente
estable con fase asintdtica o]

En el siguiente teorema probamos que el sistema (1.2) satisface una propiedad de Poincaré-
Bendisxon usando la teoria de preservacién de orden en sistemas dinadmicos desarrollada
por M. Hirsch [23].

Teorema 7.9. Cualquier conjunto w—Ilimite compacto de (1.2) en el interior de 2, es una
orbita cerrada o es el equilibrio endémico Es.

Demostracion: Supongamos que T es un conjunto w—limite de (1.2) en el interior de .
Si T no contiene a E5, entonces no contiene puntos de equilibrio dado que Es es el tnico
punto de equilibrio en el interior. Por el Teorema 7.5 tenemos que Y es una érbita cerrada,
Supongamos ahora que T contiene a Es, entonces dado que E5 es localmente asintéticamente
estable siempre existe en el interior de 2 alguna érbita que se mantiene arbitrariamente
cercana a Fs, lo cual implica que converge a Fs. Por lo tanto T = {E»}.

La demostracion del Teorema 4.2 se hace por descarte de orbitas peridédicas.

Demostracion del Teorema 4.2: Dado que E5 es localmente asintéticamente estable,
entones su conjunto de atraccion U es un subconjunto relativamente abierto de €2. El teorema
es probado si demostramos que U contiene el interior de 2. Supongamos por contradiccion
que U no contiene el interior de €2, lo cual implica que la frontera de U; OU tiene una
interseccién no vacifa con el interior de €; W. Ahora, ¥ es invariante y por lo tanto ¥
contiene un conjunto w—Ilimite compacto . Por la Proposiciéon 7.6 y el Proposiciéon 7.7 se
llega a que F esta en el interior de §2. Mas aun, v no contiene a Es y por lo tanto no contiene
puntos de equilibrio. A partir del Teorema 7.9 se concluye que v es una 6rbita periédica y del
Teorema 7.8 que 7 es una orbita periédica no trivial orbitdlmente asintéticamente estable.
Pero esto contradice la definicién de ¥, dado que v estd contenido en un conjunto a—h’mi&?
de EQ.
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