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Abstract.
This article presents a way to move from the fundamental formulas of Spherical Trigonometry to
the fundamental formulas of hyperbolic Trigonometry.
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Resumen.
Se presenta una manera de pasar de las férmulas fundamentales de la Trigonometria Esférica a las
férmulas fundamentales de la Trigonometria hiperbdlica.
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1. Introduccion

La Trigonometria Esférica y Trigonometria Hiperbdlica, son temas poco tratados en las
licenciaturas en matematicas. Con este articulo se busca las bases de la trigonometria en una
superficie como la esfera, para luego conectarlo, de manera algebraica con la trigonometria
hiperbdlica. Lo anterior permite diferenciar un aspecto de la practica matematica del siglo
XIX con la préctica actual, ya que en en el Siglo XIX no se acept6 el paso de lo fisico a lo
imaginario, mientras que actualmente si podria ser aceptado matematicamente.

La Geometria Euclidiana expuesta en los elementos de FEuclides, que tiene como base cin-
co postulados?, es una recopilacién de Euclides a la geometria conocida en la época, la
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4Estos cinco postulados son conocidos como los Postulados de Euclides, que son:
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cual fue desarrollada a partir de una axiomatica-deductiva, y fue considerada la que mejor
representaba el espacio en que vivimos por mas de XX siglos.

A partir de la controversia generada por el V Postulado de Euclides, que debatia si podria
ser considerado como postulado o teorema, se generaron otras geometrias conocidas como
Geometrias No Euclidianas.® En las GNEs se encuentra como casos particulares a dos tipos,
la Geometria Hiperbdlica y la Geometria Eliptica.

Aunque aspectos de la Geometria Eliptica fueron utilizados antes de la Geometria Hiperbdli-
ca y del descubrimiento tedrico de las GNEs en general, la Geometria Hiperbdlica se descu-
brié y consolido6 tedricamente antes que la Geometria Eliptica. En el camino de estos descu-
brimientos, en [5, p. 57] y [3, p. 51] se menciona que, Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
al observar las formulas de area en la Geometria Esférica y en la Geometria Hiperbdlica,
expresa la siguiente idea; “de ello deberia casi sacar la conclusion de que la tercera hipétesis
se verifica sobre una esfera de radio imaginario”®. De esta manera Lambert sugirié implicita-
mente el paso a la Geometria Hiperbdlica por medio de la Geometria Esférica en una esfera
de radio imaginario.

En [4, p. 1] dice que la manera como se descubrieron las GNEs, difiere de la manera como
se presentan. Donde se cree que, la manera del descubrimiento de las GNEs, en particular
de la Geometria Hiperbdlica surgio a partir de remplazar el radio real R en una esfera por
un radio imaginario iR, donde i es v/—1.

Lo que se presenta a continuacién, tiene como base el tercer capitulo de la tesis titulada De
la Trigonometria Fsférica a la Trigonometria Hiperbdlica: Aspectos del surgimiento de las
Geometrias No Euclidianas [3].

2. De la Trigonometria Esférica a la Trigonometria Hi-
perbdlica

Para intentar observar el paso de la Geometria Esférica a la Geometria Hiperbdlica, en esta
seccion se ilustrard que, a partir de las férmulas fundamentales de la Trigonometria Esférica
se puede llegar a las formulas fundamentales de la Trigonometria Hiperbdlica. Las férmulas a
las que se hace referencia, son las formulas de senos y cosenos, las cuales son relaciones entre
angulos y lados de triangulos. Estas relaciones en la Trigonometria Esférica se las conoce
como férmulas de Bessel, ya que fueron descubiertas por primera vez por el matematico
Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846). previo a ello, para un mejor entendimiento téngase
en cuenta algunos conceptos en la Geometria del espacio.

I Postulado. Dos puntos cualesquiera determinan un segmento de recta.
IT Postulado. Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.

ITT Postulado. Se puede trazar una circunferencia dados cualquier punto como centro y un radio cualquie-
ra.

IV Postulado. Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

V Postulado. Postulado de las paralelas: Si una linea recta corta a otras dos, de tal manera que la suma
de los dos angulos interiores del mismo lado sea menor que dos rectos, las otras dos rectas se cortan,
al prolongarlas, por el lado en el que estdn los dngulos menores que dos rectos.

5En adelante se nombrara GE a la Geometria Euclidiana, GNEs a las Geometrias No Euclidianas y GNE
a alguna Geometria No Euclidiana en particular.

6Para abordar el Problema del V Postulado, Saccheri[7] desarrollo tres hipétesis, la primera referente a la
Geometria Euclidiana, la segunda a la Geometria eliptica y la tercera es la base de la Geometria hiperbdlica;
quien las nombro por sus siglas HAR, HAO e HAA, respectivamente. Para un diferente entendimiento al
respecto observar [8, pp. 9-21].
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2.1. Definiciones en Geometria del Espacio

Es de importancia el entendimiento de las siguientes definiciones, ya que, el paso de las
férmulas fundamentales de la trigonometria esférica a las féormulas fundamentales de la
geometria hiperbdlica, se desarrollé bajo la utilizacion del espacio tridimensional.

En primer lugar, se debe tener en cuenta que, si una recta es perpendicular a dos rectas que
la intersecan en un mismo punto, es perpendicular al plano comprendido por las dos rectas,
ademads toda recta de este plano que pase por el punto de interseccién serd perpendicular
a la recta dada y el punto de interseccién es el pie de la recta perpendicular al plano (ver
figura 1).

Figura 1: Perpendicularidad de la recta y el plano

Definicién 2.1 (Angulos diedros). 7

Cuando dos planos tienen una sola recta en comin se determina cuatro regiones del espacio
comprendidas entre dos semiplanos llamadas dngulos diedros. Aqui, se considerard el que
se observa entre los semiplanos a y b y se nombrara como A ~“BC-D representado en la
figura 2. La recta de interseccion BC recibe el nombre de arista del angulo diedro y los
semiplanos respecto a la recta de division BC' y que contienen a los puntos A y D se llaman
caras del angulo diedro, designadas de igual manera como las caras a y b del angulo diedro.
Se llama angulo correspondiente al diedro, al dngulo formado por dos rectas en cada cara y
cada una de ellas es perpendiculares a la arista en un mismo punto. Asi, siendo EF y EH
perpendiculares a la arista BC, el angulo FEH es el angulo del diedro A —“BC-D.

b

Figura 2: Angulos diedros.

Definicién 2.2 (Angulos triedros).

Cuando tres planos tienen un solo punto en comin se determinan ocho regiones del espacio
llamadas dngulos triedros. Estos angulos triedros estan comprendidos entre tres porciones
de planos unidos dos a dos por semirrectas.

"Estas definiciones tienen como base de estudio, los libros Trigonometia plana y esférica: teoria y 680
problemas resueltos [1, pp. 144-162] y Trigonometria esférica: fundamentos [2, pp. 5-23].
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Las porciones de planos que comprenden el angulo triedro se llaman caras del &ngulo triedro.
Asi, aqui se considera el angulo triedro comprendido por las caras a, b y ¢, que a la vez estan
unidas dos a dos con semirrectas llamadas aristas del angulo triedro y designadas como
las aristas OA, OB y OC, el punto en comin O de los tres planos es el vértice del dngulo
triedro, y el angulo triedro se designa como el angulo triedro O ~ABC , como se representa
en la figura 3.

Las caras a, b y ¢ del dngulo triedro toman como sus medidas los angulos planos ﬁO\C,
A0C ,@ respectivamente. La medida del angulo de cada cara es siempre menor que 180°.
En un angulo triedro, cada dos caras contiene un angulo diedro, que en total se tienen tres
dngulos diedros donde su medida es siempre menor que 180°, se designan mediante las letras
A B y C’7 y cada angulos diedros es opuestos a las caras a, b y ¢ respectivamente.

_e

Figura 3: Angulos triedros.

Definicién 2.3 (Circunferencias maximas y menores).

La interseccién de un plano y una superficie esférica es una circunferencia. Si el plano secante
pasa por el centro O de la esfera, la anterior interseccién recibe el nombre de circunferencia
mdazima; en los demads casos, se llama circunferencia menor, como se representa en la figura 4.
Los extremos del didmetro perpendicular al plano de las circunferencias (méximas o menores)
reciben el nombre de polos de tales circunferencias, que en la figura 4 se los designa como
los puntos Py P’

cirunferencia
menor

circunferencia
mdxima

Figura 4: Circunferencias méximas y menores.

Definicién 2.4 (Distancia esférica).

Sea A y B dos puntos en la esfera no diametralmente opuestos, entonces entre ellos pasara
una sola circunferencia maxima y su distancia esférica esta dada por la medida del menor
arco entre los puntos A y B de la circunferencia méaxima que los contiene, el cual su medida
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o distancia del arco AB es la del dngulo plano XO\B, donde el punto O es el centro de la
esfera (ver figura 5).

Por ejemplo: dos puntos en una esfera que son extremos de un didmetro pertenecen a infinitas
circunferencias maximas y su distancia es 180°.

distancia
esférica

Figura 5: Distancia esférica.

Definicién 2.5 (Angulo esférico).

Dos circunferencias maximas siempre se cortan en los extremos de un didmetro. La abertura
sobre la superficie esférica de tales circunferencias se denomina dngulo esférico como se
observa en la figura 6.

En la esfera con centro el punto O en la figura 6, los arcos de circunferencia maxima PA
y PB que contienen el dngulo esférico son los lados del angulo esférico, y el punto P de
intersecciéon de los arcos es el vértice. La medida del angulo esférico corresponde a la medida
del angulo diedro formado por los semiplanos correspondientes a los lados del angulo esférico
y el didmetro con extremo el vértice del angulo esférico.

Dada la circunferencia maxima que pasa por A y B y tenga como polo el punto P, se
tendrd que, la medida del arco AB de circunferencia méxima estd dado por la medida del
angulo plano A/O§, que corresponde a la medida del angulo diedro A ~“PO-B y esta
medida a la vez con la medida del angulo esférico APB. Asi, la medida de un dngulo esférico
estd dada por la medida o distancia esférica del arco sobre la circunferencia maxima de polo
el vértice del angulo esférico y que une los lados del angulo esférico por su interior.

Definicién 2.6 (Tridngulos esféricos).

La region de la superficie esférica limitada por tres arcos de circunferencia méxima que se
cortan dos a dos se denomina tridngulo esférico.

Los tres arcos AB, BC'y C A del tridngulo esférico ABC' se denominan lados del tridngulo
esférico y se designan por ¢, a y b respectivamente. Los puntos A, B y C', donde se intersecan
las circunferencias mdximas son los vértices del tridngulo esférico, los cuales son opuestos a
los lados a, b y ¢ respectivamente, como se observa en la figura 7. La designacién A, By C
también serd utilizada para nombrar el &ngulo correspondiente a su vértice.

La medida de cada dngulo de un tridngulo_esférico, estd dada por la medida del dngulo
diedro correspondiente. Es decir, el angulo A en el tridngulo esférico ABC' estd dado por la
medida del dngulo diedro B —A0 - C. Ver figura 7.
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Figura 6: Angulo esférico APB.

La region comprendida entre las proyecciones de los lados a, b y ¢ del tridngulo esférico con
el centro O de la esfera forma el angulo triedro O = ABC como se observa en la figura 7.
Los lados de un tridngulo esférico, siendo arcos de circunferencias méaximas, son expresados
normalmente en unidades angulares. De esta manera, los lados a, b, y ¢ del tridngulo esférico
se miden por los angulos planos EO\C', COA y AOB respectivamente de las caras del dngulo
triedro O — ABC.

Observando un angulo triedro correspondiente a un tridngulo esférico, los dngulos de las
caras y los angulos diedros no se alteran en magnitud modificando el radio de la esfera.
De esta manera y segun lo expuesto hasta este momento, a cada propiedad de los angulos
triedros le corresponde una propiedad analoga en los tridngulos esféricos, y reciprocamente.
Por lo tanto las relaciones entre los lados y angulos en un triangulo esférico observado de
esta manera son independientes del radio de la esfera, de las cuales algunas relaciones seran
trabajadas en el apartado 2.3, més especificamente en el desarrollo de las llamadas férmulas
de Bessel.?

Figura 7: Triangulos esféricos ABC.

Definicién 2.7 (Tridngulos esféricos polares).

Dado un tridangulo esférico ABC' de lados a, by ¢. La unién de los polos correspondientes a
las circunferencias maximas que contienen a los lados a, b, y ¢, donde cada polo se encuentra

8Téngase en cuenta que en casos como, obtener la dimensién lineal (longitud) de un lado en un trigngulo
esférico, si es necesario conocer el radio de la esfera que lo contiene.
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mas cerca del vértice opuesto al lado utilizado para encontrar dicho polo, forma un tridngulo
esférico llamado tridngulo esférico polar o triangulo polar.

En la figura 8, los radios OC’, OA’ y OB’ son perpendiculares a los planos que pasa por los
puntos O, A, B; O, B, C;y O, A, C, respectivamente.

Los elementos de un tridngulo polar se nombrardn de la siguiente manera. Dada la cir-
cunferencia méxima que contiene al lado AB, su polo més cerca de C serd C'; dada la
circunferencia méxima que contiene al lado BC, su polo mds cerca de A serd A’; dada la cir-
cunferencia méxima que contiene al lado C'A, su polo mds cerca de B serd B’. Asf el tridngulo
esférico polar del tridngulo esférico ABC es A’B’C’ de lados o/, b’ y ¢’ respectivamente a su
vértice opuesto.

Figura 8: Triangulos esféricos polares.

2.2. Propiedades y teoremas en triangulos esféricos

Aunque las propiedades de los dngulos triedros no han sido expuestas en este trabajo, no
son dificiles de deducir a partir de las propiedades de los tridngulos esféricos que se exponen
a continuacion.

1. Cualquier lado de un tridngulo esférico es menor que una semicircunferencia, es decir
menor que 180°.
a < 180°

2. Cualquier dngulo esférico es menor que 180°.
A < 180°
3. Cada lado del tridngulo esférico es menor que la suma de los otros dos y mayor que el

médulo de su diferencia.
la—bl<ec<a+b

4. La suma de los lados de un tridngulo esférico es menor que cuatro angulos rectos

a-+b+c < 360°

La expresién 360° — (a + b+ ¢) se llama defecto esférico.

5. En un tridngulo esférico, si dos lados son iguales, los angulos opuestos son iguales, y
reciprocamente.

~

a=b<=A=8
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6. En un tridngulo esférico, si dos lados son desiguales, los angulos opuestos son desigua-
les, a mayor lado se opone mayor angulo y reciprocamente.

a>b<=A>B

7. La suma de los tres angulos en un tridngulo esférico es mayor que dos dngulos rectos
y menor que seis angulos rectos.

180° < A+ B+ C < 540°
El exceso en la suma del valor de los tres dangulos esféricos en un tridngulo esférico con

respecto a 180°, se llama exceso esférico.

A+ B+ C — 180° es el exceso esférico y se lo representa por F.

Véase dos Teoremas correspondientes a tridngulos esféricos.
Si el tridngulo esférico ABC tiene como triangulo polar A’B’C” entonces ABC' es tridngulo
polar del A’B’'C".
Dado un tridngulo esférico y su tridangulo polar, cada dngulo esférico de cualquiera de los
tridngulos dados es igual al suplemento del lado correspondiente del otro triangulo. Es decir,
dado el tridngulo esférico ABC' y su tridngulo polar A’B’C’, se tiene que,

A=180°—a' B=180°— b C = 180° — ¢
A =180° —a B’ = 180° — b C" = 180° — ¢

2.3. Foérmulas fundamentales de la Trigonometria Esférica

Los apartados anteriores 2.1 y 2.2 son necesarios para entender las féormulas de senos y
cosenos de la Trigonometria Esférica o también conocidas como las Féormulas de Bessel.

Teorema del seno: El seno de cada lado es directamente proporcional al seno de cada

p . L. sena sen b sen c
angulo opuesto en un triangulo esférico. De otra forma, = = —, (ver figura

0) sendA senB senC

Sobre una esfera de centro O, determinese un tridngulo esférico ABC' cuyos lados a y b
sean menores que 90°. Unase O con los vértices del tridngulo para formar el angulo triedro

O~ ABC. Por C pasa una circunferencia maxima que corta perpendicularmente en H a
la circunferencia maxima que pasa por el arco AB. Sea CH = h, €l cual se llama altura
esférica del tridngulo (ver figura 9).

Proyéctese ortogonalmente el vértice C' sobre el plano OAB en P,y P sobre las rectas OA
en N y OB en M, tnase el vértice C' con M y N. Se obtiene asi los tridngulos rectangulos
planos CPN y CPM rectos en P.

Obsérvese, como la recta CP es ortogonal al plano OAB también es perpendicular a OA.
De esta manera, en el tridngulo plano CPN por contener dos perpendiculares a OA,” la
recta C'N también es perpendicular a O A, de manera andloga la recta C M es perpendicular
a la recta OB. Se obtiene asi los tridngulos rectos planos CNO y CMO rectos en N y M
respectivamente.

Obsérvese que el angulo plano CNP es correspondiente al dngulo diedro C “0A- B, el
cual sirve de medida al dngulo esférico A del tridngulo esférico. Por tanto, de los tridngulos
CPN y CPM se tiene:

send=Sr L CP—ONwsenid
CN

9A saber la rectas perpendiculares a OA son CP y NP.
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Figura 9: Tridngulos esféricos ABC'y su correspondiente angulo triedro O ~ABC.

— s CP=CM*senB

send = L
M

Igualando ambas ecuaciones

CN *sen A = CM xsen B (2.1)

Por otro lado, la medida de los lados AC y BC son las de los dngulos planos A0C y

BOC respectivamente, que a la vez corresponden con los dngulos planos de vértice O en los
tridngulos CNO y C MO respectivamente, obteniendo que:

sena = C:M — CM = OC xsena
ocC

CN
oC
Sustituyendo CN y CM en la ecuacién 2.1, se sigue

— CN = OC xsenb

senb =

OC *senb*sen A = OC * sena * sen B
Simplificando por OC # 0,

sen a sen b

senAd senB

L. , ., senb sen ¢
Trazando la altura esférica h, sobre el lado a, se probaria la relacién = = =, y por

senB  sen(C

tanto, el primer grupo de férmulas de Bessel es:

sen a senb senc

senA senB sen(C

Como en un triangulo esférico se tiene tres lados, tres angulos opuestos a cada lado y por su
proporcionalidad directa, la razén del seno de cualquier lado y el seno de su angulo opuesto
es igual a cada una de las otras dos razones; esta relacién permite calcular un lado o un
angulo, conocido su angulo o lado puesto, y otro par de elementos opuestos.
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Teorema del coseno para los lados: El coseno de cada lado es igual al producto de los
cosenos de los otros dos lados, mas el producto de los senos de dichos lados por el coseno
del angulo comprendido en un tridngulo esférico. De otra forma, ver figura 9 y 10:

cosa = cosb x cosc + sen b * sen ¢ * cos A

cosb = cosa * cos c + sen a * sen ¢ x cos B

cosc = cosa * cosb+sena *senb * cosC

De los tridngulos CNO y CPN de la figura precedente se tiene:

CN = OC xsenb

NP =CN *cos A
Remplazando C'N se obtiene

NP =0C *senbxcos A (2.2)

En la figura 9 observando la construccién sobre el plano OAB luego de las siguientes pro-
yecciones; teniendo que OM, es igual a la suma de las proyecciones de las componentes ON,
NP,y PM sobre la recta OB, sea G y M las proyecciones de N y P respectivamente en la
recta OB y J la proyeccién de P sobre NG (ver figura 10). Se sigue que:

Figura 10: sobre el plano OAB de la construccién 9

ONM = 0G + GM (2.3)

De los tridngulos planos CMO, CNO de la figura 9, y del tridangulo GNO de la figura 10,
se tiene

OM = OC xcosa

OG = ON % cosc = OC % cosb x cos ¢

Dado que el angulo AOB tienen medida ¢y a = 90° se tiene § = 90° —c¢, y como S+~ = 90°,
se tiene que v = ¢ . ademas, teniendo en cuenta la ecuacién 2.2;

10
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GM = JP = NP xsenc = OC #senb x cos A x sen ¢
Por lo tanto, remplazando OM, OG y GM en la ecuacién 2.3;

W*COSG:W*COSb*COSC+W*S€H()*S€DC*COS;{

Y simplificando por OC # 0, se obtiene;

cosa = cosb x cosc+senb * senc * cos A

Andlogamente para los cosenos de los lados b y c.

Por lo tanto el segundo grupo de férmulas de Bessel, que permite calcular un lado conocido
el dngulo opuesto y los lados que los comprenden, o bien, un dngulo conocidos los tres lados,
es:

cosa = cosb x cosc+senb * senc * cos A

cosb = cos a * cos ¢ + sena * sen ¢ * cos B

cosc = cosa * cosb+ sena * senb * cos C

Teorema del coseno para los angulos: El coseno de cada angulo es igual a menos el
producto de los cosenos de los otros dos angulos, mas el producto de los senos de dichos
angulos por el coseno del lado comprendido en un triangulo esférico. De otra forma, ver
figura 9:

cos A = —cos B *cosC +sen B *senC * cosa
cos B=—cosAx*cosC +senAxsenC *cosb
cosC = —cos A xcos B+ sen A xsenB *cosc

Considérese el tridngulo polar A’B’C’, correspondiente al triangulo ABC, en el que o’ =
180° — A, A’ = 180° — a, etc. Aplicando el segundo grupo de férmulas al tridangulo polar de
ABC, se tiene,

, , —
cosa’ = cosb xcosc + send xsenc * cos A’

Por lo tanto,

~ ~ ~ ~

cos(180° — A) = cos(180° — B) xcos(180° — C) +sen(180° — B) xsen(180° — C)  cos(180° — a)
Y, puesto que sen(180° — ) = sen y cos(180° — ) = — cos 0, se obtiene
—cos A = cos B cos C + sen B s sen C * (— cos a)

cos A = —cos B *x cosC' + sen B *sen C * cos a

Las otras féormulas se obtienen mediante un intercambio ciclico de las letras al aplicar el
Teorema del coseno para los lados en el tridngulo complementario. Asi, las férmulas que
relacionan tres angulos y un lado son:

cos A = —cos B *cosC + sen B *sen C * cos a

11
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cos B=—cosAxcosC +senAx*senC xcosb

cosC' = —cos A xcos B+ sen A xsen B * cosc

2.4. Foérmulas fundamentales de la Trigonometria Hiperbdlica

De la Trigonometria Esférica se tiene las férmulas fundamentales expuestas en el apartado
anterior, que en resumen, dado un tridngulo esférico de lados a, b, ¢ y dngulos opuestos A
B C respectivamente, entonces, para todo angulo y lado en un tridngulo esférico:

sen B # sena = sen A % sen b (2.4)
cosa = cos b * cos ¢ + sen b % sen ¢ % cos A (2.5)
cos A = — cos B # cos C + sen B = sen C * cosa (2.6)

Como se mencioné en el segundo capitulo, es Taurinus quien se interesa y desarrolla la
geometria de una esfera imaginaria, que en principio fue sugerida por Lambert, para trabajar

la HAA.
Taurinus empieza con las férmulas de Trigonometria Esférica y remplaza los lados reales de

un tridngulo, por lados imaginarios, de lo que obtiene.

sen B * senia = sen A * sen ib (2.7)
cosia = cosib x cosic + senib * sen ic * cos A (2.8)
cos A = —cos B x cos C' + sen B x sen C * cosia (2.9)

De otro lado, téngase presente las siguientes series de Taylor

22 3 > "
—1+1,+—+§+ Z(n') (2.10)

n=0
2 4 6 e n.2n
ozt 2t (-1)"x
n=0
3 5 7 e n..2n+1
oz’ (-1)"x
n=0
Sl en la serie 2.10 se sustituye z por iz, considerando que i® = 1, i' =14, i = —1, i = —i,
= 1--- etc. y si se agrupa las potencias pares de x por un lado y las impares por otro7
entonces:
2 4 6 : ;.3 5 ;T
—x T —x ir  —ix 1 —ix
(H ottt e T )+<1!+ E TR i)
n 2n 2n+1

72 Z 2n+1

Que es un numero complejo, donde su parte real es cos x; la serie 2.11, y su parte imaginaria
es senx; la serie 2.12, asi que
i

e =cosx +isenx

Ahora, cambiando la variable x por iz, se tiene:

12
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e =cosir +iseniz (2.13)
Cambiando ahora la variable —z por z, queda e® = cos(—ix) + isen(—ix), pero como cos x
es una funcién par y senx es impar se tiene:

e = cosir — isenix (2.14)

Con el fin de despejar cosiz, sumando 2.13 y 2.14, queda e~ % + e = 2cosix; ahora para
despejar senix, a 2.13 se resta 2.14, obteniendo e™* — e” = 2isenix y por lo tanto,

e v +e” .

—————— = cosix
2

et —e”

———— —senix
21

Las expresiones, —¢senix que es llamada seno hiperbolico de x y costix llamada coseno
hiperbolico de x, se pueden obtener de la parametrizacién de la hipérbola, y son reales.
Ahora, para llegar a las formulas de la Trigonometria Hiperbdlica, se utilizard la notacion
actual, seno hiperbdlico de x se notara como senh x y coseno hiperbdlico de x se notarad como
cosh x:

~ ) ~ ) . —isenix senh x
= De 2.7 sen B x senia = sen A * senib, y dado que seniz = - = ——, se
—i i
tiene que
~ senhb ~ senha
senAx —— =sen B« ——
—1i —1i

Por lo tanto sen A * senh b = sen B * senh a

= De 2.8 cosia = cosib * cosic + senib *x senic x cos A, se tiene que

cosha = cosh b * cosh ¢ + sen ib * senic x cos A

. senh x ,
pero senir = ———, asi que

senh b h ~
cosha = cosh b * cosh ¢ + senho * scmi'c * cos A
—1

Por lo tanto cosh a = cosh b * cosh ¢ — senh b * senh ¢ % cos A

= De 2.9 cos A = —cos B * cos C + sen B x sen C x cos ia, se tiene que

cos A = —cos B x cos C' + sen B *x sen C' * cosh a
Asi, las formulas fundamentales de la Trigonometria Hiperbdlica son
sen A x senh b = sen B x senh a

cosh a = cosh b * cosh ¢ — senh b * senh ¢ * cos A

cos A = —cos B *cosC + sen B xsen C * cosha

13
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3. Comentario Final

En el proceso de obtencion de las férmulas de senos y cosenos de la Trigonometria Esférica
(férmulas de Bessel) y en el de obtencién de las férmulas de la Geometria Hiperbdlica, se
observa la utilizacién de rectas paralelas no coplanarias, es decir se ha recurrido al espacio
tridimensional para presentar tanto la Geometria Riemaniana como la hiperbélica, cuestion
que no es necesaria en la Geometria Euclidiana. A diferencia de la Geometria de Euclides,
se define las paralelas en un mismo plano (Euclides llama paralelas a dos rectas coplanarias
que, prolongadas cuanto se quiera no se encuentran. Def. XXIII), observando que para las
GNEs se requiere de un espacio tridimensional, como en la Geometria Hiperbdlica expuesta
por Lobachevski que se menciona en seguida.

Lobachevski en su libro Geometrical Researches on the Theory of Parallels, desarrolla su
geometria imaginaria, que corresponde con la Geometria Hiperbdlica. como menciona [4, p.
4]: “las primeras quince proposiciones no son demostradas por él, de éstas, la primera, y
desde la once hasta la quince, son enunciadas para el espacio tridimensional; lo que indica
que la concepcion de esta nueva geometria no es posible sin la idea del espacio tridimensional,
al contrario de la geometria euclidiana”, ademds, en Geometrical Researches on the Theory
of Parallels, la proposicién 25 (Dos lineas rectas que son paralelas a una tercera son también
paralelas entre si), trata de la transitividad del paralelismo, “Se prueba la transitividad
del paralelismo, donde Lobachevski al igual que Bolyai y Gauss demuestra esta propiedad
primeramente para rectas coplanares, y luego para rectas no coplanares, lo que nos indica
que la nueva geometria no se puede obtener sin usar la tridimensionalidad del espacio, hecho
que no ocurre con la geometria euclidiana” [1, p. 34].

Ahora, aunque Lobachevski requiri6 de la tridimensionalidad del espacio para desarrollar la
Geometria Hiperbdlica, se puede observar que el modelo del disco de Poincaré en el plano,
(en el que los elementos geométricos como puntos y rectas estan en el disco, y las rectas son
arcos de circunferencia ortogonales a la frontera del disco) [6, pp. 217-222], es un ejemplo
de Geometria Hiperbdlica sobre el plano y no requiere del espacio tridimensional. Esta
observacion es uno de tantos interrogantes para futuras investigaciones en lo que corresponde
con Geometrias No Euclidianas y su historia.
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