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Abstract. In the mathematics curriculum of Colombia traditionally ratios, proportions and proportionality
are taught to focuses on the algorithm and privileging the numerical, ignoring or weakly connecting these
objects of mathematical knowledge with the variational, essentially with relationships and functions. This
paper examines the practice systems made by seventh grade of basic education, girls and boys between 11
and 14 years of age in the treatment of five situations of variation and change and shows how the concepts
of ratio, proportion and proportionality, are used to deal with such situations, these uses are explained
from the theoretical and methodological Anthropological Theory of Didactics (hereafter TAD).
Keywords. Anthropological Theory of Didactics, practice systems; ratios, proportions and proportionality,
situation of variation and change.

Resumen. En el curriculo de matemadticas de Colombia tradicionalmente las razones, las proporciones y la
proporcionalidad son ensefladas centrando su atencién en lo algoritmico y privilegiando lo numérico,
desconociendo o conectando débilmente estos objetos de conocimiento matemadtico con lo variacional,
esencialmente con las relaciones y las funciones. En este documento se analizan los sistemas de practicas
desplegados por estudiantes de grado séptimo de educacion bdsica, nifias y nifios entre 11 y 14 afios de
edad, en el tratamiento de cinco situaciones de variacién y cambio y se exhibe de qué manera los
conceptos de razén, proporcioén y proporcionalidad, son usados para enfrentar tales situaciones. Estos usos
son explicados a partir de los fundamentos tedricos y metodoldgicos de la Teorfa Antropolégica de lo
Didactico (en adelante TAD).

Palabras Claves. Teoria Antropoldgica de lo Didictico; sistemas de précticas; razones proporciones y
proporcionalidad; situaciones de variacién y cambio.

1. Introduccion

La experiencia profesional y de ensefianza muestra que es poco adecuado que las razones, las
proporciones y la proporcionalidad se aborden, preponderantemente, desde contextos y
situaciones que aluden al pensamiento numérico y que en dicho tratamiento se establezcan
pocas o ningunas conexiones con el pensamiento variacional. Igualmente esta experiencia
permitié observar que el acceso a estos objetos podria hacerse mejor desde lo variacional que
desde la rutinizacién y mecanizacién de la definicidn de la razén como cociente indicado entre
dos nimeros enteros, y de la proporcién como la igualdad de dos razones, para después,

' El documento surge del trabajo desarrollado en el proyecto del mismo nombre realizado como trabajo de tesis para
optar al titulo de Magister en Educacion. Linea Ensefianza de las Ciencias y la Tecnologia, de 1a Universidad del Cauca
*Universidad del Cauca, Institucién Educativa “Los Comuneros” Popayin, eruinalonso @hotmail.com.
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habiendo visto las propiedades de las proporciones, pasar a la regla de tres (simple directa,
simple inversa o compuesta) y al producto en cruz.’

Inicialmente se quiso estudiar el abordaje de los objetos razén, proporcidn y proporcionalidad
desde lo curricular, es decir se pretendié analizar cémo podria plantearse una innovacién
curricular (Rico, 1997) que permitiera llevar las razones, las proporciones y la
proporcionalidad, tradicionalmente ubicadas en el pensamiento numérico® al pensamiento
variacional. En este sentido, cuando se analizaron los documentos Estandares Bdésicos de
Competencias Matemdticas (MEN, 2006), Pensamiento Variacional y Tecnologias
Computacionales (MEN, 2004) y las conclusiones de Guacaneme (2001), se observaron
indicios e indicaciones para un esbozo de propuesta de innovacién curricular. Restaria entonces
el disefio, concrecion e implementacion de dicha propuesta.

En esta investigacion se pretende, pues, aportar elementos que den pautas para acercarse a la
respuesta a las siguientes cuestiones ;Como las razones, las proporciones y la proporcionalidad
son reconocidas y manipuladas por los estudiantes en situaciones de aula? y ;Qué ideas y
nociones han construido los estudiantes a lo largo de su vida escolar y de sus experiencias
cotidianas en relaciéon a dichos objetos? Asi mismo, es de interés indagar las formas de
organizacién que en la praxis caracterizan el conocimiento matematico escolar de interés en la
investigacion, aspecto que permitird proponer nuevos modos de organizacion y a partir de ellos,
plantear innovadoras maneras de actuacién en el aula de clase, que a diferencia de las
tradicionales, faciliten la comprension en los estudiantes, a la vez que aporten elementos a
considerar en la ensefianza de las matematicas.

De forma mas puntual, las ideas precedentes nos llevan a plantear finalmente las siguientes
cuestiones ;Cudles son los sistemas de practicas’ matemdticas que desarrollan los estudiantes
en la resolucién de situaciones de variacién y cambio? ;De qué manera esos sistemas dan forma
a los conceptos de razén, proporcién y proporcionalidad?

2. Marco de referencia conceptual

Teoria Antropoldgica de lo Diddctico (TAD). Para Bosh y Chevallard (1999) el andlisis del
conocimiento matematico como un conjunto de précticas sociales institucionalizadas requiere
de una forma de andlisis que permita la descripcién y el estudio de las condiciones de su
realizacién. Dicho andlisis, es lo que desde la TAD se ha denominado organizacién matemdatica
(OM) o praxeologia. En palabras de Espinoza y Azcdrate (2000) una OM permite modelizar el
conocimiento matemdatico como actividad humana.

Las praxeologias, propuestas por el enfoque antropoldgico, estdin compuestas de tipos de
situaciones (S), problemas (m) y de técnicas (t), las cuales constituyen la praxis o
conocimientos técnicos y de tecnologias y teorias que constituirdn el logos o saber. Segun
Espinoza y Azcdrate (2000) las técnicas T se entienden como ciertas maneras de hacer, es decir,
son procedimientos que pueden ser empleados para resolver los problemas; las tecnologias 8 ,
por su parte, son los discursos que sustentan, describen, explican y justifican los procesos
matemdticos involucrados, los cuales se espera sean mds adelante institucionalizados en los
procesos de ensefianza y de aprendizaje y la teorfa ® se asume como el argumento formal que
permite justificar rigurosamente dicha tecnologia.

De lo anterior se puede determinar que los objetos de conocimiento matemadtico surgen de
préacticas con las matematicas ubicadas en diversos contextos geograficos y culturales, en tal
sentido, D’Amore y Godino (2007); Godino, Batanero y Font (2008), entienden una préctica

% El hecho de que la mayor parte de ejercicios planteados por el docente fueran de proporcién directa, llevé a algunos
estudiantes a una “falsa generalizacion” de que todos los ejercicios pueden ser resueltos aplicando la regla de tres.

* Hay evidencias de esta ubicacién tradicional en el andlisis de libros de texto hecho por Guacaneme (2001).

* Es un concepto del Enfoque Ontosemiético (EOS). D’ Amore y Godino (2007); Godino, Batanero y Font (2008).
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matemdtica como una actuacién particular, o conjunto de actuaciones, en el abordaje de
problemas matemadticos especificos (de un individuo o de una institucién). Esta prictica estd
determinada por formas de razonar, comunicar, validar o generalizar y habitualmente no existe
de manera aislada sino que estd asociada a sistemas de practicas que interaccionan entre si.

Campos conceptuales. Para Vergnaud (1990) un campo conceptual es un conjunto de conceptos
y teoremas que permiten analizar una serie de situaciones. Este conjunto de conceptos y de
teoremas estan presentes de manera informal y a nivel previo® en los sujetos a través de lo que
Vergnaud (1983) denominé teoremas y conceptos en acto o en accion, definidos como
relaciones matemdticas que son tomadas en cuenta por los estudiantes al seleccionar una
operacién o una secuencia de operaciones para resolver un problema.

El campo conceptual de las estructuras multiplicativas. Vergnaud (1983, 1990, 1991, 1994,
2007) le define como el conjunto de situaciones que requieren una multiplicacién, una divisién
0 una combinacién de tales operaciones. Igualmente, le considera como el conjunto de
conceptos (proporcidén simple y compuesta, funcién lineal, multiplo, combinacién lineal,
fraccién, divisor, razén, etc.) y teoremas (propiedades de isomorfismo de la funcién lineal y su
generalizacion a las relaciones no enteras, propiedades que se refieren al coeficiente constante
entre dos variables linealmente ligadas, y algunas propiedades especificas de la bilinealidad)
que permiten analizar estas situaciones.

Razonamiento proporcional. Segiin Lamon (2007) este tipo de razonamiento tiene que ver con
el aporte de argumentos que permitan soportar las enunciaciones hechas y que establecen las
relaciones estructurales entre cuatro cantidades. Estas enunciaciones estdn hechas en contextos
que al mismo tiempo involucran la covariacion entre cantidades y la invariancia de razones o
productos. Por tanto el razonamiento proporcional podria ser considerado como la habilidad que
no sélo permite diferenciar la relacién multiplicativa entre dos cantidades, sino, también como
la capacidad de poder extender dicha relacién a otro par de cantidades.

Los roles de la razon. En determinadas situaciones la razén puede jugar tres diferentes papeles:
como relator, como operador o como correlator entre cantidades. Las definiciones que a
continuacion se presentan fueron tomadas de (Obando, et al., 2009)

Razon como relator. Dadas dos magnitudes M, y M,, y dos cantidades de magnitud a, y b; que
pertenecen a M; y M, respectivamente. Se determina una cantidad p = R(a4, b;) entre las dos
cantidades de magnitud dadas. Esta relacion, R, es de cardcter cuantitativo y se puede expresar
como sigue:

R:My XM, - Q

(as, by) = Z_i = p = R(ay, by)

Se debe tener en cuenta que si My y M, son magnitudes homogéneas entonces p es una cantidad
numérica que expresa la relacidn parte - todo entre las dos cantidades comparadas. En este caso
Q es el conjunto de los niimeros racionales o mds generalmente, los reales. Si M; y M, son
magnitudes heterogéneas, entonces p es una cantidad con unidades, que expresa la cantidad de
unidades de a, por cada unidad de b,, en cuyo caso Q puede ser una nueva cantidad.

Razon como operador. La razén puede ser usada para ampliar o achicar y serd vista como un
operador. Sean M; y M, dos magnitudes y a, y b; dos cantidades de magnitud que pertenecen a
M; y M, respectivamente luego existe una operacién unaria. O = de la forma:

O:M;, - M,
a; > 0(a)) =pxa; =b

® Hace referencia a preconceptos o conocimientos previos de los sujetos.
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Si My y M, son magnitudes homogéneas entonces p es una cantidad numérica que expresa un
factor de ampliacién o reduccién que, aplicado sobre la cantidad de magnitud a, produce la
cantidad de magnitud b;. Ahora, Si M; y M, son magnitudes heterogéneas, entonces p es una
cantidad con unidades que actia como operador transformando la cantidad de magnitud a; en
la cantidad de magnitud b, .

Propiedades de las transformaciones lineales: Una transformacion lineal es una funcién f de
un espacio vectorial real M; en un espacio vectorial M, que asigna a cada vector a € M; un
unico vector af € M, y que satisface las siguientes propiedades:

i.  Homogeneidad con respecto a la suma: f(a, + a,) = f(ay) + f(a,)
ii.  Homogeneidad con respecto a la multiplicacién por un escalar: f(da) = Af (a)

i.  vaem,[P=q

Las anteriores propiedades pueden enunciarse asi:

Dadas M; y M, dos magnitudes relacionadas en un sistema lineal, a; una cantidad de magnitud
de M, y b; una cantidad de magnitud de M, se cumple que:

e Cuando la cantidad de magnitud a, aumenta al doble, al triple, ..., la cantidad de magnitud
b, aumenta al doble, al triple, ...

¢ Cuando la cantidad a, disminuye a la mitad, a la tercera parte, ..., la cantidad b, disminuye
a la mitad, a la tercera parte, ...

A partir de esta definicion de transformacién lineal y de la enunciacién de sus propiedades se
establece una relacién con la proporcionalidad simple directa en el sentido que se cuenta con
dos magnitudes y sus respectivas series de cantidades de magnitud que se correlacionan
linealmente mediante una relacion funcional de la forma:

fiMy > M,

a; - f(a;)) =kXxa; = by

donde k es la llamada constante de proporcionalidad y f es una funcién lineal que representa tal
proporcionalidad. Bajo este sustento tedrico se da la siguiente definicién de uno de los roles de
la razén:

Razon como correlator entre cantidades. La razén puede expresar una propiedad invariante a
dos series de cantidades de magnitud, que se pueden poner en correspondencia uno a uno, y
donde la razén es el operador lineal que permite definir la funcidén que correlaciona ambos
conjuntos, esto es, a través de la razén se puede establecer una correlacion entre dos cantidades
de magnitud. Dadas dos magnitudes M; y M, y dos series de cantidades de magnitud M; y
A={a;eM,i=12,..,n} y B={b;eM,,i=12,..,n} con ACM;, yBS M, , que

. . L by _ b

cumplen con la condicién que para todo a; € A existe un dnico b; € B tal que + =2 = ... =
az az

b . .

— = p entonces existe una funcién F tal que:

an

F:A- B

a > Fla)=pxXa =

de donde se tiene que para todo a; € Ay paratodo b; € B p = 2

a;
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La razén p es un transformador lineal que aplicado sobre cantidades de magnitud de A, produce
cantidades de magnitud correspondientes en B. Al igual que en la razén como relator o como
operador las series de cantidades de magnitud A y B, pueden ser homogéneas o no. En el caso
de ser homogéneas p serd un nimero real, mientras que si son heterogéneas serd una cantidad
con unidades.

Dos tipos de andlisis. Al enfrentar situaciones de proporcionalidad es posible que se realicen
andlisis en una magnitud y luego sean transferidos a otra o que se establezca una relacion
funcional entre las cantidades de magnitud de una magnitud y las cantidades de magnitud de la
otra. Estos andlisis han sido definidos por (Obando, et al., 2009) como sigue.

Andlisis escalar. Pone en relacién las variaciones de una de las magnitudes con respecto a las
variaciones de otra (o cuando se analizan las relaciones entre las cantidades de la misma
magnitud). El andlisis escalar se basa en las dos primeras propiedades de la funcién lineal

i.  Homogeneidad con respecto a la suma: f(a, + a,) = f(ay) + f(a,)
ii.  Homogeneidad con respecto a la multiplicacién por un escalar: f(Aa) = Af (a),

permite la realizacidn de procedimientos de gran utilidad en el tratamiento de las situaciones, ya
que centran su estudio en los procesos de variacidn, esto es, determinan cémo varian las
cantidades de magnitud de una de las magnitudes para luego trasladar dicha variacién a las
correspondientes cantidades de magnitud de la magnitud faltante. El andlisis escalar implica
reconocer que dadas M; y M, dos magnitudes, a,, a, dos cantidades de magnitud de M; y b,
una cantidad de magnitud de M, si by =(a; +a,) y si b; =Aa, entonces f(b,) =
f(ay) + f(ay) y f(by) = Af(a,), respectivamente. En este caso A es un ndmero racional sin
unidades, denominado factor escalar, el cual resulta del cociente entre cualesquiera dos
cantidades de magnitud de una misma magnitud y puede ser interpretado como una razén.

Andlisis funcional. Se debe reconocer que para cualquier par de valores a,, f (a,) se tiene que
f(a;) =2Aa, , donde A es un ndmero racional con unidades, llamado constante de
proporcionalidad. En este caso se pretende establecer una relacién funcional entre las
cantidades de magnitud de una magnitud y su correspondiente valor en la otra magnitud.

3. Antecedentes

Para iniciar el trabajo de investigacién se tomé como referente tres investigaciones: Vinculo
entre el pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo: el caso de Paulina (Ruiz y
Valdemoros, 2006), Una estrategia para la aprehensiéon cognitiva de la razén (Barra, Diaz y
Ramirez, 2006) y Una oportunidad para profundizar en aspectos relativos a la ensefianza de
razén como tépico matemadtico (Perry, Guacaneme, Andrade y Ferndndez, 2003). En la primera
se considera que el enriquecimiento del pensamiento proporcional cualitativo’ del nifio le
permite ampliar las relaciones cuantitativas entre magnitudes y mejorar el manejo de los
algoritmos, enmarcdndolos en aplicaciones plenas de sentido. Ademads se afirma que uno de los
sujetos considerados en la investigacién (Paulina)8 designé la razén como la relacién entre dos
magnitudes y la proporcién como la relacién de equivalencia entre dos razones. Esto fue
constatado por las investigadoras a través de las respuestas dadas por Paulina en la entrevista
que se realizd en la parte final de la investigacién y luego de aplicar unas actividades de
enseflanza: logré relacionar ambas columnas de una tabla, en la cual aparecian los valores para

" Las autoras no definen explicitamente lo que entienden por pensamiento proporcional cualitativo, pero para tal fin
citan directamente los trabajos de Piaget, Inhelder, Ban de Brink y Streefland.

¥ La nifia de su caso de estudio, la cual fue seleccionada puesto que caracterizaba a aquellos estudiantes que mostraron
en la aplicacién de un cuestionario inicial un gran apego al manejo de algoritmos pero carentes de sentido, es decir, que
tenia claro el procedimiento pero no el uso, ademds de exhibir pocas elaboraciones en el terreno cualitativo.
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el alto y el ancho de cuatro roperos de forma rectangular, es decir, Paulina a través de la
escritura de las razones externas, determinadas por las medidas de los altos y las medidas de los
anchos, estableci6 la relacion entre las magnitudes que obtuvo de la misma tabla, demostrando
que entendia la razén como relacién entre magnitudes. Segin Ruiz y Valdemoros (2006)
“Paulina llegé a construir los conceptos de razén y proporcién, lo que se not6 por su
aplicabilidad en distintos dmbitos y por el uso de los distintos modos de representacion.” (p.
321).

En la segunda de las investigaciones aqui consideradas, Barra, Diaz y Ramirez (2006)
pretenden suscitar en un grupo de estudiantes de séptimo grado de Educacién Bdésica una
aprehension cognitiva de la nocién matemética escolar de razén. La experiencia parte desde la
visualizacién cualitativa en la distribucion de los colores en la bandera Chilena hasta el andlisis
de destrezas y sub-destrezas de pensamiento: cdlculo, representacion numérica y reflexion.
Inicialmente los estudiantes son cuestionados acerca de lo que ellos entienden por razén y se
observa que un alto porcentaje asocian el concepto de razén con acepciones cotidianas que
utilizan, como por ejemplo tener la razén, la razén de saber si algo es cierto o falso o razonar
con alguien, entre otras. La actividad siguiente es comparar qué color de la bandera Chilena
ocupa mds superficie, con lo cual las autoras pretenden un acercamiento cualitativo. La mayor
parte de los estudiantes utilizan categorias de comparacién, “mds superficie que”, “menos
superficie que” entre dos colores. Finalmente con la pretensién de pasar de lo cualitativo,
entendido por las autoras como el uso de expresiones verbales para establecer comparaciones, a
lo cuantitativo, tomado como el uso de expresiones numéricas y nimeros para el
establecimiento de comparaciones, las investigadoras invitan a los estudiantes a realizar
representaciones numéricas y de comparaciéon mediante el uso de cuadriculas. En esta dltima
actividad, teniendo en cuenta las frases con las que se refieren a las partes de un todo,9 sus
representaciones grafica y numérica, evidencian que los estudiantes empiezan a utilizar una
acepcioén de razoén distinta a la que inicialmente habian dado desde su cotidianidad. En palabras
de las autoras, “Aunque de un modo implicito, se advierten en sus textualidades facetas de la
concepcién matemdtica de razén. Resta pendiente el desafio de hacer conscientes a los
estudiantes de este proceso de aprehension cognitiva de la razén, con actividades subsecuentes”

(p. 6).

Finalmente, en Perry y otros (2003), se presenta la experiencia de aula: “Una oportunidad para
profundizar en aspectos relativos a la ensefianza de razén como tépico matematico”;
experiencia en la cual se implementd una secuencia de actividades con grupos de estudiantes de
grado séptimo y octavo de Educacién Basica Secundaria. De los resultados encontrados en la
aplicacién de tres talleres,'” se destaca el haber identificado que varios estudiantes concibieron
la relacién entre cantidades correspondientes como relacidon de orden entre nimeros y no como
una relaciéon de equivalencia entre cantidades adjetivadas. 1 Igualmente se detecté la
complejidad12 que hay detrds del aprendizaje y la ensefianza del concepto de razén como tema
matematico y concluyen que los obstdculos, dificultades y conflictos que surgen en el proceso
de ensefianza y en el de aprendizaje del tema, tales como la naturaleza de los objetos de estudio,
el lenguaje usado o necesario para referirse a situaciones en las que estd implicada la razén,

° En este caso las partes son las franjas de cada color y el todo la bandera,

'En los dos primeros talleres se plantea una situacién problema y en el tercero una reflexién especial sobre estas
situaciones. En la primera situacion se pide a los estudiantes leer y realizar el siguiente ejercicio: en un salén hay 48
estudiantes colocados en seis filas. En cada fila hay 3 nifios y 5 niflas. A continuacién se les solicité elaborar una
representacion de la situacion, hacer comparaciones entre el nimero de nifios y nifias que hay en cada fila y hacer una
representacion cartesiana de los pares ordenados (nimero de nifios, nimero de nifias). La segunda situacién plantea que
cuando una libra de chocolate es colocada en una maquina entonces esta produce 24 chocolatinas. Enunciado con el
cual los estudiantes determinan el nimero de chocolatinas obtenidas a partir de cierta cantidad de libras de chocolate,
establecen una expresion matemdtica que relacione la cantidad de libras de chocolate con el nimero de chocolatinas
producidas y nuevamente se les requiere hacer una representacion cartesiana con las parejas obtenidas.

""" Segiin Schwartz (1988, p. 41): Todas las cantidades que surgen en los procesos de contar o de medir o como
resultado de la combinacién de cantidades contadas o medidas hacen referencia y serdn referenciadas como cantidades
adjetivadas..

12 Dicha complejidad no es explicitada por los autores.
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proporcionan elementos para reorientar su proceso de ensefanza, por lo que se requiere que el
profesor esté atento y no se limite a los aportes de los textos escolares, donde se ha detectado la
perpetuacién de un trabajo deficiente con algunos aspectos que caracterizan a la razén. Para
reorientar su proceso de enseflanza recomiendan tener muy en cuenta el contexto, las ideas
previas, el lenguaje que se va a utilizar, que los estudiantes hayan tenido suficiente experiencia
con procesos de ordenar y clasificar, establecer diferencias claras entre magnitud, cantidad de
magnitud y medida y que hagan representaciones adecuadas de parejas de valores en el plano
cartesiano para con ello facilitar la visualizacién de la relacién de equivalencia que hay detrds
del significado de razén.

Estas tres investigaciones tienen en comun la aplicacién de situaciones en las cuales se
determina la manera como los estudiantes se acercan a las razones, las proporciones y la
proporcionalidad y el modo como las aplican en diferentes contextos. De igual manera se
establece la forma como los estudiantes pasan del razonamiento proporcional cualitativo al
razonamiento proporcional cuantitativo. Por otro lado, las investigaciones enuncian la
complejidad que hay detrds de la ensefianza y aprendizaje de estos objetos de conocimiento
matemadtico. En tal sentido queda pendiente determinar la manera como deben disefarse
situaciones de variacién y cambio que permitan identificar los sistemas de practica que
despliegan los estudiantes en su resolucién y como esos sistemas contribuyen a dar forma a las
razones las proporciones y la proporcionalidad.

4. Metodologia

Aproximacion metodoldgica. El interés se centré en realizar una investigacién desde, y en la
préictica a partir de la experiencia profesional como docente de basica y media. Esto es, que en
lugar de esperar soluciones provenientes del exterior, se pretende empezar con la investigacion
de los problemas a los que se enfrenta el maestro, con una légica de intervenir y transformar,
sabiendo de antemano a dénde se pretende llegar. Para Ponte (1998) la caracteristica definitoria
de esta forma particular de investigacion se refiere justo al hecho de que el investigador tiene
una relacién muy particular con el objeto de estudio. El no estudia un objeto, sino un cierto
aspecto de su practica profesional. De este modo se empieza a hablar menos del profesor como
investigador y cada vez mds de la investigacion sobre la propia practica. Segin Ponte (2008) los
articulos sobre investigacién, ponen de manifiesto que realizar investigacidon sobre la propia
préctica es una actividad que puede despertar gran interés en los respectivos actores y que es
susceptible de proporcionar implicaciones significativas para su préctica profesional. Cochran —
Smith (2003) resume as{ esta perspectiva:

Asumir una investigacién como forma de ser profesional significa que los profesores y
futuros profesores trabajan en comunidades de investigacién para generar
conocimiento local, dar perspectiva y teorizar su préctica, interpretar e interrogar una
teorfa y la investigacion de los demds. Fundamental en esta nocién es la idea de que el
trabajo en comunidades de investigacién es social y politico, es decir, implica
problematizar las actuales formas de organizacién de la escuela; las formas como se
construye el conocimiento, evalda y usa, y los papeles individuales y colectivos de los
profesores para promover un cambio. (p. 8)

La poblacion objetivo de la investigacion. El proyecto se desarrollé con 36 estudiantes de
grado séptimo de educacion bésica cuyas edades oscilan entre los 11 y los 14 afios matriculados
en la Institucién Educativa “Los Comuneros” ubicada en la comuna 6 del municipio de
Popayédn; es una Institucién de cardcter publico, calendario A, que atiende estudiantes
provenientes de barrios de la misma comuna, algunos de ellos en condicién de desplazamiento.
Los estudiantes se ubican mayoritariamente en los estratos socioeconémicos 1 y 2. La
institucién educativa tiene un énfasis en salud y desarrolla un proyecto de acuerdos de
convivencia. En tal sentido el plan de estudio contempla el aporte desde cada una de las dreas al
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énfasis y a los acuerdos de convivencia' y ha definido en su Proyecto Educativo Institucional
como modelo pedagégico la Pedagogia Dialogante I plan de estudios en el 4rea de
matemadticas ha sido construido tomando como base los Lineamientos Curriculares y los
Estandares Bdsicos de Competencias Matemdticas emanados por el MEN. Como estrategia
metodoldgica se tiene la solucién y formulacién de problemas y se trabaja el proyecto del juego
de ajedrez15

El método empleado para el andlisis de las estrategias desplegadas por un grupo de estudiantes
de grado séptimo en la solucién de un conjunto de cinco situaciones integra:

v’ Instrumento de andlisis. Se tomé como modelo el esquema presentado en (Obando,
Vanegas y Vasquez, 2006; Posada, 2006), que consisti6 en anticipar cudles serian las
posibles respuestas de los estudiantes y como resolveria las situaciones un experto. En
este momento, se identificé si los estudiantes recurrian a andlisis escalares o a analisis
funcionales y se determiné cudl era el rol jugado por la razén en las diversas posibles
soluciones, es decir, si la razén obraba como relator, como operador o como correlator
entre cantidades de magnitud (Obando, Vasco y Arboleda, 2009), las cuales son
consideradas como una parte del bloque tedrico que soportas la técnicas empleadas
para resolver los problemas de los distintos tipos de situaciones.

v El andlisis de las soluciones dadas por los estudiantes a cada una de las situaciones:
Teniendo en cuenta que antes de aplicar la siguiente situacién se debe analizar la

anterior.

v" La determinacién de la pertinencia o no de realizar una intervencién por parte del
investigador.

v El disefio de sub-situaciones que permitan determinar los alcances y deficiencias de las
intervenciones.

Hay que anotar que los andlisis que se hacen tienen un cardcter cualitativo y obedecen a
descripciones de los procesos empleados, y aunque se cuenta el nimero de estudiantes que
desarrollaron una u otra estrategia, este nimero se toma como referencia mds no como un
elemento bdsico de interpretacion, es decir, no se elaboraran tablas de frecuencia con esas
cantidades. El método descrito anteriormente se esquematiza a través de lo que se ha
denominado la ruta de aplicacién de las situaciones disefiadas.

SITUACION 1 SITUACION 2 »| SITUACION 3 SITUACION 4 »| SITUACION 5
A A
v \ 4
INTERVENCION 1 INTERVENCION 2
v
SITUACION 3.1 SITUACION 3.2

Grifica 1. Ruta de aplicacion de las situaciones disefiadas

13 Los integrantes de la comunidad educativa han tomado distancia del manual o reglamento tradicional para construir

en conjunto unos acuerdos de convivencia que favorezcan el clima escolar.

' La pedagogfa dialogante es un modelo pedagdgico, propuesto por Julian de Zubiria, que propende por el desarrollo

cognitivo, valorativo y praxioldgico

15 . . . . .
La Instituciéon Educativa los comuneros desarrolla unos proyectos propios denominados Proyectos de Integracion

Comunera (PIC) a los que los estudiantes asisten por interés y por gusto. Uno de estos proyectos es el de ajedrez en el

cual se prepara a los estudiantes para participar en torneos intercolegiados.
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Las situaciones aplicadas. Fueron cinco las tareas expuestas en la investigacion, a saber:
Situacion 1: Llenemos el envase; Situacién 2: ;Con cudl vaso se llena mas rdpido?; Situaciéon
3: A comprar el arroz; situacion 4: Repartamos el premio; Situacién 5: Un paseo por los
descuentos. (Nos referiremos a estas cinco situaciones como situaciones base)

Para el desarrollo de la Situacién 1 los estudiantes dispusieron de un envase transparente de
gaseosa en el que se habfan graduado las onzas que puede contener, tres vasos de diferente
capacidad (denominados A, B y C, siendo A el mas pequefio y C el mds grande) y agua. En la
actividad los estudiantes llenaron de agua primero el vaso A y fueron depositando el contenido
en el envase de gaseosa a la vez que iban registrando en una tabla el nimero de vasos utilizados
y el volumen alcanzado. Seguidamente hicieron lo mismo con los otros dos vasos. En la
Situacion 2 se dispuso de un envase transparente de gaseosa con un nivel marcado hasta donde
seria llenado, seis vasos uno de 3, otro de 4, de 6, de 8, de 10 y de 12 onzas y agua. En la
actividad los estudiantes llenaron de agua primero el vaso de 3 onzas y fueron depositando el
contenido en el envase de gaseosa hasta llegar al nivel marcado, los estudiantes iban registrando
en una tabla el nimero de vasos necesarios para alcanzar el nivel, este procedimiento fue
replicado con los otros 5 vasos. En la Situaciéon 3 se presentaron por escrito en una tabla tres
marcas de arroz en diferentes presentaciones (contenido en Kg) y diferentes precios. La
Situacion 4 presenta por escrito una situacién en la cual cuatro personas aportan, cada una,
diferente cantidad de dinero para comprar una boleta para la rifa de dinero en efectivo. La
situaciéon 5 presenta por escrito una situacién en la cual un almacén ofrece diferentes
porcentajes de descuento en sus articulos.

La situacion Llenemos el envase fue aplicada en primer lugar debido a que en ella se trabaja con
material concreto y porque se tienen experiencias previas con estudiantes en su aplicacion,
aunque fue modificada radicalmente para que contribuyera al logré de los propésitos trazados y
se acomodard al esquema de andlisis que se va a implementar, esta experiencia estd basada en
una actividad que se realiza en la propuesta “Descubro la Matemética” del profesor Jorge
Castafio (Castafio, 1998) . La situacién ;Con cudl vaso se llena mds rdpido? se aplica en
segundo lugar, ya que estd estrechamente relacionada con la primera y pretende sacar a los
estudiantes de la idea que todo proceso de covariacién se comporta linealmente, como una
proporcionalidad directa; también utiliza material concreto y ha sido llevada al aula en
anteriores ocasiones. La situaciéon A comprar el arroz se fundamenta en un hecho de la vida
diaria, que tiene que ver con hacer las compras de un producto y escoger cudl representa mayor
economia para el hogar, razén que la ubica en el tercer lugar. La actividad Repartamos el
premio requiere procesos de pensamiento mds elaborados, y por ello se ubicé de cuarta. La
situacién Un paseo por los descuentos es sobre porcentajes y tiene que ver con asistir a un
supermercado en el cual se realizan descuentos.

Cada una de las situaciones obedece a un tipo de situacidn segun la categorizacién realizada por
(Obando, et al., 2009). La primera y tercera se catalogan dentro de los isomorfismos de
medidas, dos magnitudes que se correlacionan linealmente, la segunda hace parte de las
situaciones en las que se comparan tres magnitudes a través de una correlacion lineal de
proporcionalidad simple inversa, la cuarta se ubica dentro de las situaciones de reparto
proporcional y la quinta estd dentro de las situaciones de medida real, porcentajes.

Instrumentos de recoleccion de datos. Ademds de los registros escritos (incluidas operaciones,
graficas cartesianas, estadisticas, iconicas, explicaciones, argumentos, justificaciones, tablas,
diagramas, etc.), que los estudiantes realizan en hojas de cuadernillo que se entregan junto con
las situaciones, se pregunta a los nifios por qué han hecho el procedimiento que aparece escrito
o cémo llegaron a la respuesta escrita. Las repuestas verbales dadas en las tres primeras
situaciones quedaron registradas en el modo grabadora de sonidos de una cdmara fotogréfica,
para la cuarta situacién se utilizé la grabadora de sonidos de un celular. Estos instrumentos de
registro de audio también se utilizaron para grabar, en palabras del investigador, los gestos y
expresiones corporales de los estudiantes al desarrollar las situaciones; también se hicieron
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descripciones escritas de estos gestos y expresiones. De igual manera se recurri6 a la utilizacién
de fotografias y videos en las dos primeras situaciones. Este conjunto de registros permiten
evidenciar las practicas matematicas.

5.

A continuacién se exhiben algunas de las soluciones (gréficas y operaciones) dadas por los

Resultados.

estudiantes a las preguntas de reflexion planteadas en cada una de las situaciones.

Sobre las representaciones grdficas. El 80% de los estudiantes inicialmente acudieron a
representaciones icOnicas pero luego de la primera intervencion realizaron gréficas cartesianas.

Algunos procedimientos. Se destacan las operaciones realizadas por los estudiantes a través de
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Grafica 2. Representaciones graficas antes de la primera intervencion
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Grafica 3. Grificas después de la primera intervencion
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las cuales fue posible identificar los sistemas de précticas.

Con respecto a preguntas de orden cualitativo en la situacion 1 el 10% determiné que el niimero
de vasos reduce si el tamafio del vaso aumenta y lo ilustré con ejemplos tomados de la tabla
construida.
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Grifica 4. Respuesté a preguntas de orden cualitativo.
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Para preguntas de indole cuantitativo se tienen respuestas como las siguientes
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Grifica 6. Acudiendo a procesos aditivos.

En esta estrategia se utilizan andlisis escalares de la forma

f(8Kg+2Kg)=f(8Kg)+ f(2Kg) =$13.600+$6.400 =$17.000.
De igual forma se apoyan en la teoria de los sistemas lineales directos y en la tecnologia de los

andlisis escalares tales como f(5X2Kg)=5X f(2Kg) =5x$3.400=$17.000
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Grifica 7. Utilizando la teoria de los sistemas lineales directos.
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Emplean la teoria de la razén como operador. A través de la expresion

fx)= $1£OO x x =$23.400 y de la tecnologia del andlisis funcional
8
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Grafica 8. Uno de los roles de la razon.

O de un anélisis escalar y la utilizacién de nuevo de un teorema en accién, (Vergnaud,
1983), que fundamenta una de las propiedades de la linealidad, a saber:

F(3x14Kg) =3x f(14Kg) = 3x$21000 = $63.000

También utilizaron el producto y la adicidn para encontrar la respuesta.
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Grifica 9. Combinacién de procesos admvos y multlphcatlvos.

Nota: En este procedimiento hay un error de escritura del alumno, donde aparece 14 Kg es 36
Kg.
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En las siguientes respuestas se puede determinar el papel jugado por la razén (relator, operador,
correlator):
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Grifica 10. La razoén en sus distintos roles

En las respuestas a estas dos ultimas preguntas se observa que el 80 % de los estudiantes
utilizaron el valor por libra (o por kilogramo), determinado anteriormente, como un valor

constante, por lo tanto, quienes acudieron a este uso, estaban pensando en la razén como relator
y en estas ultimas respuestas la usaron como operador.

En las siguientes respuestas también se observa los usos de la razén.
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Grifica 11. Utilizando la razén.

En la situacién de porcentaje se observa que el 85% de los estudiantes dividieron el valor
original del articulo entre 100 y el resultado lo multiplicaron por el porcentaje del descuento.
Por ejemplo para encontrar el 20% de $30.000 (precio de una arroba de arroz), dividieron
$30.000 entre 100 y obtuvieron $300, luego multiplicaron este valor por 20 obteniendo como
resultado $6.000, por lo tanto el descuento en el arroz fue de $6.000.
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Griéfica 1. Calculando porcentajes.

6. Conclusiones.

Teniendo en cuenta que se buscaba identificar los sistemas de pricticas desplegados por los
estudiantes al resolver situaciones de variacién y cambio y la manera como surgian las razones,
las proporciones y la proporcionalidad en tales sistemas, todo esto teniendo como marco tedrico
y metodoldgico la TAD, se describirdn a continuacién las teorias y las técnicas y tecnologias
asociadas que pudieron evidenciarse a través de los datos y resultados obtenidos.

Teorias. Tanto para el andlisis de las situaciones por parte del investigador como para las
soluciones dadas por los estudiantes se observa la necesidad de acudir a todo el aparato formal
de las transformaciones lineales y de las funciones reales, por ejemplo, es necesario acudir a las
funciones lineales, a las funciones bilineales, a las tres propiedades fundamentales de la
linealidad y a los sistemas lineales directos e inversos, de igual forma a los tres roles de la razén
(relator, operador y correlator).

Técnicas y tecnologias asociadas. Los estudiantes recurrieron inicialmente a la técnica
correspondiente a las representaciones tabulares, para dar algunas respuestas. Aunque, en la
situacion 1, en la que se les solicité hacer una gréfica, la mayorfa de los estudiantes acudieron a
la técnica de las representaciones icOnicas. Este par de hechos llevé a que en la primera
intervencion se recordard lo referente a las graficas cartesianas y estadisticas, lo que condujo a
que en las siguientes dos situaciones, en las que se pedia hacer una grifica, los estudiantes
acudieran a la técnica de las gréficas cartesianas.

Se observé cdmo en algunas situaciones los estudiantes acuden a realizar la division entre las
cantidades de magnitud involucradas para determinar el valor por unidad. En este momento fue
dificil determinar si los estudiantes estaban utilizando la razén como relator. Pero en las
preguntas denominadas de generalizacion, se observa que el valor encontrado es utilizado como
invariante o como constante de proporcionalidad. También se observd, aunque con menos
frecuencia, la aplicacion de técnicas asociadas con la tecnologia de los andlisis escalares, y con
el razonamiento por analogias. Se pone en evidencia la preferencia de algunos estudiantes por la
realizacion de procesos aditivos en lugar de la multiplicacién.

En problemas de repartos proporcionales se evidencié mayor comodidad de los estudiantes para
realizar andlisis de tipo cualitativo y no tanto para el andlisis de indole cuantitativo. De igual
manera en un grupo significativo de estudiantes se observd la primacia de los repartos
equitativos por encima de los repartos proporcionales, influenciada por la manera como en la
vida cotidiana se dan las cosas. En este sentido es necesario disefiar situaciones de tal forma que
induzcan al estudiante a asignar de manera natural el caricter proporcional que debe tener el
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reparto que se va a realizar. Ahora bien, en la realizacion de los andlisis cuantitativos la técnica
mayoritariamente utilizada permitié calcular la constante de proporcionalidad que luego se
aplicé para determinar los valores del premio que debe recibir cada persona. Esta técnica esta
sustentada por las tecnologias de los andlisis escalares y funcionales y de las proporciones,
apoyadas por la teoria de los roles de la razén. En un menor nimero, los estudiantes utilizaron
las técnicas que se apoyan en el uso de la razén como relator y de los sistemas lineales directos.

En lo referente a los problemas relacionados con porcentajes, la mayoria de los estudiantes
acudieron a la técnica de determinar a cuanto correspondia el 1% de determinado valor la cual
también tiene su sustento en la teoria de los roles de la razén. Por otro lado, teniendo en cuenta
que se trabajé con porcentajes que eran multiplos de 5, algunos estudiantes, aunque en menor
nimero, recurrieron a la técnica soportada por la teoria de los sistemas lineales.
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