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Resumen. Discriminar los sistemas de representacion y estandares de calidad utilizados al construir el
concepto de limite en los textos escolares es un asunto de interés en la enseflanza y aprendizaje de las
matemadticas, pues, segln sea el tipo de representacion privilegiado y estdndar movilizado se ponen en acto
tanto caracteristicas distintas del concepto matemadtico en estudio, como el desarrollo de habilidades de
naturaleza diferente. En este articulo describimos una metodologia de andlisis que permite caracterizar los
textos escolares segtin las representaciones usadas y los tipos de estindar movilizados en el desarrollo de
los ejemplos referentes al concepto de limite de una funcién. Fueron cuatro las categorias que se tuvieron
en cuenta para la construccion del instrumento de andlisis, tres de ellas seguin el sistema de representacion
utilizado (analitico, algebraico y aritmético), la otra considera el tipo de estindar matemético privilegiado
(utilizacién de técnicas de aproximacién en procesos infinitos numéricos y uso de propiedades y
representaciones en los nimeros naturales y reales en el cdlculo del 1imite).

Palabras clave: representaciones, sistemas de representacion, limite de funcidn, estdndares, indicadores
de logro.

Abstract. Discriminating representation systems and quality standards used to build the concept of limits
in school textbooks is a matter of interest in the teaching and learning of mathematics, then, depending on
the type of representation standard privileged and are then enacted mobilized different characteristics of
both mathematical concept under study, such as the development of skills of a different nature. We
describe an analytical methodology to characterize the textbooks as the representations used and standard
types mobilized in developing the examples relating to the concept of limit of a function. There were four
categories that were considered for the construction of the assessment tool, three of them as the
representation system used (analytical, algebraic and arithmetic), the other considers the type of standard
mathematical privileged (using approximation techniques in infinite processes and use numerical
representations of properties and natural and real numbers in the calculation of the limit).

Keywords: representations, representational systems, limit function, standard, indicators.

1. Introduccion.

Cuando recordamos, razonamos o comunicamos nuestras reflexiones usualmente no lo hacemos
presentado los objetos o conceptos sobre los que tratamos, sino que nos servimos de
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expresiones, dibujos o simbolos que, de algin modo, las representan. Para pensar y razonar
sobre las ideas matematicas es necesario hacerse una representacién interna de las mismas de
forma que, la mente, tenga la posibilidad de operar con tales representaciones. Para comunicar
estas ideas es preciso representarlas externamente, para que sea posible dicha comunicacién. En
este sentido, este trabajo se realiza desde una perspectiva semiética basada en las
representaciones. Al respecto Kaput (1996) considera que la nocién de representaciéon es un
instrumento tedrico de gran ayuda para la caracterizacion de los procesos constructivos en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. El aspecto de la representacién tiene cada vez
més peso en la enseflanza. Asi, Kaput (1996) considera necesario utilizar sistemdticamente
varios sistemas de representacion e incidir en sus relaciones desde el principio de la ensefianza
para evitar que los alumnos obtengan visiones sesgadas de los conceptos. Los Estdndares
Curriculares de Matemdticas, del MEN (2003), sefialan la importancia de las conexiones en
Matemaéticas en todos los niveles educativos; estas conexiones incluyen las que se producen
entre dos representaciones equivalentes y los correspondientes procesos de cada una.

La ensefianza de la nocién de limite tiende a ser abordada privilegiando las representaciones
numéricas, para luego dar entrada a representaciones graficas, pero, en uno y otro caso, se alude
a ellas de forma limitada, (Medina, 2001); en consecuencia, no se recurre a este tipo de
representaciones como verdaderos soportes para la comprension del concepto de limite. Es aqui
donde aparecen las dificultades en el aprendizaje de dicho concepto, pues los estudiantes
aplican algoritmos sin comprender verdaderamente su significado, aspecto que, en palabras de
Medina (2001), se ve reflejado en las concepciones erréneas que evidencian los estudiantes y
que se manifiestan al resolver problemas en los que se hace necesaria su aplicacién.

El estudio de las representaciones del concepto de limite se ha llevado a cabo en diferentes
ambitos, por ejemplo Blazquez y Ortega (2001), al analizar los “Sistemas de Representacién en
la Ensefianza del Limite”, en Espafia, llaman la atencién sobre la necesidad de trabajar con
diferentes sistemas de representacién para mejorar la interpretacién y comprension de este
concepto. Asi mismo, Camoés y Rodriguez (2010), al estudiar las “Conversiones entre los
Registros Verbal y Simbdélico en el Aprendizaje del Limite, analizan actividades que atienden a
la conversion entre diferentes registros de representacion y diseflan nuevas actividades que
tienen en cuenta la conversion entre los registros semioticos, permitiendo a los estudiantes la
construcciéon de una definiciéon del concepto de limite, a partir de su propia actividad,
estableciendo relaciones entre las representaciones. En un sentido diferente, Medina (2001),
estudia las concepciones del concepto de limite en estudiantes universitarios, a partir de los
libros de texto. Los resultados de esta investigacién permiten afirmar que la forma de presentar
el concepto de limite en los textos analizados, se ubica en los marcos analitico y algebraico; de
esta manera el esquema o secuencia de la presentacién del tema, relacionado con limites, se
caracteriza desde dos enfoques: uno, referente al papel del concepto de limite en la estructura
secuencial y lineal del Célculo y otro, relacionado con el modelo didéctico de introduccién del
concepto.

Si bien llama la atencién el cada vez mds creciente interés por reflexionar sobre el rol que
desempeifian las representaciones en la ensefianza y el aprendizaje de la nocidén de limite, en el
campo de la educacién matemdtica, son pocos los reportes de investigacién que centran su
atencién en la manera en que los textos escolares recurren a las representaciones para construir
dicha nocién. Es mds, en el andlisis de los estudios de este tipo, que hasta el momento hemos
realizado, no se ha encontrado evidencia alguna de investigaciones que permitan comparar
libros de textos colombianos utilizados antes y después de la apariciéon de los estdndares de
Calidad. Asi, pues, nuestro interés estd centrado en discriminar los sistemas de representacién y
determinar los estandares basicos de calidad de matematicas, utilizados en los textos escolares,
al construir el concepto de limite. En este sentido pretendemos aportar elementos que nos
permita dar respuesta a la siguiente cuestién ;Cudles y qué caracteristicas tienen los sistemas de
representacion utilizados, al construir el concepto de limite de una funcién, en los libros de
texto de grado undécimo? Se disefi® un modelo de andlisis que permite caracterizar los
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ejemplos de los textos escolares privilegiados, al construir el concepto de limite, segiin la
funcién que desempeiian en ellos las representaciones y los estdndares de calidad.

Son dos los aspectos que nos han llevado a centrar la atencién en el concepto de limite de
funciones: su importancia para la construcciéon de nuevos conocimientos matemadticos y la
complejidad que subyace a su enseflanza y a su aprendizaje. En el primer caso, el limite se
constituye en uno de los tépicos de mayor importancia para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, posteriores a la educacién obligatoria, pues, ocupa una posicién central en el
campo conceptual del cdlculo, ya que su cardcter estructural constituye el eje central y bésico
sobre el cual se construye el cédlculo diferencial e integral. Ademds, debido a su carécter
instrumental, tiende a ser usado como herramienta para la resolucién de problemas, tanto de
naturaleza matemdtica como cotidiana (Sdnchez y Contreras, 1995). En relacién a la
complejidad en la ensefianza y aprendizaje del limite, son grandes las dificultades presentes en
la transicién del bachillerato al primer afio de universidad. Segtin Enriquez y Palles (2007), en
el bachillerato, se utiliza un discurso intuitivo donde la aplicacién suele ser de naturaleza
practica mas que tedrica; por el contrario, a nivel universitario, su presentacion se realiza de
forma totalmente tedrica y formal. Lo anterior genera un alto porcentaje de fracaso académico
en las asignaturas de cdlculo y grandes niveles de desercién estudiantil en las carreras
universitarias.

En esta investigacion a los libros de texto se les considera un importante lugar de interés, ya
que, por un lado, son los materiales diddcticos de mayor uso por parte de educadores, al
preparar e implementar sus clases de matemdticas y, por los estudiantes, en sus intentos por
comprender las matemdticas ensefiadas (Pepin et al, en Marmolejo, 2011). Por otro lado, estos
materiales didacticos son considerados por los educadores como importantes referentes que
puntualizan, en la praxis educativa, las exigencias presentadas en los decretos y Ordenes
ministeriales (Schubring, 1987).

El propésito de este articulo es describir y caracterizar una metodologia de andlisis de textos
escolares que permite discriminar tanto los tipos de representacién, como los estdndares de
calidad, imperantes en la ensefianza del concepto de limite. Este instrumento de andlisis esta
compuesto por cuatro categorias, tres de ellas segin el sistema de representacién utilizado
(analitico, algebraico y aritmético); la otra, considera el tipo de estdndar matemdtico
privilegiado (utilizacién de técnicas de aproximacién en procesos infinitos numéricos y uso de
propiedades y representaciones en los nimeros naturales y reales en el cdlculo del limite).

2. Representaciones y sistemas de representacion.

El marco tedrico de referencia en la investigacién fue el desarrollado por Goldin y Kaput
(1996), en él se considera que la profundizacién de ciertas nociones matematicas estd
intimamente relacionada con el tipo de representacién que movilizan y son estas, las
representaciones, las que permiten referirse a los conceptos matematicos de forma sistemadtica y
precisa. En lo que sigue describimos los elementos que caracterizan el contexto tedrico en el
cual se desarrolla nuestro estudio.

Una representacion es una configuracion de algiin tipo, que en su totalidad o en parte, significa,
simboliza ¢ interacttia algo (Palmer, S. E. 1977). Las representaciones no se producen de forma
aislada, al contrario, pertenecen a sistemas altamente estructurados (personales, idiosincréticos,
culturales, convencionales), los cuales han sido denominados ““sistemas
de simbolos” o “sistemas de representacién” (Goldin, 1987; Lesh, Landau, y Hamilton, 1983).
Kaput (1983) considera dos tipos de representaciones; internas y externas. Las primeras aluden
atodo tipo de configuraciones mentales que tiene un individuo. Al ser internas este tipo de
representaciones no son directamente observables. Las representaciones externas, por su parte,
aluden a todo tipo de configuraciones fisicamente incorporadas en el sujeto, son accesibles a la
observacion; es el caso de las palabras, los gréficos, las imdgenes, las ecuaciones, etc. Las
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representaciones externas pertenecen a sistemas estructurados y la interpretacién de las
relaciones que representan no es “objetiva” o “absoluta”, sino que depende de las
representaciones internas de las personas que hacen la interpretacion.

De especial importancia son las interacciones bidireccionales entre representaciones internas y
externas. Por lo general un sujeto exterioriza las representaciones internas, en forma fisica, a
través de representaciones externas, como: actos de escritura, expresion oral, manipulacién de
los elementos de un sistema concreto externo, etc. que hace explicita tal exteriorizacién. Dichos
actos interpretativos pueden tener lugar a nivel activo y deliberado y estdn sujetos a un control
consciente, que se desarrolla de forma automdtica. Es aqui donde las estructuras fisicas del
individuo actdan como si “resonaran” en estructuras mentales previamente construidas
(Grossberg, 1980). Asi, el lenguaje natural o las expresiones matemdticas conocidas por el
sujeto son “entendibles” sin que exista de por medio una actividad mental deliberada y
consciente. Las interacciones entre las representaciones internas y externas suelen ocurrir de
forma simultdnea.

Segun Goldin (1987, 1992) y Kaput (1987, 1991), un sistema de representacién o sistema de
simbolos puede ser entendido como un constructo conformado por caracteres primitivos o
sefiales no siempre discretas; es el caso de las palabras habladas, las cartas del alfabeto o los
nimeros. Estas sefiales son a menudo incorporadas en algin medio fisico, sin embargo, como lo
afirman estos investigadores, los signos no deben ser entendidos literalmente como
incorporaciones fisicas, sino como clases de equivalencia de realizaciones, donde la
equivalencia se determina a través de actos de interpretacion. Asi, cuando hablamos de la
grifica de y = 3x — 6 no alude a un dibujo particular o a una construccién matemadtica
abstracta; se refiere, por el contrario, a una clase mds o menos acotada de realizaciones
“aceptables” para un sistema de representacién grafico de coordenadas. De hecho, las clases de
equivalencia para una representaciéon externa pueden considerarse como los aspectos
compartidos de un sistema de este tipo con cualquier instancia particular o miembro de esta
clase (Goodman, 1976). Las representaciones externas, pues, nos permiten hablar de relaciones
matemadticas y su significado, independientemente de las inferencias del alumno. Las
representaciones internas, por otra parte, nos dan el marco para describir las estructuras de
conocimiento individual y procesos de solucidn de problemas. Las interacciones entre sistemas
representacionales internos y externos proporcionan los medios para hacer inferencias acerca
del aprendizaje de los individuos como consecuencia del ambiente y posibilidades del entorno.

Para Goldin y Kaput (1996), un sistema de representacion externa es una estructura que
contiene reglas o mecanismos para la manipulacién de sus elementos. Desde esta perspectiva es
importante diferenciar entre dos sistemas de representacidn, el uno analégico (basado en
imégenes), el otro matematico. En el primer caso, los elementos fundamentales son los signos y
las configuraciones. Las representaciones que provienen de este tipo de sistemas se caracterizan
por dos aspectos, por un lado, guardan fuertes similitudes con el objeto que representan, por
otro lado, no son representaciones de cardcter verbal, ni formal. El sistema de representacion
analdgico puede ser interpretado ampliamente para incluir imdgenes internas y representaciones
esquemadticas de la imagen; por ejemplo, los objetos y sus atributos. También pueden incluir
representaciones externas inactivas y pictdricas, realizaciones concretas y manipulables,
representaciones generadas por ordenadores etc. Las representaciones matematicas, por su lado,
son objetos abstractos con mdltiples muestras fisicas posibles.

Las representaciones internas basadas en imdgenes se asumen, desde esta perspectiva, como
elementos esenciales para la comprensién e intuicién matemética, que van desde el concepto de
nimero y el significado de las operaciones aritméticas y construcciones geométricas, a la
comprension de las ecuaciones y funciones a través de graficos cartesianos.

Los sistemas formales de representacion, en palabras de Goldin (1987, 1992) y Kaput (1987,
1991), se asumen como constructos conscientes a considerar en el logro de metas especificas y
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abiertas, donde las reglas no siempre son implicitas. Son ejemplos de sistemas formales de
representacion matemadticos, entre otros, el sistema de numeracion y los sistemas algebraicos de
notacién. Por otra parte, los sistemas informales han evolucionado con reglas
predominantemente implicitas como lo es la lengua natural. Algunos sistemas, mas o menos
informales, mds tarde tienden a ser formalizados. Estd claro que el proceso de desarrollo de las
matemadticas durante siglos ha involucrado muchos actos de formalizacién, como Ila
introducciéon de notaciones formales y la creaciéon de definiciones, axiomas y métodos de
prueba.

3. Representaciones y estandares de calidad en los libros de texto: un
instrumento de analisis

El instrumento de andlisis a describir se disenié de forma inductiva, es decir, las categorias de
andlisis fueron extraidas de los libros o adaptadas a los temas que en ellos se desarrolla. Se
consideraron los capitulos donde, explicitamente, lo libros de texto abordan el estudio de limite
de funciones. Se analizaron 4 manuales escolares (grado once); los de mayor uso en la cuidad
de Pasto (Colombia). Las unidades de andlisis son los ejemplos propuestos en los libros de
texto. Fueron tres los sistemas de representacion considerados en dichos libros al suscitar la
ensefianza del limite de funciones (analitico, algebraico y aritmético) y dos las clases de
estandar de calidad® movilizados. En lo que sigue describimos y ejemplificamos en detalle cada
una de ellas.

3.1. El Sistema de representacion analitico: considera todo tipo de representaciones
sobre las que se construye el concepto de limite de funciones (Medina, 2001). Son cinco los
tipos de representacion que aparecen en los ejemplo de los libros de texto donde se estudia el
limite de funciones, a saber:

- Numérico-tabular de funcion: a través de una tabla de valores y de un proceso de
tabulacién se representa el comportamiento de una funcién considerando valores préximos a un
punto determinado. En la ilustracién 1 se ejemplifica este tipo de representacion; se desataca en
ella los valores que toma la funcién cuando x se aproxima a 3, tanto por la derecha como la
izquierda. Asi, se evidencia intuitivamente el valor al que tiende el limite de la funcién que se
estudia (Medina, 2001).

Ejemplo:

2

X 9
1. Calcular el limite de f(x) = = para x — 3.

Solucion:
La tabla muestra los valores f(x) en varios x cercanos al 3.

=9

B S

Luego: concluimos que el limite es 6.

2_
Tustracién 1: Representacion numérico-tabular de la funcion f(x) = % Tomado en
Matematica 11 Editorial Santillana (1995). . 50.

? Los estandares son enunciados que establecen criterios claros, sencillos y medibles, que los maestros y maestras deben
considerar como meta del aprendizaje de sus estudiantes, y de lo que deben saber y saber hacer. En otras palabras, son
los aprendizajes bdsicos que todo nifio o nifia de un grado debe alcanzar al finalizar el ciclo escolar. Ademds son un
marco de referencia para los docentes de lo que los estudiantes han de saber y saber hacer al finalizar un grado, ciclo o
nivel escolar.
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- Grdfico-cartesiano: describe graficamente por medio de representaciones en el plano
cartesiano el acercamiento de la variable dependiente a un valor cuando la variable
independiente tiende a otro; en ocasiones no se describen los acercamientos, solo aparece la
curva de la funcién. La ilustracién 2 evidencia este tipo de representacion (Medina, 2001).

Ejemplo:

\
i T4

|..4
3

|==
i
nnmmsshassman

[ 1. PR—

u.\‘.

= I

™
F"
L=
=
L= ol
*
=)

Tlustracién 2: representacion grafico-cartesiano de la funcién y = f(x) Tomado en Espiral 11
Editorial Norma (2005), p. 124.

La representacion grafica es una herramienta muy {itil para comprender la definicién formal del
limite, ya que de su andlisis puede extraerse la idea intuitiva de que el limite de una funcién f,
cuando x tiende a b, es L, si puede lograrse que f(x) esté tan préximo a L como se desee,
siempre que se tomen valores de x lo suficiente proximos a b. Esto significa que la distancia
entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee y de aqui que, para cada nimero
positivo €, por pequefio que este sea, se tenga que:| f(x) — L| < & "para ciertos valores de

"

X

- Simbdlico-especifico de funcion: segin Medina (2001), este tipo de representacién
suele aparecer en tareas donde se pide calcular el limite de una funcién a través de la expresion
lim,_, f(x) = L. Para evaluar el limite en cuestién es necesario sustituir sobre la expresién de
la funcién el valor al que ha de tender la variable independiente (sustitucién directa). La
actividad presentada en la ilustracion 3 es un ejemplo tomando de los libros de texto donde este
tipo de representacién juega un papel determinante.

Ejemplo:

" X
¢. Lim
2,

2
x=1 2x —1

Como 2(1) — 1 = 1, por tanto, 2x — 1 cs diferente de 0 cuando x = 1. Lucgo,

A s iy
Lim X =2 - S =3

Seaplica la sustitucién directa.
x4l Dy =1 2(1)—1 4 e

w2y Se realizan las operaciones.
211
Por tanto, Lim 2X=2 = |
xa1 2x —]
.z .z . £1: - .z 3x-2
Tlustracién 3: representacién simbélico-especifico de la funcion f(x) = Py} Tomado en

Hipertexto 11 Editorial Santillana (2011), p. 93.

En esta investigacion consideramos que las representaciones simbolico-especificas estdn
presentes en los ejemplos de los libros de texto tnicamente cuando, de forma explicita, se pone
en evidencia la aplicacién del proceso de sustitucion directa.
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- Definicion formal de funcion: en el desarrollo o compresién de la problemadtica
planteada se considera explicitamente que: Sea funa funcién cuyo dominio es el intervalo I. Sea
“a” un valor cualquiera que puede o no pertenecer a I. Decimos que: lim,_,, f(x) = L, si y solo
si:Ve>0,36>0tal quesi0<|x—al<§entonces |[f(x) — L| < &. De igual manera, esta
dimensién se evidencia en ejemplos donde se comprueba la existencia del limite aplicando la

definicién (Medina, 2001). Como es el caso presentado en la ilustracién 4.

Ejemplo:
Aplicar la definicién formal del limite de Al comparar ‘x - 5| < con |x - 5‘ < 0,01, se tiene
una funcién, para encontrar un 8 > 0, si queﬁ = 0,01,
L[n: = ; L= y & = 0,0025. La representacion grafica es:
Si \. = SI < 3 entonces £ et (RN 1| <eg, porde- E Y |
finicion de limite, | ,:L
Se remplaza el valor de e. 1 r{ | | | Rl
=" —{-1 - - e
4 = ]‘ <0,0025 Se aplica valor absaluto. 1 “{ | i ] ]
—0,0025 < *= L 1 <00025 —| el o =
Se despeja x. : B EE
4,99 < x< 5,01 R | - o Al
Seresta 5. |
—0,01 <x—5<001 = ST
Se expresa como |-'—:‘— T i el
k—s|<o01 : valor absoluto. e i 4 2 R R il |

Tlustracién 4: definicién formal de la funcién f(x) = XT_I Tomado en Hipertexto 11 Editorial
Santillana (2011), p. 87.

- Verbal de funcion: al definir el limite de una funcién no se recurre explicitamente a los
simbolos € y 8, que representa respectivamente a |f(x) —L|y |x —a|. Por el contrario, se
alude a ellos de forma implicita a través de expresiones tipo: si nos acercamos a "a" a través de
valores muy cercanos a "a" pero mas pequefios (6 mds grandes) que €l f(x) se aproxima a"L"
(Medina, 2001). En el ejemplo de la ilustracién 5 se recurre a este tipo de representacion.

Ejemplo:
i 7 X 8l x>0
Consideremos la funcién f(x) = !
1, slxa<Ad)
Usemos la propiedad L1 para mostrar que Iimof(x), no existe
X =

Solucion
Observando la figura 3.16 podemos concluir que si ;
nos acercamos a O a través de valores positivos de L =1
x, encontramos que f(x) se aproxima a 0. Si nos
acercamos a 0 a través de valores negativos, vemos
que f(x) toma siempre el valor 1. 2 ‘

-1
Hay dos valores posibles para el I\’mof(x), gue son

Xi—
0y 1. Como el limite si existe, es Gnico, podemos B
afirmar que  lim f(x) no existe. W
X2 0 Fig. 3.16
Tlustraci6n 5: representacion verbal del limite de la funciénf (x) = {316 :: ;c Z 8Tomado en
Espiral 11. Editorial Norma (2005), p. 128.
3.2. El Sistema de Representacion Algebraico: segiin Medina (2001) este sistema hace

uso de notaciones y simbolismo de naturaleza algebraica. Su aplicacién se reduce a la
presentacién de teoremas de limites y a la aplicacion de algoritmos de naturaleza algebraica. El
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sistema de representacion algebraico aparece en los libros de texto por dos clase de
representacion, a saber:

- Algebraico-indeterminado: presente en los procesos de calculo de limites donde la
aplicacién de factorizaciones, racionalizaciones, uso de conjugadas y simplificaciones se
constituyen en el tnico camino que permite dejar de lado posibles indeterminaciones (observar
ejemplo presentado en la ilustracién 6).

Ejemplo:

Ix+ 3 -2
g ; I x -
2. Caleular Iim XX T =~ 2

x =1 x—1 -
Solucién:

Primero eliminamos la indeterminacion:

i AMTB~ 2.5 5 h-’x+3-2)(w+3+2)
ST al T x= ) (Wx+ 3+ 2)

et x+‘3ﬁ4 T “ M

ol ik 34 3 ' be="1) | xx+3+2)
lim b, o il o M 20 d

x+Tialx+3+2 a+2 2+2 4

Luege: Iim = = =

VX+ -2

Tlustracién 6: representacion algebraica-indeterminada de la funcién f (x) = Tomado

en Matemadtica 11 Editorial Santillana (1995), p. 53.

- Algebraico-simple: al igual que en el caso de las representaciones algebraicas-
indeterminadas, se aplican en el proceso de cdlculo de limite de una funcién, tanto
factorizaciones como racionalizaciones. Pero en este caso el propdsito es simplificar la
expresion algebraica en cuestion y no para “eliminar” una posible indeterminacién. Este tipo de
representaciones suelen estar presentes en tareas donde es necesario calcular el limite de una
funcién mediante la aplicacidn de la definicién formal del limite. En la ilustracién 7 se presenta
un ejemplo de los libros de texto en los que este tipo de representacidon hace presencia.

Ejemplo:

2. Utilizar la definicién de limite para comprobar que I'm L =
x=1 2 + Vx

W —

Solucion:

Por definicién de limite, tenemos:

-l

2 + Vx)|

‘l—\';
2+\x)‘

2 + ‘\'X)

|2 + \J'; 3

1
Ti=2x

32+ Nx)(+ x|

i?mxx 1+\X‘
‘32+\x 1*\4‘[

Mt

s |

6+ 9Vx + 3x 6

Resulta que dado & > 0, para 6 = 6& se cumple la condicién de Iimite, ya
que: [|x — 1| < & = 6g].

| 1— x|
- ~l|<—‘ﬂ’<§=a

Jes

Luego:
Tlustracién 7: representacion algebraica-simple de la funcion f(x) = ﬁ Tomado en
Matematica 11 Editorial Santillana (1995), p. 51.
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3.3. El Sistema de Representacion Aritmético: considera todo tipo de representaciones
donde los nimeros y la aplicacién de operaciones sobre ellos juegan un papel determinante. Las
representaciones que provienen de este sistema de representacidén estdn presentes en los
ejemplos de los manuales escolares donde se reflexiona sobre el limite de sucesiones (Medina,
2001). Son 5 las subcategorias que lo describen:

- Numérico-tabular de sucesion: la representacion del limite se realiza a través de una
tabla de valores; en ella se expresan tanto los valores de la variable independiente como los de
la sucesioén. El propésito de este tipo de representaciones es poner en evidencia la tendencia del
limite de la sucesion en estudio; es el caso del ejemplo mostrado en la ilustracién 8, donde se
muestran acercamientos infinitos numerables y sucesivos. En este caso se describe inicamente
los primeros términos de la sucesion. Esta clase de representacion se construye a partir de
célculos numéricos y se hace de forma inductiva (Medina, 2001).

Ejemplo:

Sn /1-Sn/

NN N
AN E

i G N | = | T
e fun] [en] fun}

(=R

Tlustracién 8: aproximaciones para la suma de ¥2+% + 1/8 + 1/16 +...n. Tomado de estudio
“Concepciones del concepto de limite” de Medina (2001), p. 44.

- Simbdlico-especifico de sucesion: se da cuando se presenta un ejercicio de célculo de
limite de una sucesion de la forma lim,,_,, S,, = L, obteniendo asi el limite L (Medina, 2001).

Ejemplo:
3 n+2
1. Hallar: b) lim (ﬁ%) ",
b) lim(ﬁjﬁ) s i (um 4n® 4+ 3 ) L
"=\2n% 4 3n n® 9n3 I 3n
3
44 =
Como lim _47° +3 _ |im el Jhory, e
STk LT TR AN W o ] T
8w
2
W
lim 22 +2 = ney ]
nme T p2 e i ~T=1L entonces
lim( dnd ot 3 | 52

Tlustracién 9: representacion simbdélico-especifico de la sucesion a,, = %Tomado en Matemadtica
Moderna Estructurada 6 Editorial Norma (1976), p. 101.

En este tipo de representacion, a diferencia de la simbdlico-especifico de una funcién, no se
realiza el proceso de sustitucién directa, por el contario, es a través de transformaciones
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algebraicas que se llega a la expresion general lim% = 0 (ver el ejemplo presentado en la

n—-oo

ilustracion 9)

- Definicion formal de sucesion: seglin Medina (2001), este tipo de representacion esta
caracterizada por aquellos apartados donde estd presente la siguiente definicién: una
sucesion (Sn) tiene limite L si, para cada nimero positivo &, existe un ndmero positivo N (que
en general depende de ¢) tal que |s,, — L| < € paratodon > N

Ejemplo:

Demuestre que si |r| < 1, entonces la sucesion
{r"} es convergente y 7" converge a cero.

Solucién  Primero se considera » = 0. Entonces la sucesién es {0) y
lim 0 = 0. De este modo, la sucesién es convergente y el n-ésimo cle-

nes -

MEento CONVErge a cero.

Si0< | r ] < 1, se debe demostrar que se cumple la definicidn 8.2.2
con L = 0. Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe un
nimero N > 0 tal que si n es un nimero entero y

sin>N entonces |r” - O[ <e @)
< sin>N entonces }r ‘” < €
< sin >N entonces Inlr |” < Ine€
& sin >N entonces nln ] r| < Ine€

Como 0 < |r| < 1,In|r| < 0.La proposicién anterior es equivalente a

; In €
sin > N entonces n >
In [r{

Portanto,siN = In €/1n 1 rl , se cumple (4). En consecuencia, "En}w e O
De modo que la sucesién {r"} es convergente y r" converge a cero. «

El teorema siguiente incorpora los teoremas de Iimites para sucesiones
que son andlogos a los teoremas de limites para funciones. Las demostra-
ciones se omiten debido a que son semejantes a las demostraciones de los
teoremas correspondientes para limites de funciones.

Tlustracion 10: definicion formal de la sucesién a,, = r™ Tomado en El Célculo de Leithold (1998),
p. 652.

- Verbal de sucesion: en palabras de Medina (2001), en esta dimensién se presenta una
descripcion de la definicién formal de sucesidn; no se recurre explicitamente a los simbolos
ey d y los cuantificadores V y 3, si se hace referencia a ellos, es de naturaleza totalmente
implicita

Ejemplo: “El limite de una sucesién es el nimero respecto al cual todos los términos de la

sucesion, después de cierto punto varian solamente por un niimero pequefio € y esto para
todo €” (Vinner, 1991, p. 78).

En el ejemplo anterior se describe los acercamientos al punto limite de una sucesion, de forma
totalmente implicita se alude al valor de N a partir de un épsilon dado.

- Recta real: en esta dimensién se recurre a la recta real para expresar el concepto de

limite, se ubican en ella puntos cada vez mds cercanos al valor limite, siempre que n sea mas
grande que N (Medina, 2001).
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Ejemplo:

<
-
]

1
!
[N
33\
/)
s

Tlustracién 11: representacion del limite de la sucesién (1 - (ﬁ)) por medio de puntos en una recta.
Tomado en “Concenciones del concento de limite” de Medina (2001). n. 46.
En el anterior ejemplo, la diferencia entre el punto al que tiende el limite de la sucesion
(1 - (i)) y el término cercano a él se mide a través del calculo de la distancia entre ellos.

Cualquier intervalo centrado en 1 contiene una infinidad de elementos de la sucesioén y después
de un valor N se encuentran todos los valores que le siguen.

- Cartesiano: los valores de la iteracién de la sucesion forman un conjunto discreto de
puntos, quedando representada la sucesion como funcién (Medina, 2001).

Ejemplo:

18 -
34
2|

L1

» | TSl [ |

0 3 4" 5

. . . . 1 “ .
Tlustracién 12: representacion cartesiana de la sucesién (1 - (Z)) Tomado en “Concepciones del

concepto de limite” de Medina (2001), p. 46.

La representacion del ejemplo anterior es de cardcter global y muestra un punto de vista
funcional. Los valores de la iteracion de la sucesion forman un conjunto discreto de puntos; de
esta forma se representa la sucesion como un tipo de funcién. Si no se considera el intervalo de
radio € sobre el eje y se pone en evidencia la idea de aproximacidn finita 6 acercamiento a la
recta y = 1 como medida de la distancia de los puntos a la recta. Por el contrario, al considerar
dicho intervalo o vecindad, la idea de limite tiende a ser asociada a una aproximacién infinita.

34 Estandares Curriculares: son dos los pensamientos matemadticos que los ejemplos de
los libros de texto privilegian al reflexionar sobre el 1imite de funciones y sucesiones: numérico
y variacional. Esta categoria alude a los estindares que designan acciones y habilidades
relacionadas con estos dos tipos de pensamiento; se divide en dos subcategorias:

- Utilizacion de técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos, presente en los
ejemplos de los textos escolares donde se privilegian acciones relacionadas con Ila
interpretacién y/o definicién gréfica de un limite; determinacién de un limite por aproximacion,
y de asintotas horizontales, verticales y oblicuas en una funcién y aplicacién de la definicién
formal del limite.

- Uso de propiedades y representaciones en los niimeros naturales y reales en el cdlculo del

limite, relacionado con la puesta en acto de procedimientos como la aplicacién de propiedades
algebraicas, la evaluacién de limites, el calculo de limites mediante la aplicacién de propiedades
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de limites, el calculo de limites infinitos y al infinito, de funciones indeterminadas, de funciones
trigonométricas.

4. Conclusion

Los libros de texto son considerados por los educadores como importantes referentes que
puntualizan en la praxis educativa las exigencias presentadas en los decretos y Ordenes
ministeriales, y es asi, que el instrumento metodolégico aqui presentado es importante a la hora
de evidenciar las diferentes caracteristicas del concepto y conocer el funcionamiento de sus
representaciones, para poder abordarlo desde diferentes perspectivas y de esta forma ayudar a
su comprension, ademds permite reconocer qué representaciones predominan al plantear el
concepto y como se utilizan. Asi mismo permite puntualizar el papel que juegan las habilidades
matemadticas en la construccién del limite de funciones.
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