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Abstract.

The exponential functions present a richness of properties such that allows to study them from
different approaches. The definition of the natural powers (and non-natural) of a real number, and
its properties, allows to construct the exponential function of real exponent. But the construction
requires the notion of successions, decimal approximation of a rational number, convergence, and
limit of a function. This construction would exceed what could be done at the secondary level, but
it gives teachers the possibility of reviewing the teaching of the properties of non-natural powers in
the classroom.
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Resumen.

La riqueza de propiedades de la funcién exponencial permite estudiarla desde diferentes enfoques.
La definicién de las potencias naturales (y no naturales) de un numero real, y sus propiedades,
permite construir la funcién exponencial de exponente real. Pero la construccién requiere también
la nocién de sucesiones, aproximacién decimal de un niimero racional, convergencia, y limite de una
funcién. La construccién excederia lo que se podria hacer en el nivel secundario, pero brinda a los
profesores la posibilidad de revisar la ensenanza de las propiedades de las potencias no naturales
en el aula.

Palabras Clave. Ensefianza Secundaria, Ensefianza Universitaria, Demostracién Matemética.

1. Introduccion

La ensenanza de la funcién exponencial, en la escuela secundaria actual adopta un punto de
vista practico, donde tinicamente, se pone a disposicion de los alumnos un instrumento indis-
pensable para el aprendizaje de las ciencias y de la economia. En esta vision se considera que
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es suficiente con que los estudiantes dominen las propiedades numéricas y funcionales [4].
En este caso, un conocimiento practico y meramente operacional de estas funciones puede
ser suficiente.

Sin embargo, las caracteristicas de las funciones exponenciales presentan una riqueza tal,
que permite muchos enfoques diferentes, cada uno de los cuales enfatiza una caracteristica
en particular, pero que hace posible deducir todos los demds [5]. A saber:

i) Estudiar la funcién exponencial mediante el método por prolongacién. Esto es extender
la definicién de la funcién de potencias a®, para un exponente x real cualquiera.

ii) Estudiar la funcién exponencial a partir del estudio de una sucesién geométrica.

iii) Estudiar la funcién exponencial como una funcién continua que trasforma las sumas
en producto, es decir la ecuacién funcional:

flx+y) = f(2)f(y).

iv) Estudiar la funcién exponencial como la inversa de la funcién logaritmica.

v) Estudiar la funcién exponencial a partir de la bisqueda de una funcién continua cuyo
factor de incremento entre x y x 4+ h es independiente de z. Es decir

[+h) - f(@)

— = =g(h).

x

vi) Estudiar la funcién exponencial a partir de la busqueda de una funcién derivable que
traduce la evolucién de una magnitud cuyo indice de incremento le es proporcional, es
decir por la ecuacion diferencial y» = ky.

En este trabajo solo se va a desarrollar la construccion de la funcién exponencial mediante el
método por prolongacién (i), pues el desarrollo de cada uno de estos métodos para estudiar
la funcién exponencial y sus caracteristicas, es un trabajo extenso que no es posible reducir
a estas paginas. Hay algunas discusiones al respecto, disponibles en [4], [5], [7], [1] ¥ [8]-

La construccién de la funcién exponencial mediante el método por prolongacion de las propie-
dades de potencias (i), se puede realizar de tres formas. Ninguna de las tres estdn disponibles
en los textos escolares argentinos a nivel secundario, ni universitario. La primera de ellas
requiere del uso de sucesiones, limites y derivadas sucesivas. Lo cual permite construir la
funcién exponencial mediante los polinomios de Taylor, de una forma que es generalizable
a los complejos. Una sintesis de este método se halla disponible en [4]. Segin este autor
una demostraciéon mas completa de la demostracion esté disponible en cierta textualizacién
francesa® de la década del setenta, dirigida a las clases de preparatoria (18-19 afios).

Hay una segunda forma de construir la funciéon exponencial a partir de las propiedades de
las potencias que utiliza el axioma del extremo superior. La complejidad de este axioma
en su forma comun, lo hace bastante dificil de entender y manipular. De aqui que en la
textualizacién universitaria espafiola, el libro de (Robledo, 2011) [6] inicia la construccién
del simbolo a® (para z € R), con el exponente z definido primero como natural, después
como entero y posteriormente como un nimero racional y realiza la construccién del axioma
del extremo superior. Pero al momento de extender la definicién a los reales, el libro la evita
debido a que este procedimiento requiere el paso al limite. El libro contintda con la definicién

3Abou-Jahoudé et Chevalier, Cahiers de mathématique, Analyse II : Fonctions de la variable réelle,
O.C.D.L., Paris, 1972.
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de la funcién para exponente real de manera tradicional.

Hay sin embargo, una construccién més intuitiva de esta demostracién, sobre todo para un
docente de secundaria, en la que la construccién de todos sus elementos requiere de sesenta
pdginas [2]. Visto desde la déptica de la completitud, es la misma construccién mencionada
arriba, pero enriquecida con el uso del teorema de Weierstrass y las propiedades elementa-
les de convergencia de sucesiones. Visto desde la 6ptica de un docente de secundaria, es la
formalizacién de la construccién intuitiva que se suele ensenar a los estudiantes. Esta ultima
construccién evita el uso de herramientas del célculo diferencial, mencionadas en el primer
caso. De la teorfa de limites solamente se utiliza el teorema del emparedado, lo cual permite
construirla independientemente del calculo diferencial.

A continuacion se presenta una construccion abreviada de la funcién exponencial, con base en
aproximaciones decimales de niimeros reales, comenzando con las herramientas relativamente
simples de la teoria de sucesiones numéricas. Sin embargo, hay que reconocer que el trabajo
operatorio necesario para hacerlo, se encuentra rapidamente con algunas dificultades.

2. Extensién progresiva de la definicion de a” para un
exponente r real cualquiera

Por lo general, en la escuela secundaria la potenciacién se define durante la ensenanza de
ntimeros naturales de la siguiente manera: ® = x.z.x....x donde z se multiplica a si mismo
a veces, y a partir de alli se definen las propiedades de la potenciacién, que son facilmente
demostrables. Sin embargo, ni la definicién de potencia de un numero real, ni sus propie-
dades suelen retomarse durante el estudio de los otros conjuntos numéricos. Esto genera
una distancia conceptual entre la definicién de potencia natural de un ntimero natural y la
funcién exponencial. Definida esta 1ltima para base y exponente real. Asi, no se cuestiona
la validez de las propiedades, ni el significado de x* cuando a es entero, racional o real.
Esta demostracion permite construir la funcién exponencial, a partir de las propiedades de
potenciacién de una forma mas o menos rigurosa.

Se deja aparte la discusién sobre si es necesario que en la escuela secundaria deba irse un
poco mas alld y presentar al estudiante una construccién mas rigurosa de la funcién expo-
nencial. Pero lo que si es importante, es que el profesor debe estar preparado para responder
cualquier pregunta que pueda surgir en este sentido. Asi, este trabajo pretende brindar algu-
nos elementos a fin de que los profesores de secundaria puedan familiarizarse con los detalles
que le dan rigor a toda esa mecdnica de la potenciacién, lo que a la vez ayudaria en la
organizacién de una ensenanza que explote mejor la idea intuitiva que la sustenta. En la
universidad, esta construccién podria realizarse en los primeros anos.

Aqui, la construccién del simbolo a*, z € R donde a > 0, y a # 1 se inicia mediante las
definiciones de a® en las cuales el exponente = se considera primero como un nimero natural,
después como un entero y posteriormente como un racional. Esta construccién se completa
definiendo a” con z irracional, no obstante este ultimo paso exige usar las nociones de
sucesion, sucesién convergente, limite, cota superior y aproximacién decimal de un nimero.

2.1. Exponente Natural

Se definen las propiedades y las funciones de potencias: * — z™ para z real y n natural
como la funcién real de variable real que a cada z le asigna z".
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f:R—=>R
r—x"

Donde z' = z; 2"t = 2"z, ¥n € N.
A continuacién se recuerdan las propiedades de las potencias naturales.

2.1.1. Propiedades de las potencias de exponente natural

Las demostraciones, por ser las mas estudiadas, no se presentan aqui.
o z"z™ = (") con n,m e N.

o (") =z" conx €R,yn,meN.
'/L"V'L
mrn

=z("=™) con n,m €N, donde n > m, z € R con z # 0.

e (zy)" = x™y" cualesquiera que sean z,y € R,y n € N .

n n
(%) :%,connENx,yER,ey#O.

2.2. Exponente Entero

Para el caso de las funciones de potencias: * — z para x real y n natural se define la
funcién potencia n-ésima como la funciéon que a cada x € R le asigna z".

fPR—=R
z—z"

Definida como en la seccién 2.1.

En particular para los enteros negativos (—n) se define la siguiente funcién de potencias:

f(z) =z = <1>n = i, VneN
x "
Con esto queda definido x* para x # 0, y cualquier z € Z. Finalmente, si n = 0 se tiene
que z° = 1. Esto es ficilmente deducible al hacer 20 = (") = in = 1. Hay también
otras demostraciones. Por ejemplo, para el caso en el que las funciones exponenciales y
logaritmicas estan definidas, la funcién potencial para el caso en que n es real y n = 0 se
deduce de 20 = eOn®) = £0 = 1,

2.2.1. Propiedades de las potencias de exponente entero

o z(=P) g = g (=P+m) para p.m e Z; p>my con z € R, tal que = # 0.
x(fp)mm _ 277: _ (:EP )(—1) _ (xp—m)(fl) _ :L.(*(P*m)) — x*p+m

xm

Esto demuestra la propiedad en el caso n = —p, para p > m. El caso en que p < m es mas
sencillo pues es un nimero natural.

o (") =z" conx €R, tal quex #0; n=—pym>0.
(l,n)m — (z(fp))m _ (x%)m — xp% _ z(fpm) — gnm

° m—nzx(m’”),conxeR,x#Oyn,meNdondem<n.
T
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Al ser n < m, existe k € N tal que m =n + k y por lo tanto m —n € N.

m (m—n),.n
a” _ @) e
zn zn N
Cabe aclarar que para preservar esta propiedad con exponentes enteros, es necesario aceptar
que si m = n, entonces:

1=" =g =30
l.n

Esto sugiere la definicién de: 20 = 1; y 2(=™) 11 paraz € R, x # 0 y n € Z™. Por otra

= (2") Yy L = (1)" por lo tanto:

Tn

parte, si z # 0 entonces

xn

L@ = oy

xn

L) —

o (xy) "= (=M y(=") cualesquiera que sean =, y € R, tal que x # 0, y #0y n € Zt,

=@y = (£) = o= o= (B () =eee

A g
.() :ﬁ,conn,mGZer,yER,ey?éo-
y n

(5) ) -

2.3. Exponente Racional

7 N
< |8
N———
|
3

I

Potencias de base real y exponente racional. Sea x > 0 un niimero real positivo, y r = g un

ndimero racional, con ¢ > 0y g irreducible. La aplicacién que a cada ntmero real z > 0 le
hace corresponder z” es:

fR—>R
z—a"

D
T — x4

Si g es impar entonces 2" toma un tinico valor (positivo), si q es par entonces la raiz toma dos
valores reales de signos opuestos. Esto implica tomar para todo x la misma determinacién
positiva 2" (> 0). Afirmar que 2" = y toma un dnico nimero real no negativo y > 0, implica
asumir que " = y tiene una tunica solucién real no negativa. En otras palabras, si se toma
por ejemplo, r = % se espera que y = z(&) satisfaga y™ = z. Esta solucién es por definicién
la rafz n-ésima de x y se denota: y = {/z. A continuacién se prueba la existencia de la raiz
n-ésima de un ntmero real no negativo. Esta prueba requiere de un axioma adicional de los

ndmeros reales: el azioma de completitud®.

4 Azioma de completitud: Sea A un subconjunto de R. Si A es no vacio y acotado superiormente, entonces
existe un ntimero real Unico S que es la minima cota superior de A. En tal caso se suele escribir S = Sup(A).
Este axioma permite demostrar por ejemplo que si a es un nimero real positivo, la ecuacién ™ = a tiene
solucién en R* y por lo tanto %/a es un ntimero real. De ellos se sigue que hay niimeros reales que no son
racionales. Este axioma permite también precisar la nocién de expresién decimal infinita de un nimero real,
y dar cuenta de este modo de la pretensién de “completar la recta” llenando los “huecos” dejados por los
racionales.
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Figura 1: Representacién grafica de lo que se quiere probar.

Teorema: La ecuacién 2" = a con n € N tiene una solucién real positiva tnica.

La demostracion de este teorema se lleva a cabo en dos partes. En la primera parte se prueba
que la funcién f(z) = z™ es estrictamente creciente en [0, 00). En la segunda parte se utiliza
el axioma de completitud para demostrar la existencia de a, tal que a es la tnica solucién
real de 2™ = a.

Parte 1: Para aclarar esto bien, primero hay que probar que la funcién f(z) = z™ es estric-
tamente creciente en [0, 00). Esto es que para x1,z2 € Dom(f) tal que 0 < 21 < x2 entonces

f(x1) < f(z2).

Esto se puede demostrar por induccién de la siguiente manera: Para n = 1 se tiene que
f(x) = x, es estrictamente creciente. Luego, se acepta que f(z) = 2™ es estrictamente cre-
ciente, entonces para 0 < x1 < x4 se acepta que f(z1) < f(x2). Esto es que: z7 < .

Ahora se quiere probar que g(z) = ("1 es también estrictamente creciente. Sea 0 < x; <
9 se tiene que:

n+1

1
a:{”' =zl.21 < zy.x1 < TH.To = Th

+

Lo que demuestra que g(z) = 2" *! es también estrictamente creciente.

Parte 2: Hecho ésto, se quiere probar que la ecuacién 2™ = a con n € N tiene una solucién
real positiva tnica. Para ello se consideran los conjuntos:

A={z] >0 A 2" <a}

B={y| y>0Ay">a}

Para poder utilizar el axioma de completitud se necesita mostrar que A es no vacio y que
estd acotado superiormente. La primera condicién es inmediata, pues como 0 € A se tiene
que A # ¢. Luego, debido a que a + 1 € B se sabe que B también es distinto de vacio
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(B # ¢). Falta probar que A estd acotado superiormente. Se conoce que si z € A entonces
" < a < a”. De lo que se sigue que para © € A e y € B se tiene z < y; de lo que se
desprende que A esté acotado superiormente como se necesitaba.

Ahora, por el axioma de completitud existe un nimero real inico S que es la minima cota
superior de A. Esto asegura la existencia de S € B tal que para todo € A y para todo
y € B:

r<S<y

Esto demuestra que S™ = a, y por lo tanto S es la rafz n-ésima de a, y se denota por S = ¥/a.

De aqui se define: (aﬁ) = @) @) = Yzp

2.3.1. Propiedades de las potencias de exponente racional

El cédlculo con potencias tiene las siguientes propiedades:

P m Py m

e yaxn =gan conz € R.
P m pn mg )\ b 1\ ™ma 1\ prtmg pntmg pn | mgq
raxrn — ranxynae =— (an) = (:L"M1> = (xan) = I n4q = xIrnaq ng —
pim
xq+n,

p 1
Esta propiedad requiere demostrar la igualdad: (x(%)) = (x”)(ﬁ)

Tomando y = {/z tenemos y™ = x, y por la segunda propiedad de exponentes naturales, se
sigue que: (y™)" = y™" = (y™)™ = z™. Lo que significa que y™ es la raiz n-ésima de 2™ lo
cual demuestra que: (/)™ = y™ = {z™

m
n

m
O equivalentemente que: (x%) =In

m 2 m P
. (x?)(q):xn'g con x € R.
m 4 p m p =2 mqp =2 mp m p
(x?)‘l = ( 3 xTﬂ) = (",q/xm)p = (mnq) = [(xnlq) ] = (xn1q> =xn 5
L p m
e I =xa n conz €ER;m,ne€Z,yconq,n#0.
xrn

m m m .
axy)n =axnyn cualesquiera que sean z,y € R, y con

m,n € Z tal que m,n # 0.

(@) = 3/l = oy = wty

2.4. Funcion exponencial

Sea f(x) = a” para a > 1y x € R partiendo de la definicién para z € Q. La definicién del
simbolo a® siendo a real positivo y = real requiere probar que existe el limite de la sucesion
{rn}nen, tal que 7, es la n-ésima aprozimacion decimal de . Esto es, que:
Finalmente se obtiene que la ecuacién del modelo lineal ajustado para la variable promedio
es:
y=a*= lim o™
n—oo

La prueba se realizard en 3 pasos. En la primera parte se definen las sucesiones, su limite y
convergencia. En el segundo paso se define la nocién de aproximaciéon decimal, y se prueba la
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existencia de aproximaciones decimales para x € Q mediante la construccién de dos sucesio-
nes {ry}nen v {Sn}nen tales que la sucesién {r,},cn es creciente y converge a x, mientras

. iy . _ i : .
que la sucesion {s, },en definida por s, = r,, + 15= es decreciente y converge a . En el paso

tres se utiliza esta construccién para probar la existencia de y = a* = lim,,_, 0 a(™).
Paso 1: Definicién de sucesion convergente y existencia del limite de una sucesion.

Cuando los elementos {a, },cn se acercan a cierto niimero real I, conforme n se hace grande,
se dice que la sucesion {a, }nen converge a l. Para precisar esto mejor, se toma un intervalo
(I—¢, l+€), cone>0.8Silos {an}nen se acercan a [, se debe tener {ay, tnen € (I—€, I +¢€),
para n suficientemente grande. Esto justifica la siguiente definicién.

Definicién: Se dice que la sucesién {a,}nen converge a | € R si para todo € > 0 existe
N € N tal que | a, — 1 |< ¢,¥Vn > N. En tal caso se dice que la sucesién {a,}nen €s
convergente, y que su limite es [. Esto se escribe a,, — [, o también se usa la notaciéon que
sigue:

lim a, =1

n—roo

Si el limite ! no existe, se dice que {ay}nen diverge. A continuacién se enuncian dos le-
mas (Lema 1 y Lema 2), que se aceptan como verdaderos debido a que su demostracién es
facilmente accesible, y luego se prueba la ley del emparedado. Los tres son necesarios para
construir la funciéon exponencial mediante sucesiones de aproximaciones decimales:
Lema 1: Si {a, }nen converge, entonces su limite es tinico.
Lema 2: Toda sucesién convergente es acotada.
Ley del Emparedado: Dadas dos sucesiones {b, }nen ¥ {¢n }nen, convergentes a l. Se su-
pone que existe ng tal que b, < a,, < ¢, ¥n > ng. Se quiere probar que entonces {a, }nen
también converge a [.
Debido a que {b, }nen converge a [, entonces para un € > 0 dado, existe n; € N tal que:
b, —l|<e Vn>mng
l—e<b, <l+e
De la misma forma, debido a que {c, }nen converge a [, existe ng tal que
|en —l|<e Vn>ng
l—e<c,<l+e

Definiendo N = maz {ng,n1,ns2}, por definicién se tiene que b, < a, < ¢, Vn > ng,
entonces se puede decir que:

l—e<b,<ap,<c,<l4+e¢, Vn>N

l—e<ap<l4+e, VYn>N

| an—i |<e€
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De lo que se concluye que {a, }nen converge a l.

Paso 2: En este paso se construye primero la definicién de Aproximacién Decimal de un
nimero real x; y luego se prueba la existencia de aproximaciones decimales para = € () me-
diante la construccién de dos sucesiones {7, }nen v {Sn }nen tales que la sucesion {r, }nen
es creciente y converge a x, mientras que la sucesién {s, }nen definida por s, = r, + ﬁ es
decreciente y converge a .

El sistema de notacién decimal permite escribir los nimeros reales mediante una combina-
cién de potencias de diez con “numeros digitos”. Esto es con nimeros enteros entre cero y
nueve, inclusive. Por ejemplo: 4,25 se escribe como 4 + % + % . La siguiente definicién
formaliza lo anterior. En lo que sigue se llamard D al conjunto de los digitos, es decir el
conjunto de los ntimeros naturales entre 0 y 9: D =0,1,...,9.

Un numero real positivo z admite una aprorimacion decimal de la forma:

donde a € Z; ¢, € D, y n € N. Tal expresion se suele escribir a, cicy ... Cp.

Una vez definida la aproximacién decimal de un ntiimero real se procede a probar la existencia
de aproximaciones decimales para x € Q. Considere en primer lugar un nidmero real x €
[0,1). En lo que sigue se demostrard que efectivamente existe una sucesién de naturales
{¢n}nen, con ¢, € D, tales que:

c
T A T A T e T R TV ER T AL 1T

En tal caso se dice que x tiene aprozimacion decimal 0, cicacs . . .

Para probar que x, quien pertenece al intervalo [0, 1), tiene aproximacién decimal 0, ¢;cacs . . .,

se debe tener 7§ <z < ¢ + %; 0 lo que es lo mismo ¢; < 10z < ¢ + 1. Asi, se comienza

por definir a ¢; como la parte entera ® de 10z, esto es ¢; = [10z]. Nétese que, debido a la

definicién de parte entera, esta es la tinica opcion.

Luego, habiendo definido ¢y, co, ..., c,—1, se debe definir ¢, tal que:
C1 C2 C3 n C1 C2 C3 cn+1
— — — . < — — — -
R A T A T I [ AR T AR T AR T/
Esto es equivalente a:
Cn c1 Co c3 Cn—1 cn+1
S R (= T A
0n = (10 METER TR 10n71) < 1on

Lo que significa que:

Cc1 C2 C3 Cn—1
<107 —10”(7 £ 58
Cn =20 10 102 T105 T 1ont

)<cn—|—1

5La parte entera La parte entera se define como la funcién f — Z/f(x) = [z] siendo z el nimero entero
que cumple la desigualdad [z] < z < [z] 4+ 1. La parte entera de un niimero real positivo x también puede
ser definida como, el mayor niimero entero, menor o igual que z, y se denota: [z] = maz{n |n € ZAn < z}.
Por ejemplol[5, 32] =5.
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en 10"z — (10" ey + 10" 2 + 10" ez + ...+ 10" ¢pm1) < cp + 1

Luego, por definicién de parte entera, la inica posibilidad es definir

e = 10"z — (c110" 7" + 210" 2 4 310" 3 + ..+ ¢,,_110™)

Esto define la sucesién {c, }nen por recurrencia, de tal forma que

; . 1
Th = 15 + 16 + 105 + ... + g satisface r, <@ <1 + 5w

Como consecuencia se tiene | 7, — z |< 13 — 0, lo cual implica que la sucesion {ry, }en es

convergente a x. Claramente la sucesién {r, },en es creciente pues:

_ Cn+41
7“n+1—7“n+W27“m vn €N
Por otra parte,
1 Ap41 1

T T T R T

_ 9 1

=Tt onet T gt

~ e

Esto muestra que la sucesién s, = r, + ﬁ es decreciente y ademds la sucesion {s, }nen
converge a . Este resultado se resume a continuacion.

Teorema: Dado un niimero real z, existe una tnica sucesién de naturales ¢, € {1,2,...,9}
tal que

C’I'L

c1 c1 (cn+1)
— < — _
T T T R T

Ademds, la sucesién {r,},en definida arriba es creciente y converge a x, mientras que la
sucesion {s;, }ny definida por s, = r, + Wln es decreciente y converge a x.

Vn € N

Definicidn: Si {c, },cn es la sucesién del teorema anterior, se dice que z tiene aprozimacion
decimal 0,cico ..., y se escribe x = 0, cica. ..

En general, si > 0 y se define ¢y := [z] se obtiene z — ¢y € [0, 1) si la aproximacién decimal
de z — ¢y es cero, 0,cica ... , se escribe x = ¢, c1cs . ..

Definicién: Una sucesion real {z, },en que satisfaga la siguiente propiedad:

Vn,meN)(n<m—=z, <xm)

Se denomina creciente. Es claro que la sucesion de aproximaciones decimales de todo nime-
ro real positivo x es creciente; pero ademds es acotada superiormente y y converge a su
minima cota superior: x. Esta propiedad de las sucesiones de aproximaciones decimales, es
generalizable: toda sucesion real que sea creciente y acotada superiormente converge a su
minima cota superior. La demostracién de este resultado es andloga a la del teorema segin
el cual un ntimero real positivo = el limite de la sucesién de sus aproximaciones decimales.

10



Construccién de la Funciéon Exponencial a partir de la Potenciacién

Nota: en el caso de aproximaciones decimales de numeros reales, el limite de la sucesién
coincide con su minima cota superior (o su maxima cota inferior).

Paso 3: Se retoma ahora la construccion de la funcién exponencial. En principio se define
f(x) = a® paraa > 1y z € R partiendo de la definicién para = € Q. Para esto se recuerda
que existen sucesiones {r,}nen ¥ {Sn}nen, la primera creciente y la segunda decreciente
tales que:

1
rn§x<sn:7‘n+ﬁ Vn eN

Como a > 1 se tiene que f(r) = a” es estrictamente creciente en Q. Luego como

7’1STnSTn+1SIE§$n+1SSn§81, VHGN

se tiene que:
a™ < a™m <admtt <ottt <a® <a®, VYneN

Tn

Esto muestra que la sucesién {a™ },en es creciente y acotada superiormente por ™, mien-
tras que la sucesién {a®" },en es decreciente y acotada inferiormente por a". Por el teorema
de Weierstrass, que dice que toda sucesién monétona y acotada es convergente, ambas su-
cesiones son convergentes.

Se puede definir entonces:

y= lim a™ y p= lim a°"
n—oo n—oo

. .y 1 . .
Por otra parte, sabiendo que la sucesién {a= },cny converge a uno es posible deducir que
) €

1 1
como 10™ > n entonces 10% < % , de lo cual se deduce que 1 < aT™™ < a=.

1 1 s
Luego, como {a~ },cn converge a uno, entonces {a17" },cy converge a uno. De aqui que:

p= lim ¢* = lim o™ "7 = lim a"™a™" =y
n—roo n—oo n—oo
Notese que es el tnico nimero real que es a la vez mayor que cada a™ y menor que cada
a®. Asi, si se pretende que f siga siendo creciente la tnica definicién posible para a® es:

y=a®= lim a™
n—oo

Esta definicién, de la funcién exponencial, en la que se hace uso de sucesiones, simplifica
enormemente el trabajo al demostrar las propiedades de la exponencial para exponentes
reales. Para hacerlo, el siguiente lema es de gran ayuda.

Lema: Si {a,}nen s una sucesién de racionales que converge a z, entonces la sucesién
a®" peN converge a a”.

Demostracién Por la desigualdad de Bernoulli,® se tiene que:

a= (14,)" > 1+ ne, > ne,

Con €, = ¢/a—1 > 0. Reescribiendo la desigualdad se tiene: aw > 1. Luego, reemplazando
en la expresién anterior se concluye que:

1 1 1
a=(1l+ar —1)" >1+4+na» >nan

6La desigualdad de Bernoulli dice que: (1 +x)™ > 1 +an,¥n € N

11
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a= (a%)" >14nar > nav

a a
a 1+nanr nan
> >
n n n
a 1 1 1
— > —+4a" >an
n o n

De la desigualdad es posible deducir que:

Sie
Sle

3o

>ar, VYneN

Se

Esto permite concluir lo siguiente:
a a
1+—>a», YneN
n
Por otra parte, dado € > 0 existe un m € N tal que € > .-, de donde:
a 1
l+4e>14+—>am >1, VYneN
m

Luego como {a*"},cn converge a a”, por la definicién de funcién exponencial se tiene que
an, — 1, converge a 0, y que por lo tanto existe N € N tal que:

1 1
—— <ay—rp<—, Yn>N
m m

Consecuentemente: 1 — e < (1i6) <a"w <a ™ <gm <14+ e, Vn>N

Esto muestra que: a®»~"™ converge a 1 y luego:

a® =a"™.a*"~"™ converge a”.1=a"

Este lema, es la principal herramienta en las demostraciones que siguen a continuacién, de
las propiedades de la funcién exponencial con exponente real.

2.4.1. Propiedades de la funcién exponencial con exponente real
e Para a > 1 la funcién es estrictamente creciente en R.

En efecto sean z e y € R tales que = < y. Sean {sy, }nen ¥ {tn }nen sucesiones de racionales
tales que la primera crece a z, y la segunda decrece a y.

Sean py ¢ € Q tales que x < ¢ < p < y entonces:
a** <aP <a? <a'", VYneN
Luego,

a® = lim a®*" < af < a? < lim a'» =a¥
n—o0 n—oo

e Para z e y € R se tiene que (a®)¥ = a™V.

12
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Aqui hay que ser un poco mas cuidadosos. Se asume primero que x e y son positivos. Luego
se toman tres sucesiones de racionales positivos {ry, }nen, {Sn}nen ¥ thnen tales que:

{rn}tnen crece a x; {s, fnen decrece a x; y tn,en converge a y.

Luego, como a’ < a® entonces por el lema anterior se tiene que a™* = (a(™)in < (a®)n,
luego, por el lema anterior:

a®¥ = lim o) < 1im (a®)t = (a®)¥
De forma similar
a® = lim ol < lim (a®) = (a®)Y

Pegando las dos desigualdades se obtiene la igualdad buscada. Luego si z < 0 6 y < 0 se
procede de forma similar.

Las propiedades demostradas arriba siguen siendo validas para 0 < a < 1, excepto que ahora
la funcién f(z) = a® seria estrictamente decreciente.

Sea a > 1, y la funcién f(z) = a® acabada de definir. Se recuerda la desigualdad:
1<aw <l+1/n,paraa>1lyneN

Dado € > 0, sea n € N tal que - < E. Luego para —% <z < % se tiene:
a
At <an<l4+-<l+e
n

Y también:

- _1
a’>a n > >1—c€

(I+¢)

Esto demuestra que tomando § = % se tiene:

lz|<d=]a®—1|<e€

Esto significa que

lima® =1

z—0
En otras palabras, la funciéon exponencial es continua en x = 0. En general, haciendo el
cambio t = x — g se tiene:

lim ¢ = lim a®°a®~%° = ¢*° lfm a! = ¢®°

T—To T—T0 t—0

y entonces la funcidon exponencial de base a es continua en todo R.

2.4.2. Caracteristicas de la funcién exponencial: Sobreyectividad

Una vez probada la continuidad, se puede usar el teorema de valores intermedios para con-
cluir que el rango de la funcién exponencial es todo R*.

Considera y > 0 se observa que:

a*=14+a-1)">n(a—1)
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Por propiedad arquimediana existe n; € N tal que nq(a — 1) > y, de donde:

a™ >ni(a—1)>y

De la misma forma existe ng € N tal que ng(a—1) > %, de donde ang > % Consecuentemente
tenemos:

a M <y <a™

Por el teorema de los valores intermedios, existe x € (—ng, n1), tal que a® = y. Esto
demuestra que la siguiente funcién es sobreyectiva:

f:R—=(0,00), f(z)=a” (1)

Como ya se sabfa que era inyectiva (por ser estrictamente creciente), se concluye que es de
hecho biyectiva.

Nota: Para 0 < a < 1 tenemos a” = b% ,con b= % > 1, y no es dificil convencerse de que
sigue siendo biyectiva y continua. En adelante, cuando se hable de la funcién exponencial,
se hard referencia a la funcién definida por (1), con a >0y a # 1.

En resumen se tiene:
Teorema: La funcién exponencial f : R — (0,00) , f(z) = a* es biyectiva y continua.
Ademas, es estrictamente creciente si a > 1, y estrictamente decreciente si 0 < a < 1.

3. Palabras Finales

En sintesis, este enfoque al principio parece ser la forma «mas natural» o la més directa de
definir la funcién exponencial, debido a que se basa en la operacién basica de las potencias.
Sin embargo, si se la quiere construir rigurosamente, su construccién presenta rapidamente
dificultades conceptuales que no pueden ser salvadas en la escuela secundaria. Pues el proce-
dimiento requiere la utilizacién de las propiedades del conjunto de los reales, y de métodos
especificos de analisis como son las nociones de sucesiones, de limite y de continuidad. Sin
embargo, discutir este tipo de conceptos es 1util para los profesores en ejercicio, que la ma-
yoria de las veces al ensenarlas en forma axiomatica colabora con la trivializacion que se
hace de ellos. Por ejemplo, debido a que es comtn presentar la funcién exponencial a partir
de su definicién, aceptando su existencia y sus propiedades, la mayoria de las veces no se
da siquiera una idea intuitiva de lo que pasa en el caso de exponentes irracionales del tipo
a™. Tampoco se discuten la validez de las propiedades de este tipo de potencias. Por otra
parte, desde la teoria de niimeros es posible analizar cuestiones, que desde el punto de vista
funcional se aceptan sin cuestionamientos o simplemente se las ignora. Por ejemplo, estudiar
la funcién exponencial como operacién permite determinar que la razén por la cual tiene
dos inversas, se debe a que no es conmutativa y no tiene neutro. En Argentina, los libros
que abordaban este tipo de cuestiones en la escuela secundaria, desde la teoria de nimeros,
eran los de editorial (Estrada, 1983) mds conocidos como «los Tapia» debido a sus autores
(Nelly Vazquez de Tapia, Alicia Tapia de Bibiloni, Carlos Alberto Tapia).

Finalmente, resta decir que el procedimiento expuesto en este trabajo, por invitar a la discu-
sién de conceptos y propiedades naturalizadas en la ensenanza, es adecuado para los tltimos
anos del profesorado en matematica, o durante la capacitaciéon de profesores en ejercicio.
Esta claro, que con una ingenieria diddctica adecuada podria ser propuesto también, a los
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estudiantes de carreras que sin ser profesorados cuentan con una fuerte formacién en ma-
tematica.

Agradecimientos: agradecemos a la Dra. Ana Paula Madrid (Universidad Nacional del
Centro de la Provincia de Buenos Aires) por la revision matematica del manuscrito.
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