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de la ecuacion Korteweg-De Vries

Richard Alexander De la cruz Guerrero !

Abstract. In this work, we prove that the Cauchy problem

Ut + Uz + Uzgax = sin u
u(z,0) = uo(x)

is locally well-posed in Sobolev spaces H® (R) with s > % This equation is a modification
to Korteweg-De Vries equation which has been widely studied for its importance in fluid
mechanics.

Keywords. Modification for KdV equation, Local well-posedness, Sobolev spaces, local Lip-
schitz condition

Resumen. En este trabajo, mostramos que el problema de Cauchy

Ut + Uz + Upze = SINU
{u(x,O) = up(x)

es localmente bien planteado en espacios de Sobolev H?® (R) para s > % Esta ecuacion

es una modificacién de la ecuacién Korteweg-De Vries (KdV) la cual ha sido ampliamente

estudiada por su importancia en mecanica de fluidos.

Palabras Clave. Modificacién de la ecuacién KdV, Buen planteamiento local, Espacios de

Sobolev, condicién local de Lipschitz

Introduccién

La ecuacién Korteweg-De Vries (KdV), us + uuy + g = 0, modela en una dimensién
espacial la propagacién de ondas en la ecuacion de longitud de onda en medios dispersivos.
La propagacion de ondas solitarias en la superficie del agua, en canales poco profundos,
es un ejemplo de medio dispersivo en el que se pueden hallar este tipo de ondas. En este
articulo consideramos la ecuacion

Ut + Uy + Ugpr = SIDU
{ (1)

u(z,0) = uo(x)
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en espacios de Sobolev H*® (R), s € R.

Observamos de la ecuacién (1) que la no linealidad F(u) = sin(u), satisface la condicién lo-
cal de Lipschitz || F(v1) — F(v2)|ly < L(||lv1]l,, [[v2lly) [|[v1 — v2||, para cada vy, vy € H® (R),
s> %, donde L(-,-) es una funcién continua , no decreciente con respecto a cada uno de sus
argumentos. En particular, ||F(v)||; < L(||v|,,0) [|v||, para todo v € H* (R), s > 3

La notacién que utilizamos aqui es:
= H* (R) el Espacio de Sobolev de orden s
= |||, la norma en H* (R)

= S(R) el espacio de Schwartz

1. Buen planteamiento local

Para cada t > 0, definimos el operador U(t) = (61(53—5)156\0) = e(az*‘aw)% para todo

¢ € §'(R). Es facil ver que u(z,t) = U(t)ug es la tnica solucién del problema

(2)

Ut + Uy + Uggn =0
u(z,0) = up(x)

Utilizando el método de variacién de pardmetros con U(—t), obtenemos que

¢
u(z,t) = U(t)ug + / Ut — 7)sinu(r)dr (3)

0
Teorema 1.1. Sea s > % Entonces el problema (1) es equivalente a la ecuacion integral
(3). En otras palabras, siu € C([0,T); H® (R))NC*((0,T]; H5=3 (R)) es una solucién de (1)

entonces u es solucion de (3). Reciprocamente, si u € C([0,T]; H* (R)) es una solucidn de
(3) entonces u € C1([0,T); H*73 (R)) y es solucién de (1).

Proposicién 1.2. Sean ug,vo € H* (R) y u,v € C([0,T]; H* (R)) dos soluciones del prob-
lema (1) que satisfacen u(0) = ug y v(0) = vo. Si s > & entonces

l[up(t) = v (@)l < lluo = voll exp (L(Ms, M;)t) (4)

para todo t € [0,T] y My esta dado por My = méx{supy 1) [u(?)|,,supp.7 [[v(®)l,}. En
particular (1) tiene al menos una solucion.

Demostracion. De la ecuacién (3) tenemos que

u(t) —v(t) = U(t)(ug — vg) + /0 U(t — 7)[sinu(r) — sinv(r)]dr (5)

y puesto que U(t) es unitario en H*® (R) se tiene que
Jul6) = O, < ool + [ Isinuts) = sino(o)], dr
< o — voll, + /Ot L{lu(m) s lo() ) 1u(r) = v(7)ll d7
< o = ol + £00 ) [ u(r) =)l
y de la desigualdad de Gronwall se sigue el resultado. odf
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Teorema 1.3. Sean s > 1 y ug € H*® (R). Entonces, existe T = T(|juoll,, M) > 0 y una
u e C([0,T); H* (R)) solucion del problema (1).

Demostracion. Para M,T > 0, definimos el conjunto X (M, T, ¢) en C([0,T]; H® (R)) por
X(M,T,¢) ={uec C(0,T]; H* (R)) : [[u(t) = U)o, < M} (6)

el cual dotado con la métrica d(u,v) = sup,¢jo 77 [[u(t) — v(?)||, es completo. Consideremos

la aplicacién A sobre X (M, T, ¢),

S

(Aw@y:U®¢+1;U@—ﬂ$nwﬂm, we X(M,T,d) (7)
Veamos que Au € C([0,T]; H® (R)) para todo u € X(M, T, ¢),
[Au(ty) — Au(te)]l, < [[(U(t1) = U(t2))¢ll +

t1 to 8
/ Uty — 7)sinu(r)dr — / U(ty — 7)sinu(r)dr ®)
0 0

_|_

S

Como U(t) es un grupo en H*® (R), el primer término de la derecha de la desigualdad (8)
tiende a cero cuando ty — t;. Para el segundo término, supongamos primero que 0 < ¢; <
ty < T. Luego

gAme—ﬂ—U@—mmw@Lm—/ﬂw@—ﬂmw@mm

t1

<

/0 Uty — 7)sinu(r)dr — /0 U(ty — 7)sinu(r)dr

S

por ser U(t) un grupo unitario en H® (R), tenemos que
Ut = 7) = Ut — )] sinu(r)||, < 2L([Jull,, 0) [ul,

del teorema de convergencia dominada se sigue
ty

lim |[U({t1 —71) = U(te — 7)]sinu(r)||,dr =0
ta—=tit+ J

Por otro lado, nuevamente, como U (t) un grupo unitario en H® (R) y por la condicién local
de Lipschitz en la no linealidad,

ta

lim |U(tz — 7)sinu(7)||,dr < lm sup 2L(||ull,,0) [jul|, (t2 —t1) =0
to—t1+ t t2—>t1+[0)T]

Argumentos similares se usan para probar el limite cuando to — t;—. Con esto se prueba
que Au € C([0,T); H® (R)) si u € X(M, T, ¢).

Ahora veamos que podemos tomar T suficientemente pequefio tal que A(X(M,T,$)) C
X(M,T,¢). Como u € X(M,T,¢)y U(t) es unitario en H?® (R) tenemos
t t
[Au(t) = U)ol S/O ||SiHU(T)||SdT§/0 L([lu(m)l; » 0) fu(r)ll; dr (9)
y ademas,

[u()lls < lu(r) = U@l + Ul < M + ¢, paratodo 7€ [0,T]
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De este modo,
[Au(t) =U@)¢ll, < LIM + (|9, 0)(M + [[¢]| )T,  para todo ¢ € [0,T]
asi que tomaremos T tal que
L(M + 9], 0)(M + |9l )T < M (10)
con lo cual Au € X(M, T, ¢) para todo u € X(M,T, ¢).
A continuacién, veamos que podemos tomar T de tal forma que A sea una contraccién sobre

X(M,T, ).
Sean u,v € X(M, T, ¢), entonces

[[(Au)(t) = (Av) (D) S/O IISinu(T)—simv(T)IlsdTS/0 L[l > [o()lls) u(r) = ()], dr

¢
< LM+l M+ 161, [ ) = o(o)], i
< LM+ |||, M+ ||¢]|,)Td(u,v) paratodo te€[0,T]

Asi, d(Au, Av) < L(M + ¢, M + ||¢]|,)Td(u,v), luego tomando T de tal forma que

también se tenga que

LM+ |ll,, M+ ol )T < (11)

N | =

se sigue que A es una contraccién en X (M, T, ¢).
Del Teorema del punto fijo de Banach, si T satisface (10) y (11), existe u € X(M, T, ¢)

punto fijo de A. Esto demuestra el teorema. of
Teorema 1.4. La aplicacion ug — u es continua en el siguiente sentido: sean u((J") € H* (R),
n=1,2,3,...,00 tales que uén) — u(()oo) cuando n — oo, y sean u™ € C([0,T,]; H* (R)) N

(n)

CL((0,T,]; H* =3 (R)), donde T,, = T(M, uén)H ), soluciones de (1) con u(™(0) = ug"”, n

1,2,3,...,00. Para T € (0,Ts) (el intervalo mdzimo de existencia de u(>)), las soluciones
u™) pueden ser extendidas al intervalo [0,T] para todo n suficientemente grande y

=0

lim sup Hu(") — )

e 0,T)

Demostracion. Puesto que T'(M, ||lugl|,) es una funcién continua por |lugl|,, existe N € N
tal que T, > T para todo n > N. Entonces u(™ esta definida sobre [0, T] para todo n. Asi,

u™ € X(M,T, u((J")) para todo n > N y satisface

i

< [uf”

+M<y+M (12)
donde v = sup Hué") H . Combinando la proposicién 1.2 con (12) se obtiene

Hum) (o)

< Huén) — uéoo) exp (Ms.,T)
donde My, = L(M,(u(™,u(>)), M (u(™,u(>))) < L(y + M,y + M) = a < co Con lo que

Hum) (o)

<[ -

exp (aT)

esto finaliza la prueba. o

Teorema 1.5. El problema (1) es localmente bien planteado en el sentido de Hadamard.
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