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Abstract: George Cantor introduced the mathematically meaningful concept of transfinite numbers,
and together with Richard Dedekind are considered the initiators of the theory of sets. Cantor’s
work in analysis allowed him to investigate the characterization of the continuum. Among its con-
tributions is the equipotency of R and R2. One of the purposes of this article is to complement the
outline of the demonstration that [6] presents on said equipotence.
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Resumen: George Cantor es conocido como el creador de los nimeros transfinitos y junto a su
colega Dedekind se les considera los iniciadores de la Teoria de conjuntos infinitos. Los trabajos de
Cantor en andlisis le permitieron investigar sobre la caracterizacién del continuo. Entre sus aportes
se encuentra la demostracién de la equipotencia entre R y R%. Uno de los propésitos de este articulo
es complementar el esbozo de la demostracién que el profesor Luis Recalde en [6] presenta sobre
dicha equipotencia.
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Introduccion

En 1883, George Cantor publicé Grundlagen einer Allgemeinen Mannighltigkeitslehre (Fun-
damentos de una teoria general de variedades), donde presenta algunos fundamentos bésicos
de lo que hoy se denomina teoria de conjuntos infinitos. En tal obra, Cantor comienza es-
tudiando los conjuntos de puntos, el de los nimeros racionales y el de los nimeros reales,
buscando diferencias relevantes entre estos dos conjuntos. Al demostrar la no-numerabilidad
del conjunto de niimeros reales, R, evidencié que hay distintos tipos de infinitos, siendo unos
mas grandes que otros. Este resultado lo llevé a pensar en la posibilidad de poner el conjunto
de puntos de un plano en correspondencia biunivoca con el conjuntos de los puntos de una
recta que més tarde, en la carta del 25 de junio de 1877 a Dedekind, Cantor demuestra que
si es posible hacerlo.

[6] en el apartado 10.9, denominado “Cantor y la potencia del plano”, aborda algunos detalles
técnicos de la demostracién de la equipotencia entre R y R2,3 para ello plantea que Cantor
divide su demostracién en dos partes:

a. La demostracién de la equipotencia entre [I x I} N [(0,1) x (0,1)] e IN (0, 1).
b. La demostracién de de la equipotencia entre IN (0,1) y (0, 1).

A juicio de los autores de este articulo, falta complementar esta informacién, cuestién que
se hace en la primera parte del articulo.

En el mismo apartado, Recalde, después de demostrar las dos partes nombradas en el parrafo
anterior, plantea que la demostracién de la equipotencia entre R y R?, se completa teniendo
en cuenta algunas equipotencias e igualdades, las cuales se resumen en los siguientes pasos:

1. @ x Q es equipotente con QQ

2. T x T es equipotente con I

w

. I x Q es equipotente con I

>~

. Q x I es equipotente con I

(@1

. (I x Q) U (Q@xI)U(I x I) es equipotente con I
6. RxR=(IxDHu(IxQ uU(QxI)u((Q x Q)

En [0] se demuestra la equipotencia del punto 2, sin demostrar las otras. En la segunda parte
de este articulo se profundiza en los cinco puntos restantes, teniendo en cuenta que cada
conjunto nombrado en estos puntos se intersecard con el intervalo (0, 1), si es subconjunto
de R, o con (0,1) x (0,1) si es subconjunto de R x R.

1. Primera parte

A través de cartas entre George Cantor (1845-1918) y Richard Dedekind (1831-1916) se
establecié que R no es numerable?, lo que llevé a Cantor a establecer distinciones entre
conjuntos infinitos a través del concepto de biyeccion®. Lo anterior inquieté a Cantor en
dos preguntas distintas, la primera, que ha trascendido més en las historiografias sobre la

3En algunos apartes R? se denotars como R x R.

4Carta del 7 de diciembre de 1873, que se puede ver en [2].

5Una funcién es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva; es decir, si todos los elementos del conjunto de
salida tienen una imagen distinta en el conjunto de llegada, y a cada elemento del conjunto de llegada le
corresponde un elemento del conjunto de salida. Si una funcién es biyectiva se le conoce como biyeccion.
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teoria de conjuntos trata sobre la bisqueda de subconjuntos de R que tuvieran un cardinal
intermedio entre el del conjunto de los nimeros naturales y el del conjunto de los niimeros
reales, derivando en la denominada hipétesis del continuo®, cuestiéon que no se abordara
en este articulo. La segunda, apunta a preguntarse por conjuntos que tuvieran un cardinal
mayor al de R, por lo que es natural pensar que R? serfa un candidato. Asi, en medio de sus
meditaciones sobre esta tultima inquietud, el propio Cantor se pregunté:

(Puede una superficie (por ejemplo, un cuadrado comprendida su frontera) ponerse en bi-
yeccién con una curva (por ejemplo, un segmento comprendidos sus extremos)?

En la carta del 25 de junio de 1877 Cantor envia a Dedekind una demostracién comple-
ta planteando el anterior cuestionamiento como un teorema general.

Teorema 1.1. Una multiplicidad de n dimensiones puede ser puesta en correspondencia
biunivoca con una multiplicidad continua de una dimension.

La idea de la demostracién puede verse en el caso de dos variables, y la extensién a n
variables se sigue por analogia; asi que aqui, se simplemente se demostrara que es posible
determinar biunivocamente dos variables por medio de una sola.

En [0], se plantea que Cantor dividié la demostracién en dos partes, que se describieron en
la introduccién, y que aqui se demuestran:

a. (IxI)N[0,1)x (0,1)]~TN(0,1).7
Para demostrar ésto, Cantor parte de un conocido resultado de fracciones continuas,

segun el cual todo nimero irracional entre 0 y 1 se puede representar de una manera
completamente bien determinada por la fraccién continua:

1

a1 +

a9 +
as +

' 1
Qy + —

donde cada «, € Ny e se representa como (ay, ag, as, ...). En De Fractionbvs Continvs
de 1737 y en el ultimo capitulo de El andlisis del infinito, Euler demuestra que cada
numero racional se puede representar por medio de una fraccién continua finita y cada
numero irracional por medio de una fraccién continua infinita.

Sier = (a11, 012,013, o, A1y, -..) ¥ €2 = (21, 22, Q23 ..., A2y, -..) € [N (0, 1), se define
la funcién fi : (I xI)N[(0,1) x (0,1)] = IN(0,1), tal que:

fi(e1,e2) =4, donde

0= (0611,0421,0112,0@2, Oy, 2y, ), esto es

5:

a1 + i
Q2 + 1
Q33 + ...
Qyy + —

6La hipétesis del continuo establece que para cada subconjunto infinito A de R, o bien |A| = Ng o bien
|A| = Ni.
7Se usaré el simbolo ~ para denotar equipotencia.
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con § € IN(0,1) puesto.

Para un ¢ determinado, facilmente se puede hallar la preimagen (eg, e3).

b. 1N (0,1) = (0, 1).

Para demostrarlo, se toman los racionales del intervalo (0, 1) en una sucesién:{ry, fnen =
{ry1,re,r3,...}. Si e € (0,1) N1, entonces, e es diferente de r, para todo k =1,2,3, ...
Ahora, tomando una sucesién {c, tnen = {c1,¢2,¢3,...} CIN(0,1), se tiene que:

Si A=1[(0,1) — ({rn} U{cn})], entonces:

(0,1) = AU ({ra} U{cn})

0,)NT=[(0,1) = ({ra} U{CuHI U {en} = AU {cn}

Asi, sit € (0,1), entonces t € A 6t € ({rn} U {cn}). Se define la funcién biyecti-

va f de la siguiente manera. Si ¢t € A, entonces f(t) = t; si t € {r,}, para algin n,
entonces f(t) = can_1; si t € {¢n}, para algin n, entonces f(t) = cap, esto es:

t ,site A
f&)=<¢ cop—1 ,sit=rm,
Con, ,sit=cy,

Por lo tanto, el conjunto I U Q es equipotente con el conjunto I, de lo cual se deduce
que R es equipotente con I.

La dos equipotencias anteriores hacen parte de la siguiente cadena:

R~ (0,1)~IN(0,1)~(IxI)N[0,1) x (0,1)] R xR

Hace falta justificar las siguientes equipotencias:

RxR~ (IxI)N[0,1)x (0,1)]

0,1)=R

Para la primera equipotencia: R = (0, 1), una de tantas maneras de demostrarla, es presen-
tando una funcién biyectiva v : R — (0, 00) y luego otra funcién biyectiva v : (0,00) — (0, 1).
Ejemplos de tales funciones son las siguientes:

2—x ,siz<1
ur)=q 1 siz>1

1
z+1

v(z) =

Asi, la composicién v ou : R — (0,1), es una biyeccién.

La segunda equipotencia: R x R ~ (I x I) N [(0,1) x (0,1)], se puede justificar partiendo de
las ya demostradas 1N (0,1) = (0,1) y R = (0,1).

Teniendo en cuenta que existe una funcién biyectiva f para demostrar que IN(0,1) = (0,
se tiene que la funcién k(x, ) = (f(z), f(z)) también es biyectiva, por tanto, [I x I]N[(0,
(0,1)] = [(0,1) x (0, 1)].

Ahora, teniendo en cuenta que v o u es una funcién biyectiva que sirve para demostrar R =
(0,1), se tiene que la funcién j(x) = ((vowu)(z), (vou)(x)), por tanto R xR ~ (0,1) x (0, 1).
Asi, por transitividad, se tiene que R x R~ (I x I) N [(0,1) x (0,1)].

1),
1) x

15



2.

Complementacion la demostracién de la equipotencia entre R y R?

Segunda parte

Para la demostracion se consideran los puntos 1 a 6 presentados en la introduccién.

- (@x Q)N [(0,1) x (0, )] = QN (0,1)

Se demostrard que cualquier conjunto numerable A es equipotente con el producto
cartesiano AXA. Asi, Sabiendo que Q es un conjunto numerable y que Q N (0,1) es
numerable, se tiene que Q x Q es numerable y por lo tanto, (Q x Q)N[(0,1) x (0,1)] =
Qn(0,1).

Veamos entonces que Si A es un conjunto numerable, entonces A ~ Ax A.

Si A es numerable, puede representarse de la siguiente forma

A= {al, as, as, }
Luego, el producto cartesiano A x A puede representarse de la siguiente forma

AxA={(z,y)/zyye A}

Notese que A esta representado por extension, mientras que A x A estd representado
por una regla de comprensién. Este producto cartesiano es numerable, pero es complejo
representarlo por extensién, para ello, la forma mas conocida de representacién por
extensién de este conjunto, recurre a la siguiente matriz:

—~

(a17a1) — (al, az) a17a3) E—— (Gh a4)

S T

(az,a1) (a2, az2) (a2, as) '

/
(a3, a1) (a3, as2) (as, as)
/

La flechas indican el orden de los elementos del conjunto A x A, es decir:

(a1,a1), (al,ag), (ag,al), (ag,al), (CLQ,CLQ), (0,1,0,3)...

! ! ! ! ! !

ai a2 as a4 as ag...

Luego, existe una funcién biyectiva g : A — Ax A. Esto muestra la equipotencia de A
con AxA.

En este punto, es interesante plantear que la demostracion de la biyeccién entre es-
tos conjuntos estd motivada por la numerabilidad de @, la cual se puede demostrar
adaptando la idea demostrativa aqui expuesta. Sin embargo una inquietud sobre la
numerabilidad de Q es la dificultad de exhibir una funcién biyectiva entre N y Q,
de manera analitica. No se profundizara aqui en discusiones de orden ontolégico que
derivan de esta pregunta, sin embargo, se consideran recomendables los articulos [7] y
[8] para ver una aproximacién a la generacién de tal funcién.
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2. (IxI)N[(0,1) x (0,1)] 1N (0,1).

Se demostré en el numeral a, de la primera parte de este articulo.

3. (IxQ)N[(0,1) x (0,1)] ~ (IN (0,1)

El conjunto IN (0, 1) se puede ver como la unién numerable y disjunta de subconjuntos

1 1
de la forma <,> NI, conn e N.
n+l'n

De otro lado, sea {7, } nen una sucesién de los elementos de QN (0, 1). Ahora, existe una
biyeccién t,, que va del conjunto {(ag,r)/ao € IN(0,1)} al conjunto (n—ll—l’ ;) NI
Asi, la funcién fo : (I x Q)N[(0,1) x (0,1)] = IN(0,1) definida de la siguiente manera
fala,ry) = tu(a,ry)
es una biyeccién entre (I x Q) N[(0,1) x (0,1)] e IN[0, 1], por lo tanto
IxQ~I

4. (@ xI)N[(0,1) x (0,1)] ~ (IN(0,1)

Esta demostracién puede realizarse de manera andloga a la anterior demostracién.

5. [IxQU@Q@xDHu(@xD]N[(0,1)x (0,1)] ~InN(0,1).
De (I x Q)N [(0,1)x(0,1)] = IN(0,1), se tiene que existe una funcién biyectiva

fl : (]I X Q) N [(0,1)X(0,1)} 4)]10(0,1)

1
Luego, se define ¢g; : IN(0,1) = 1IN (O, 3), tal que, g1 (z) = %x
De (Q x I)N[(0,1)x(0,1)] = IN(0,1), se tiene que existe una funcién biyectiva

fo:(Q xI)n[(0,1)x(0,1)] = IN(0,1)

Luego, se define g5 : IN(0,1) = 1IN (zl)), ?)’), tal que, go(z) = é(x +1).

De (I x )N [(0,1)x(0,1)] ~IN(0,1) se tiene que existe una funcién biyectiva
f3: (I xI)n[(0,1)x(0,1)] = IN(0,1)

3

Luego, se tiene la funcién biyectiva h : [(I x Q) U (Qx I) U (I x I)]N(0,1) — IN(0,1),
tal que

2 1
Luego, se define g3 : 1IN (0,1) = 1IN (37 1), tal que, g3(z) = = (z +2).

g1(fi(x)), si zelxI
h(z) =< g2(fa(z)), si ze€lxQ
g93(f3(x)), si z€QxI

Con esto se ha demostrado que [(I x T) U (Ix Q) U (Q x I)]N[(0,1)x(0,1)] ~IN(0,1)
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6. RxR=IxDHUIxQ U(@QxIU(QxQ)

Este punto no requiere demostracién, y a diferencia de los anteriores, se denota en
términos de igualdad de conjuntos y no de equipotencia.

Asi, teniendo en cuenta los puntos del 1 al 6, se ha demostrado que [R x R]N[(0,1) x (0,1)] =
(0,1), es decir, un cuadrado cuayo lado mide una unidad, es equipotente con uno de sus lados.
Para llegar a que R x R ~ R, solo basta tener en cuanta la parte final de la primera parte
de este articulo, en la que se muestra:

3.

RxRa (IxI)N[0,1)x (0,1)]

(0,1) ~ R.

Comentarios

. Este articulo es una complementacién del trabajo de grado [1] del programa de Li-

cenciatura en Matemadticas de la Universidad de Narino, el cual tuvo origen en un
tema desarrollado en la asignatura Epoca Contempordnea del mismo programa. En
concreto, el paso 5 se supone inmediato, sin embargo construir la funcién que implique
biyeccién no lo es. Esa fue la motivacion inicial para la escritura de este articulo.

. Serfa deseable describir las funciones biyectivas presentadas en la equipotencia de (Q

x Q) con Q, y de (I x Q) con I, pero debido a la necesidad de usar el axioma de
eleccién, esto impide describir explicitamente dichas funciones.

. La demostracién de la equipotencia de Q x Q con QQ es bastante mas accesible y

conocida que las otras equipotencias. La de T x I con I es bastante trabajable en cursos
de analisis o teoria de conjuntos, sin embargo no se tenia referenciada la demostracion
de las equipotencias (I x Q) con Iy (Q x I) con L.

. La manera como se abordaron las equipotencias de la parte final de la primera parte:

RxR = (IxI)N[(0,1)x(0,1)] y (0,1) ~ R, no es la m4s usual. De hecho, se pudo hacer
a través de funciones continuas, sin embargo, teniendo en cuenta que este articulo fue
motivado en una asignatura universitaria, en la que se abordaba aspectos histéricos
epistemoldgicos de la teoria de conjuntos y la teoria de funciones, se decidié proponer
como ejercicio construir funciones biyectivas no necesariamente continuas entre los
conjuntos correspondientes. Cabe decir que entre las soluciones habian funciones mas
elaboradas que la que aqui se presentd.
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