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Abstract. In this paper it’s describe the states space’s representation of dynamic systems and
state equation’s general solution, next it’s present discretization method and simulation’s examples
in Matlab.
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Resumen. En este documento se describe la representacién en espacio de estados de sistemas
dindmicos y la solucién general de la ecuacion de estado, luego se presenta el método de discretizacion
y ejemplos de simulacién haciendo uso de Matlab.
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1. Introduccién

La simulacién de sistemas dindmicos es un tema de gran interés para fisicos, matematicos,
ingenieros y cientificos en general permitiendo realizar pruebas en un sistema de computo
para comprobar y predecir el comportamiento de algunas variables en cuestién ([4]). Para
esto, la representacion en Espacio de Estados permite hacer uso de herramientas informéticas
que hagan simple la manipulaciéon de multiples ecuaciones diferenciales lineales permitiendo
ofrecer una soluciéon de manera simple en una sola ecuacion diferencial matricial de primer
orden (Ecuacién de Estado). Esta solucién implica la determinacién de los estados del sistema
obteniendo inicialmente la solucién general (seccién II) y su posterior discretizacién (seccién
III) la cual se describe en este documento presentando la simulacién de dos sistemas fisicos
como los son el amortiguamiento de un automdévil y un circuito eléctrico (seccién IV).
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2. Soluciéon de Ecuacidon de Estado

La representacion de un sistema en espacio de estados permite relacionar las variables de en-
trada u(t) y de salida y(¢) ([2], [1]) mediante una ecuacién diferencial matricial de primer or-
den (Ecuacién de Estado) y una combinacién lineal de la entrada y los estados x(¢) (Ecuacién
de Salida) de la forma:

Ecuacién de Estado:

dx ()
o = Ax(t) + Bu(?) (2.1)
Ecuacién de Salida:
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.2)

Donde A representa la matriz de estado del sistema, en la cual sus eigenvalores determinan
su estabilidad y comportamiento dindamico, teniendo dimensiones de n filas por n columnas
correspondientes a los n estados del sistema.

El Vector de Estados x(t) contiene las variables de estado del sistema. Sus dimensiones son
n por 1.

El Vector de Entrada u(t) corresponde a las r entradas del sistema, teniendo dimensiones
de r por 1.

B representa la matriz de entrada la cual relaciona cada una de la r entradas con los estados.
Las dimensiones son n por r.

C representa la matriz de salida del sistema, la cual relaciona las m salidas con los n estados
siendo sus dimensiones m por n.

El Vector de Salida y(t) contiene a las m salidas del sistema, teniendo dimensiones de m
por 1.

D representa la matriz de entrada-salida la cual relaciona cada una de la r entradas con las
m salidas con dimensiones m por 7.

La ecuacién de estado (2.1) puede ser resuelta de la siguiente manera:

x (t) — Ax (t) = Bu (t) (2.3)
Premultiplicando ambos lados de la ecuacién por e~ A7
A (1)~ Ax (1)) = ¢ ABu (1) = & [ A% (1) (2.4)
Luego, al integrar entre 0 y t se obtiene:
e Alx (1) = x (0) + /Ot e A"Bu (1) dr (2.5)

Al multiplicar a la izquierda por eA”

X (t) = €At [x 0) + /0 " ATBu () dr] (2.6)

3. Discretizacion de la Ecuacion de Estado

Al discretizar la ecuacién (2.6) de la forma ¢ = k+1y ¢t = k ([3]) se obtiene respectivamente:

x((k+1)T) = AR+DT [x (0) + /0 e e ATBu (1) dT] (3.1)

x (kT) = AT

kT
x(0) + /0 e A"Bu (1) dT‘| (3.2)



Al multiplicar la ecuacién (3.2) por eAT y restarla a la ecuacién (3.1) se tiene:

(k+1)T
x((k+1)T) = AKTDT |f( (0) + / e A"Bu (1) dT] (3.3)
0

eATx (KT) = eATeART [X (0) + /OkT e ATBu (1) dT‘| (3.4)

Para restar (3.2) de (3.1) :

(k+1)T
x((k+1)T)—eATx (kT) = eA(k'H)T/ e A"Bu (1) dr (3.5)
kT
Al despejar x((k + 1)T') obtenemos:
(k+1)T
% ((k + 1) T) = eATx (kT) 4 cAGK+DT / e~A"Bu (1) dr (3.6)
kT
(k+1)T
x((k+1)T)=eAT |x (ET) + / e A=K By (1) dT] (3.7)
kT

Para sistemas en tiempo discreto la variable de entrada u(kT') se mantiene constante durante
un intervalo de tiempo (intervalo de muestreo T'). De forma equivalente para una senal
adquirida por un sistema digital, la senal de entrada es muestreada y luego retenida en un
valor constante u(k7T") durante un intervalo de tiempo 7', proceso conocido como retencién
de datos de orden cero ([3]), para estos casos es correcto afirmar que

u(t)=u(kT) para KT <t<(k+1)T (3.8)

Ademas con el cambio de variable t = 7 — kT

x((k+1)T) = AT |x (kT) + /T e AMBu (kT) dt

0

(3.9)

Haciendo A = T' — t y sabiendo que la entrada es constante para un intervalo de muestreo

T, entonces
T
/ eANdt
0

Esta es la Ecuacion de Estado en tiempo discreto, en forma de ecuacion de diferencias
matricial de la forma:

x((k+1)T)=eATx (kT) + Bu (kT) (3.10)

x(k+1) = G (k) x (k) + H (k) u (k) (3.11)

Observando tenemos la equivalencia

G(T) = AT (3.12)

H(T) = (/OT eA’\d)\> B (3.13)

La discretizacién de la ecuacién de salida se obtiene al reemplazar en la ecuacion (2.2) t = kT
estableciendo la ecuacién de salida en tiempo discreto

y(k) = C (k) x (k) + D (k) u (k) (3.14)



3.1. Solucién et

La Serie de Taylor para e es:

1 1 >~ 1
AT - 2 - n S n
e —I+AT+2! (AT) et (AT)" + ... Eo”’ (AT) (3.15)

Teniendo en cuenta que T es el periodo de muestreo y que es un valor muy pequeno, gen-
eralmente una centésima o milésima de segundo, es valido afirmar que T2 es mucho mas
pequefio, y que T° es menor que los anteriores.

1 2 1 3 1 mn
T T8> T8> > T (3.16)

AT se puede aproximar numéricamente a:

Con base en esto la expresién e
G=e~1+AT (3.17)

De igual forma se determina el valor de H

H = (/T eA*dA> B (A7 [*])B (3.18)
H=(A"[AT-1)B=(A"'[G-1)B (3.19)

H~ (A'AT)B~ -BT (3.20)

4. Simulacion

4.1. Sistema de Amortiguamiento

El modelo matemaético del sistema mecéanico de amortiguamiento de un automovil indicado
en la figura 1 se describe mediante la ecuacién (4.1). Siendo M la masa correspondiente al
chasis, una constante de friccién viscosa del amortiguador B y K la constante del resorte.
La variable de entrada es la fuerza externa f(t) y la variable de salida es el desplazamiento

x(t).

- dPa(t) dx(t)
J) =M dt2 B dt

La ecuacion (4.1) se puede reescribir de la forma (4.2) y por ultimo representar en espacio

de estados haciendo uso de la equivalencia entre la velocidad v(t) y el desplazamiento,
dz(t)
dt

+ Ka(t) (4.1)

= v(t) mediante la ecuacién (4.1)

2x XL
ddtgt) %f(t) _Bdalt) K (4.2)

Ecuacion de Estado

dx(t) -

=2 l—f\; —fViHv(t)

v ] £(t) (43)

U
~
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Figura 1: Sistema Mecanico Traslacional - Amortiguamiento de un Automévil

La Ecuacién de Salida para y(t) = x(t)

+[0] f(#) (4.4)

Para la simulacion se hace uso de las variables de un caso practico: M = 800Kg, B =
1000N.s.m~t y K = 20000N.m~! de manera que la ecuacién de estado (4.1) equivalente y
la ecuacion de salida serian respectivamente:

dv(t) ~1,25 —25 (t) 0,0013
La Ecuacién de Salida para y(t) = x(t)
v(t
yty=[0 1] [ xiti +[0) /(1) (4.6)

Al determinar las matrices de la representacion en espacio de estados en tiempo discreto G
y H mediante las ecuaciones (3.17) y (3.20) usando un periodo de muestreo T = 0,001s se
obtiene:

0,001 1 z(k) 0

[ 0,9988 —0,0250 1 [ (k)

—0,125
+107° [ ] f(k) (4.7)

=0 1))

La senal de entrada para este caso serd una fuerza constante de f(k) = 2000N representando
la caida sobre el automévil de un bloque de 200K g de masa y la senal del desplazamiento
vertical del centro de masa del automévil obtenida mediante la simulacion descrita se observa
en la figura 2.

+[ 0] sk (4.8)




Desplazamiento x(t) vs Tiempo

Desplazamiento x (m)

Tiempo (s)

Figura 2: Simulacién del desplazamiento vertical del automévil

La simulacién realizada en Matlab ([5]) se describe a continuacién:

M = 800;
B = 1000;
K = 20000;

A=[-B/M —K/M; 1 0;B=[-1/M; 0];
C=[01; D=0; T =0,00L

G=[10; 01]+A+T; H= BxT;
z=[0; 0f;

fork =1:10000

u(k) = 2000;
x(1:2,k+1)=Gx*x(1:2,k)+ H xu(k);
end

y=Cxx; t=0:T:Tx(length(y) —1);
plot(t,y); grid on; xlabel('Tiempo(s)’);
ylabel(' Desplazamientoxr (m)');

title(’ Desplazamientox(t) vs Tiempo’)

4.2. Circuito Eléctrico

Para la simulacién de un circuito eléctrico se hace uso de las Leyes de Kirchhoff de nodos y
mallas de tal manera que se obtenga una representacién matematica que haga uso solamente
de las variables de estado, sus derivadas y la senal de entrada u(t)



R 'c l R,
— g I
u__ e ——C
- i1 L
jo(t) = oo _ el ) (49)
ve(t) = Rpip(t) + Ldigft) (4.10)
Manipulando y despejando las expresiones: d”gt(t) (ﬁgit(t)
dvc(t) 1 (u(t) —ve(t) .
a ~ C ( R o (t))
d”gt(t) - —%vc(t) - %iL(t) + %u(t} (4.11)
W) _ L oo(r) ~ Ruinte) (412
Ecuacién de Estado
dvct(t) r__1 _1 ve(t) 1
Ecuacién de Salida
ve(t) ] 1 0 ve(t) 0
l i) |~ [ 0 1 ] i) | 7o ] u(t) (4.14)

Para el caso en que R = 100082, Ry, = 1009, L = 1mH y C = 1uF

Lol ~1000 —1000000 ] [ ve(t) 1000
dutls :[ 1000 —100000 1 l in(t) 1+ 0 1u(t) (4.15)
ve(l 10 ve(t 0
[ zf((t)) 1 - [ 0 1 1 ZS((t)) ] + [ 0 ] u(t) (4.16)

Al aplicar la discretizacién (ecuaciones (3.17) y (3.20)) con un periodo de muestreo T =
0,000001s para una entrada constante u(k) = 1V se obtiene la respuesta indicada en la figura
3 para el voltaje en el condensador v (t) y la corriente en el inductor iz, (t) respectivamente.

vk +1) 0,998 —0,951 [ ve(k) [ —0,9993
[ ink+1) |~ [ 0,001 0,904 1 l i (k) 1 +107° l —0,0005 ] u(k)  (4.17)
’Uc(k‘) 1 0 Uc(k) 0
[ i (k) ] - [ 0 1 ] [ ink) | 1o ] u(k) (4.18)




Simulacién del Circuito

-0.02f -1
S o.04af 4
2,
)
© -0.06f -
> \
-0.08F -1
-0.1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo (us)
oX 10°
-0.2F -
<
 -04f E
€
g
377 \ ]
o
-0.8F -
\
-1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo (us)

Figura 3: Voltaje en el condensador v (t) y Corriente en el inductor iy, (t)

5. Conclusiones y Discusiéon

El método de discretizacion de espacio de estados permite llevar a cabo la simulacién de sis-
temas dindmicos de forma eficiente con facil implementacion, presentando un procedimiento
general para diferentes sistemas fisicos. Esta versatilidad permite adoptar secuencialmente
una solucién independiente del problema a resolver como se indicé con los ejemplos real-
izados. El costo computacional es eficiente con herramientas béasicas de programacion pu-

diéndose aplicar en sistemas digitales de alta velocidad permitiendo obtener respuestas en
tiempo real.
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