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Abstract: This article presents the results of the implementation of a classroom proposal, whose
purpose is to bring 11th grade students from the Santander Technical Institute of Quilichao Cauca
closer to the density property of real numbers through interval representation.

The choice of activities is supported by a historical and epistemological approach concerning the
construction of reals, their properties, and representations, in addition to the guidelines of the
Ministry of National Education [21] in which this concept is introduced. The analysis of the results
obtained after the implementation is based on the methodological approaches of didactic micro-
engineering. Finally, the main findings, the implications of the study and some suggestions for the
future related to the teaching of this numerical set are presented.
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Resumen: En este articulo se presentan los resultados de la implementacién de una propuesta de
aula, que tiene como propdsito acercar a estudiantes de grado 11 del Instituto Técnico de Santander
de Quilichao Cauca, a la propiedad de densidad de los niimeros reales mediante la representacion
intervalar.

La eleccién de las actividades esta respaldada de una aproximacion histdrica y epistemolégica con-
cerniente a la construccién de los reales, sus propiedades y representaciones, ademés de las orienta-
ciones del Ministerio de Educacién Nacional [21] en los que se introduce este concepto. El anglisis
de los resultados obtenidos después de la implementacién estd fundamentado en los planteamientos
metodolégicos de la micro-ingenieria didactica. Por 1ltimo, se presentan los principales hallazgos,
las implicaciones del estudio y algunas sugerencias a futuro relacionadas a la ensenanza de este
conjunto numérico.
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Aproximacién a la propiedad de densidad de los niimeros reales como limite de
intervalos encajados: una propuesta de aula

1. Introduccion

La ensenanza y el aprendizaje de las matematicas implica procesos de transposicién didactica
de las teorias formalmente constituidas, a la selecciéon de saberes que serdn ensenados en el
aula para la construccién de conocimiento y desarrollo de pensamiento matemaético [3]. Una
de las estrategias didédcticas propuestas para la movilizacién de dicho conocimiento, consiste
en adaptar ejemplos de la vida cotidiana, con el fin hacer una aproximacién a los conceptos
matemé&ticos® que pueden llegar a beneficiar su comprensién, pero no siempre se pueden
emplear ejemplos de este tipo; porque hay objetos matema&ticos como los niimeros reales,
que no son inmediatos a la experiencia y requieren un grado de abstraccién que se torna
cada vez mas complejo para su comprensién.

En especial, si se trata de estudiantes de educacién media como lo expresa Scaglia [27] en su
tesis doctoral acerca de las dificultades de representacién en la recta numérica de los niimeros
reales y Crespo [10] en su propuesta acerca del significado y comprensién de los niimeros
irracionales; incluso en la educacién superior como lo afirman Mora y Torres [24] en su
investigacién acerca de las concepciones de los niimeros reales en estudiantes de Licenciatura
en matemadticas. De ahi que es necesario centrar la atencion en la biisqueda de estrategias que
favorezcan la comprensién de este objeto matemaético y particularmente que puedan dilucidar
una relacion secuencial y evolutiva entre los aprendizajes construidos en la educacion media
y la educacién superior. En este sentido, el presente articulo nace de la reflexiéon obtenida de
los resultados encontrados en el estudio titulado Ventajas y limitaciones de la representacion
intervalar: una aproximacion a la propiedad de la densidad de los numeros reales en el grado
once. Un estudio de caso en la Institucion Educativa Instituto Técnico .

Varias investigaciones ([7], [16], [25]) dejan claras las dificultades de la ensefianza y el apren-
dizaje de los nimeros reales y de los retos, sugiriendo hacer una propuesta de ensenanza, que
permita hacer una aproximacion a dicho concepto; estos trabajos afirman que su compren-
sién implica tener claras nociones matematicas complejas como la de limite, convergencia y
sucesion, entre otras; no obstante, es necesario proponer estrategias didacticas que articulen
los conocimientos basicos construidos en la educaciéon media con los de la educacién superior.

Por otro lado, la Historia de las Matematicas da cuenta de la complejidad del proceso
evolutivo y cambiante de la consolidacion de los niimeros reales como objeto matematico, que
tard6 aproximadamente veinticinco siglos [16]; esto plantea que, los procesos transpositivos

3Plantea Duval [13] que, todo concepto matemdtico requiere de representaciones y movilizar diversos
sistemas semiéticos de representacion de sus objetos. Lo que lleva a inferir que el concepto matemaético es
un proceso mental y cognitivo que surge, no propiamente del objeto, sino de las representaciones semiéticas
de ese objeto, por ejemplo:

La idea de tridngulo no es accesible a través de los sentidos, sino que es de naturaleza puramente
mental. Sin embargo, para acceder al concepto de tridngulo necesitamos imperiosamente sus
representaciones para analizar sus propiedades que hacen que esa figura sea tridngulo y no por
ejemplo cuadrildtero. [11]

En este sentido, Chevallard (citado por [12]) un objeto matemé&tico “es un emergente de un sistema de
préxis donde se manipulan objetos que se descomponen en diferentes registros semidticos [. .. ] es decir aquello
que se escribe o se dibuja” (p. 14)
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de las distintas formalizaciones del numero real a aquellos que son seleccionados para ser
ensenados en el contexto escolar también lo son. De modo que, su ensenanza y consideracion
en la educacién media, es uno de los grandes retos de los maestros de matematicas y de la
Educacién Matemaética en general.

La manera en la que comtinmente se ensenan los niimeros reales se reduce a la adjuncién de
los conjuntos numéricos [3], en algunos libros de texto se aborda el concepto como la unién de
los conjuntos de los nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales, seialando algunas
propiedades que son inherentes a la estructura algebraica y reglas para sus operaciones,
mas no se mencionan propiedades que tienen que ver con su comprensién, tales como las
propiedades de densidad y completez.

Ahora bien, con referencia a la propiedad de la densidad, se observa que una de las dificulta-
des presentadas en su acercamiento es que, los estudiantes interpretan el conjunto numérico
de los reales desde los conocimientos fundamentados a partir de los nimeros naturales. En
palabras de Broitman y otros [5]:

Dados dos nimeros decimales, por ejemplo 4,2 y 4,3; los ninos suelen afirmar
que no es posible hallar otros ntimeros entre ellos. Esto es asi porque —como ya
mencionamos- conciben a este nuevo conjunto numérico desde los conocimientos
construidos a partir de los nimeros naturales. (p. 6)

Reconociendo este tipo de probleméticas, el objetivo de este articulo es exponer resultados
obtenidos a través de la puesta en marcha de actividades que persiguen favorecer el apren-
dizaje de la propiedad de densidad de los niimeros reales con estudiantes de grado once, las
cuales sugieren una nocién de nimero real como limite de intervalos encajados. Asi pues, es
necesario especificar los componentes mas notables en la construccién de los niimeros reales
a través de la historia, que comprenden las crisis de los fundamentos de las matemaéticas:
con los pitagéricos en el siglo V a.C. y en el siglo XIX d.C. con la fundamentacién del
analisis, para reconocer en la construccién histérica del concepto de ntimero real, elementos
didacticos que posibiliten la eleccién e implementaciéon de actividades que conforman una
propuesta de aula.

De igual manera, su construccién formal deviene de la superacién de diferentes obstaculos
epistemoldgicos y tiene su apogeo con matematicos como Cantor, Bachman y Weiss entre
otros. Las estrategias empleadas para la superacion de dichos obstaculos se constituyen en
un importante aporte para la Educacion Matematica, en tanto que brindan herramientas
que posibilitan la construcciéon de propuestas de aula.

Como ya se menciond, el concepto se aborda como la unién de los conjuntos de los nimeros
naturales, enteros, racionales e irracionales, senalando algunas propiedades que tienen que
ver con la estructura algebraica y reglas para sus operaciones. Sin embargo, el Ministerio de
Educacién Nacional (MEN) menciona que para grado once es necesaria la introduccién de
las propiedades que tienen que ver con su comprension, esenciales para un correcto entendi-
miento de otros conceptos que dependen de este; sobre esta base se discuten posteriormente
los conceptos cruciales del Célculo como el limite, la continuidad y la derivada [21].

Sumado a lo anterior, generalmente para las representaciones y operaciones de los nime-
ros reales se recurre a la aproximacion, olvidando algunas cifras decimales importantes que
sirven para encontrar un resultado y mas aun, la comprension del infinito potencial que se
encuentra en niimeros como los irracionales, el cual estd relacionado directamente con la no-
cion del célculo infinitesimal que se halla al momento de realizar operaciones con cantidades
infinitamente pequenas.
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En el desarrollo de este articulo se proponen algunas alternativas de solucién al problema
de representacién y aproximacion a la propiedad de densidad de los ntmeros reales, para
ello se consideran algunos referentes teéricos desde el punto de vista histérico y matematico
(Euclides, Eudoxo, Platén, Arquimedes, Cantor, Bachman, Weiis), que posibilitaron la toma
de decisiones importantes para la eleccién de algunas actividades que conforman las tareas
de una propuesta de aula elaborada por [16], este grupo de actividades se efectuaron en
un aula de clase, con el fin de acercar a los estudiantes a la nocién de nimero real y su
propiedad de la densidad.

El aprendizaje de los nimeros reales, se considera un asunto de notable interés para el campo
de la Educacion Matemadtica; a partir de esta necesidad surgio la idea de que el trabajo fuera
desarrollado en estas lineas, dirigido a la educacién media, concretamente para estudiantes
de grado Once del Instituto Técnico de Santander de Quilichao Cauca. El desarrollo del
trabajo se presenté en cuatro momentos, en un primer momento se realizé una aproximacion
historica y epistemolégica, explorando los componentes mas notables en la construccion
de los numeros reales; en un segundo momento, de acuerdo con los referentes tedricos,
se identificaron los elementos conceptuales més relevantes que permitieron la eleccién de
actividades que hicieron parte de la propuesta de aula® ya elaborada, la cual no habia
sido implementada. En tercer lugar, se implementaron las actividades que componian las
tareas de la propuesta de aula a un grupo de estudiantes de grado once. Por ultimo, se
hizo una confrontacién entre el analisis a priori y andlisis a posteriori que se obtuvo de los
resultados de la implementacién, lo que permitié identificar algunas ventajas y limitaciones
de la propuesta, enfocada en favorecer en los estudiantes una comprension intuitiva de la
propiedad de la densidad, enmarcada en la construccién de los niimeros reales como conjunto
de intervalos encajados.

2. Aproximacion histérica del nimero y la teoria inter-
valar

En este apartado se presentan algunos elementos esenciales en la historia que dieron lugar
al numero real y la teoria intervalar, los cuales estdn relacionados con las construcciones
formales de este conjunto numérico a partir de sucesiones de intervalos encajados, puesto que,
son construcciones que se relacionan con la teoria, siendo esta una alternativa importante
ante el problema de representacién de los niimeros reales. En este mismo sentido, Garcia [16]
menciona que “el inicio y evolucién del andlisis intervalar como ciencia de la computacién
ofrece alternativas ante el problema de representacion del nimero real, presente también en
la escuela” (p. 20).

2.1. De la inconmensurabilidad a la construccion del nimero real

Se reconoce que la construccién y aceptacién del niimero real como un objeto matematico
tardé alrededor de dos mil quinientos afios (comprendidos entre el siglo V a.C. y el siglo
XIX), durante todo este tiempo se originaron problemas, los cuales marcaron diferentes
épocas. Segin Recalde [26] la formacién histérica de los nimeros reales hasta consolidarse
como un objeto matematico partié de las actividades de contar, medir y ordenar; sin em-
bargo, existieron dos hechos de gran importancia que fueron determinantes en la historia

4Elaborada por la Maestra Adriana Garcfa Moreno en su trabajo Los nimeros reales como conjuntos de
intervalos, ventajas y limitaciones de su consideracion en la Educacidn Media. [16]
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de las matematicas. Estos dos hechos son conocidos como las crisis de sus fundamentos. La
primera crisis se da en la época de los pitagoricos, hacia el siglo V a.C., y aparece con las
magnitudes conmensurables e inconmensurables; la segunda crisis aparece en el siglo XIX
con la fundamentacion del andlisis, donde empezaron construcciones del ntimero real por
parte de Cantor y Dedekind.

De acuerdo con Crespo [10] en la época de los pitagdricos se anticipan los niimeros irracio-
nales con magnitudes inconmensurables, este hecho en la historia se conoce como la primera
crisis de sus fundamentos, debido a que aparece una contradiccién en la teoria perfecta y
armoénica que tenfan los pitagéricos sobre lo que seria para entonces el concepto de niimero.

Collete [9] narra que un miembro de la escuela pitagérica llamado Hippasus de Metapontun
(matemadtico presocritico, tedrico de la musica y filésofo), nacido en Grecia al sur de Italia
en los anos 500 a.C., descubrié la existencia de la inconmensurabilidad, la cual le costé el
exilio de la escuela pitagdrica, siendo para los pitagéricos una catéstrofe, porque para ellos
las razones eran consideradas como el atributo de la existencia, de la realidad, pensando que
todo era medible, con este descubrimiento se eliminé el hecho de medir con precisién, lo que
generé una alteracién en el desarrollo de la geometria griega y de toda la matematica.

Toledo [28] y Crespo[10] argumentan que lo sucedido en esta época evidencia que los ntimeros
irracionales son desde el inicio un asunto geométrico y no aritmético, hecho que ocasioné la
divisién entre los conceptos de nimero [cantidad] y magnitud.

En la segunda crisis, el estudio de los fundamentos de las matematicas ha sido desde hace un
siglo competencia de la légica, Ferreiros [15] se manifiesta que la propia matemadtica trata de
dar cuenta de sus bases, convirtiéndose en una ciencia “reflexiva” que da lugar a la llamada
metamatematica, este ha sido un fenémeno muy caracteristico en el siglo XX. En el ano
1800 el nuimero real, era concebido como un concepto cientifico impuesto por el entorno, y
por la presencia de magnitudes continuas en el mundo fisico; sin embargo, en el afio 1900 los
nimeros reales se consideran producto del pensamiento puro. Hilbert en 18 axiomas, cuya
firmeza era la légica, garantiz6 la construccion del conjunto de los nimeros reales. En este
sentido Garcia [16] comenta que:

Esta nueva matemaética que parecia alcanzar el propésito de una matematica con-
sistente y sin contradicciones, que se explicaba por si misma, tuvo sus dificultades
ante las paradojas de la teoria de conjuntos y los métodos de demostracién basados
en el axioma de eleccién, es decir se presenta una crisis en los fundamentos de una
matemdtica que pretendia ser infalible, consistente y autosuficiente. (p. 37)

Matematicos como Dedekind, Cantor y Hilbert, en sus construcciones mejoraron en términos
estructurales los aportes tedricos que dejaron los antiguos griegos. Hilbert define los niimeros
reales como “elementos de un conjunto dotado de estructura de cuerpo ordenado arquime-
diano y completo” [15, p. 410]. Sin embargo, el paso de una concepcién de nimero real méas
cercana a las magnitudes continuas a una estructura abstracta y alejada de las intuiciones
geométricas, que tardé alrededor de veinticinco siglos, refleja claramente la presencia y su-
peracién de un obstaculo en la construccién del conjunto de los reales. Grandes matematicos
del siglo XIX fueron esenciales para darle firmeza y rigurosidad matematica a la consolida-
cién de los nimeros reales como objeto mateméatico, cabe mencionar que los aportes de los
griegos también jugaron un papel importante en dicha construccién, pese a que sus intentos
por fundamentar la matematica fracasaron, estos se convierten en elementos fundamentales
que retoman los matematicos del siglo XIX para avanzar en la fundamentacion.
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2.2. Inicio y consolidacion de la teoria intervalar

La historia da cuenta que el andlisis intervalar inicia con Arquimedes, si embargo, toma
importancia en el ano 1960 llegando a convertirse en tema de investigacién, esto trajo consigo
grandes aportes a la ingenierfa. Moore [23], uno de los mayores investigadores sobre esta
teoria, escudrind sobre posibles alternativas que tratan de solucionar la dificultad existente
al momento de representar nimeros reales como v/2 o 7, puesto que estos poseen infinitas
cifras decimales no periddicas y no es posible su representacion en un ordenador o en el

papel.

Del mismo modo que se presenta esta dificultad en el campo de la ingenieria, sucede en
el ambito educativo, puesto que, al introducir los nimeros de naturaleza infinita periédica
o infinita no periédica, en el salén de clases, se trata de convencer a los estudiantes de la
existencia de estos nimeros, lo que lleva a que dificilmente puedan comprender su naturaleza.

Por la razén anterior, Garcia [16] para su trabajo considera como principal eje el andlisis
intervalar, ya que, pese a que esta alternativa no habia sido pensada para la Educacion
Matematica, es una forma de aproximarse a la representacién de R tedricamente valido e
intuitivamente més coherente con la préactica, que remedia de alguna manera los errores de
aproximacién y truncamiento.

3. Meétodo

Se reconoce que, tanto en el disefio como en la eleccién de actividades, es de suma importan-
cia tener en cuenta como se construye y comunica el conocimiento matematico. De acuerdo
con Artigue [2] “la ingenierfa diddctica se caracteriza en primer lugar por un esquema ex-
perimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcion,
realizacién, observacién y anélisis de secuencias de ensenanza.” (p. 36). Estas realizaciones
didécticas se manifiestan en las cuatro fases de desarrollo; siendo la ingenieria didactica
un ente fundamental para pensarse una clase de matematicas, tomandose como modelo de
apoyo su estructura metodolégica de implementacién. Se dice que desde la década de los
80 la ingenieria didéactica estaba principalmente ligada a las mediaciones o intervenciones
didécticas en las clases, tomando asi un cardcter de secuencias de ensenanzas, las cuales per-
mitian poner a prueba las habilidades y conocimientos posteriormente adquiridos, al haber
realizado un breve estudio tedrico de algin concepto en particular. Por lo tanto, la inge-
nieria didactica en estos tiempos permite la evaluacién de secuencias de ensenanzas y a su
vez consigue producir medios o recursos que llevan a una mejor ensenanza. Ahora bien, en
la teorfa de las situaciones diddcticas (TSD), Brousseau [6] menciona que para ensefiar un
determinado conocimiento es necesario recurrir a ciertos medios (materiales, textos, entre
otros), los cuales generan en el estudiante un mayor acercamiento a las nociones matemati-
cas. De hecho, la ingenieria didactica es la que se encarga de estudiar y producir dichos
medios, convirtiéndose en un recurso importante al momento de desarrollar o implementar
actividades en clases, lo que conduce a que el estudiante pueda interactuar e integrar nuevos
conocimientos matematicos, que le permitiran reforzar sus saberes previos.

En consecuencia, la investigacién estd orientada por la ingenierfa diddctica (toméndose a la
micro-ingenieria por tratarse de un estudio de caso) que, segin Godino, et al. [17] “busca
crear conocimiento sobre cémo se construye y se comunica el conocimiento matematico. Este
conocimiento didéctico se refiere necesariamente a un enfoque tedrico, que sirve de base en
las distintas fases del proceso metodolégico” (p. 1). Este trabajo se enmarca en las cuatro
fases que sugiere este marco metodolégico.
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3.1. Desarrollo metodolégico:

Fase 1 Andlisis preliminar: En esta primera fase se hace una revisién de los referentes
tedricos, una exploracién historica de los componentes mas notables en la construccién
de los nimeros reales; que comprende la crisis de los fundamentos de las matemaéticas,
en los pitagéricos del siglo V a.C. y en el siglo XIX con la fundamentacién del andli-
sis, para reconocer los elementos didacticos que posibiliten su aplicacién en el salén
de clases y para su posterior andlisis. Luego se hace un estudio de los referentes ma-
temdaticos mas relevantes en la construccion de los nimeros reales en el marco de una
propuesta intervalar expuestos por Cantor, Bachman y Weiss para la eleccién de las
actividades que hacen parte de una propuesta de aula ya elaborada, estas tareas son
coherentes con el objetivo principal de este trabajo. Finalmente, se hace un andlisis de
los referentes didacticos y curriculares cuyo propésito es identificar las orientaciones
tedricas y metodoldgicas que propone MEN para la ensenanza de la densidad de los
ndimeros reales.

Fase 2 Andlisis a priori: De acuerdo con los referentes tedricos se identifican los ele-
mentos conceptuales més relevantes que permiten hacer la eleccién de las actividades
a partir del andlisis a priori de cada una de las tareas que componen la propuesta
de aula, esta fase permite anticiparse a los posibles comportamientos y acciones de
los estudiantes, ademds de una visién clara de cada tarea propuesta, con relacién al
propésito, los contenidos matematicos y los desempenos esperados de los estudiantes.

Fase 3 Experimentacion: Se implementan las actividades elegidas a un grupo de es-
tudiantes de grado 11 del Instituto Técnico de Santander de Quilichao Cauca, esta
institucién educativa fue seleccionada porque es una institucién que ha tenido unos
buenos resultados en las Pruebas Saber® en el drea de matematicas. Cuenta con un gru-
po de estudiantes que asisten a las Olimpiadas de mateméticas y una sala de sistemas
bien dotada, con el software Geogebra; se han tenido en cuenta estas caracteristicas
para la seleccién del grupo focal porque interesa determinar si la implementacién de la
propuesta es factible; dado que hasta el momento no se han implementado en ninguna
institucién, es decir entre menos variables externas interfieran en su normal desarrollo
serd mas objetiva su validacion.

Para la implementacién de la propuesta de aula se cuenta con la participacion de
un grupo de 10 estudiantes. El desarrollo de las actividades se realiza por parejas y
al finalizar cada actividad, se socializan los resultados. De esta forma se recolectan
cuatro tipos de registros susceptibles de analisis: los escritos, donde se evidencian las
respuestas de los estudiantes; la observacion, de la que se tomaron notas de campo; los
registros de video, tomados de manera general y especifica de las interacciones entre
ellos; y las imagenes, en las que se muestran a los participantes en la exploracién del
applet en Geogebra y los procesos realizados mediante el uso de la calculadora.

Fase 4 Andlisis a posteriori y validacién: En esta iltima fase se hace un contraste
entre el andlisis a priori que se revisa en la fase 2 y el analisis a posteriori que se hace
de los resultados de la experimentacién, para identificar las ventajas y limitaciones de
la propuesta enmarcada al acercamiento de la propiedad de densidad de los niimeros
reales a través de la representacién intervalar.

5Las pruebas Saber son evaluaciones externas estandarizadas aplicadas por el Instituto Colombiano para
la Evaluacion de la Educacién -ICFES-, estas tienen como propdésito evaluar el rendimiento académico logrado
por los estudiantes de acuerdo con las competencias bésicas establecidas por el Ministerio de Educacién
Nacional.
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3.2. Estrategias e instrumentos para la recoleccion de la informa-
cion

Esta investigacién al ser un estudio de caso emplea como estrategia metodolégica a la 0b-
servacion participante completa®, ya que interesa observar la pertinencia de las actividades.
Para ello se emplean videos, registros escritos (respuestas de los estudiantes y anotaciones)
y audios, como medios para recolectar la informacion.

Ahora bien, como instrumento para la recoleccién de informacion, se tiene en cuenta el
anglisis a priori realizado por Garcia [16] en su trabajo Los nimeros reales como conjuntos
de intervalos, ventajas y limitaciones de su consideracion en la educacion media.

3.3. Actividades de la propuesta

La eleccién de las actividades se hace a partir de la propuesta elaborada por Garcia [16],
configurandose en una serie de actividades para introducir la nocién de niimero real como un
conjunto de intervalos encajados y la aproximacién a sus propiedades fundamentales, como
lo son la completez y la densidad. A continuacién, se presentan algunas de ellas:

Actividad 1

La primera actividad persigue que los estudiantes logren, a través de diferentes estimaciones,
identificar errores de aproximacién y redondeo en célculos comunes.

Reflexionemos sobre los resultados de las operaciones con cantidades que se han
truncado o aproximado. Veamos ;qué sucede cuando operamos con cantidades que se
han truncado o aproximado ya sea a la décima o a la centésima?

1. Aproxima los siguientes nimeros a la centésima:

1%

2. Con los resultados aproximados realiza las siguientes operaciones:

6En el estudio de caso se definen principalmente dos estrategias para la recoleccién de la informacién: la
entrevista etnografica, que puede ser hablada o escrita y la observacion participante, que puede ser: completa,
cuando el investigador se introduce totalmente en el escenario; activa, cuando el investigador intenta hacer lo
que otros hacen en el escenario; moderada, cuando el investigador mantiene un equilibrio entre estar dentro
y fuera del escenario o pasiva cuando el investigador, aunque estd presente no interviene en la escena.
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Tabla 1: Célculos con y sin el uso de la calculadora.

. [ - b. Realiza los célculos utilizando la calculado-

a. Realiza los calculos utilizando la calculado- . .

. . . . ra cientifica con los resultados aproximados en
ra cientifica directamente sin aproximar N

el ejercicio 1

%x%: %x%%(0,33)(0,33)=
ixixixi= 2 x x4 x12(0,33)(0,33)(0,33)(0,33) =
T4 = T4+ m(3,14) + (3,14) =
T = m-m=(3,14)(3,14) =
%~7r: %~7r%(0,33)(3,14):

3. De acuerdo con los célculos realizados en el cuadro anterior responde lo siguiente:

a) Compara y establece las diferencias y similitudes entre los resultados de la co-
lumna a. y la columna b.

b) Qué sucede cuando aproximamos una cantidad numérica y operamos con ella.

Actividad 2

Una vez los estudiantes han realizado los cédlculos y reflexionado sobre la actividad anterior,
se continta con la introduccién a la alternativa de aproximacién —mediante encajamiento de
intervalos cerrados y acotados por racionales— para representar los niimeros racionales, en
la que podréan encajar el nimero a partir de otros dos nimeros racionales dados progresiva-
mente, de tal manera que la diferencia entre estos sea cada vez mas pequena, es decir que
tienda a ser cero. De manera paralela, en este proceso hay una proximidad a la construccién
intuitiva de las nociones de limite y convergencia.

Aproximaciéon a nameros racionales mediante encajamiento de intervalos cerra-
dos y acotados por racionales. Hacia la aproximacién intuitiva del concepto de
limite y convergencia.

Lee con atencién: un nimero racional se define por la relacién de equivalencia § con b # 0,
donde a ,b € 7Z. Entre dos racionales siempre vamos a encontrar otro numero racional.
Sin embargo, nimeros como %, presentan cierta particularidad en su expresion decimal,
veamos como hacer una posible representaciéon de este sin caer en errores de aproximacién
y representacion.

Por ejemplo, sabemos que % = 1,5. Para obtener esta expresiéon de derecha a izquierda,

basta con hacer la operacion 3 +2 = 1.5 y de izquierda a derecha se representa la expresion
decimal como una fraccién asi: 1,5 = % = % Otro ejemplo, seria 0,32851 es racional
0,32851 = ‘3020805010. Si preguntas cuél es la mejor o la correcta, te pueden responder que tanto

la fraccién 3, como la expresién decimal 1,5 lo son.

1. Ahora, volvamos con % y su expresién decimal. Divide 1 entre 6 para obtenerla.

a) (El proceso de dividir es finito?
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b) ;Es posible expresar é con un nimero limitado de cifras decimales en tu cuaderno?
¢) i Qué particularidad tienen esas cifras decimales?

d) Divide 1 entre 6 en la calculadora. ;jCrees que el valor que aparece en la calcula-
dora es el correcto?

e) ;Sera posible hacer una representacién decimal de é de manera que no se trunque
su resultado?

2. Veamos una forma de aproximarnos a % usando el software GeoGebra. Ve al compu-

tador y abre el programa. Selecciona la herramienta aproximar:

Figura 1: Herramienta para aproximar en GeoGebra

€7 GeoGebra Classic 5

Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DEETNCEENER

» Vista Algebraica X | = Vista Grafica o
D oespaaviacia

oY booirs |
Q| e

Mostrarfocultar objeto
Mostrarlocultar efiqueta

Copiar estio visual

A
E)
P

3. Haz clic izquierdo sobre la recta en varias ocasiones hasta aproximarnos a %, primero
a la décima 0,1, luego a la centésima 0,16 y por ultimo a la milésima 0,166. Cada
vez que hagas estas aproximaciones, describe segin lo que observas cual es la décima,
centésima, milésima (segtin sea el caso 0,1 00,16 0 0, 166) m&s préxima por la izquierda
y la mas proxima por la derecha. Consigna tus resultados en la tabla.

Tabla 2: Encajamiento de racionales

En cada aproximacién determina cudl es el niimero racional mas
Ntimero racional préximo por izquierda y cudl es el ntimero racional mas proximo
derecha
Décima Centésima Milésima Diezmilésima
1 1
5 0,0 < 5 < 0,2

a) De acuerdo con los valores més cercanos que has encontrado para %, jes posible
encontrar otros mas cercanos? Justifica.

b) ;Es posible determinar cudntos ntimeros racionales hay alrededor de é?

Actividad 3

Esta actividad tiene como propdsito que el estudiante practique, con otros niimeros raciona-
les, el método de aproximacion y representacion utilizado en la actividad anterior, en el que
deben identificar nimeros racionales muy préximos a otros racionales, con esto identifican
el rango de una buena estimacién.
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1. Practiquemos lo aprendido, usa el mismo proceso que utilizaste para aproximarte
a % con otros nimeros racionales. Puedes usar la recta numérica y debes consignar los
valores aproximados en la tabla.

Tabla 3: Encajamiento de racionales

En cada aproximacién determina cuél es el niimero racional mas
, . préximo por izquierda y cudl es el nimero racional méas préximo
Numero racional
derecha
Décima Centésima Milésima Diezmilésima
2 2
3 0,5 < 3 <0,7
35
9
27
11
1
9
Elije uno

a) Existen otros nimeros racionales que se caracterizan por tener una expresién

decimal como la de %, 35 27 —é? ;Crees que es posible decir cuiantos son?
Justifica tus respuestas.

9 11>

2. —1, 0, 100 y todos los nimeros enteros son racionales, ;crees que es posible aproxi-
marnos a estos usando el proceso anterior? Inténtalo con algunos en la siguiente tabla.
Puedes usar la recta numérica.

Tabla 4: Encajamiento de racionales

En cada aproximacién determina cuél es el nimero racional mas
préximo por izquierda y cudl es el ntimero racional mas proximo

Numero racional
derecha

Décima Centésima Milésima Diezmilésima

100

a) ;Crees que es posible aproximarse a cualquier niimero racional usando este méto-
do?

b) ;Cudntos nimero racionales crees que hay entre 0 y %? Justifica tu respuesta.
¢) ;Cudntos ntimeros racionales crees que hay entre -1 y 17 Justifica tu respuesta.

d) ;Crees que a cada punto de la recta numérica le corresponde un nimero racional?
Justifica tu respuesta.
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Actividad 4

En la cuarta y quinta actividades se pretende que los estudiantes comprendan que, a pesar
de que hay nimeros —como v/2, e, 7 que no pueden representarse mediante un nimero finito
de cifras decimales, ya sea a lapiz y papel o en un artefacto tecnoldgico, si se puede hacer una
aproximacién a estos a través del encajamiento de nimeros racionales, de tal forma que al
hacer la diferencia de los extremos de los intervalos esta sea cada vez més pequena como se
desee. En esta actividad se adapta una situacién que fue relevante en la construccion histérica
del nuimero real —El Método de Exhaucién— en la que ya se prefiguraba la teoria intervalar.
En definitiva, en esta actividad se espera aproximar a numeros irracionales a partir del
encajamiento de intervalos con niimeros racionales, al mismo tiempo es un acercamiento, al
concepto de limite y convergencia de manera intuitiva.

El caso de 7

1. Recordemos lo aprendido:

a) ;Cudl es el procedimiento que normalmente utilizas para calcular el drea de un
circulo y la longitud de una circunferencia de radio r7

b) De acuerdo con estos procedimientos responde jQué representa el nimero 77

COmd . . . 31
c¢) ;Qué diferencia hay entre 7 y niimeros cémo 5, 5 y —17

Se deja un espacio para que se escriban las respuestas, se socializan tres respuestas y
luego se hace la siguiente reflexion:

Lee con atencidon: sabemos que el area del circulo se “calcula” mediante la férmula
A = 7r? y la longitud de la circunferencia con la férmula L = 27r y en algunas
ocasiones, has aprendido que m = 3,14 o que se aproxima a ese valor. Pero jsabemos
de dénde aparece esta formula? O ;Qué representa w7 Se dice que 7 es la razén entre
la longitud de la circunferencia y su diametro.

Hace muchos siglos 390 - 337 a. C., Eudoxo de Cnidos, preo-
cupado por medir el perimetro y el drea de un terreno circu-
lar, utiliza un método conocido como el método de exhaucion,
perfeccionado més adelante por Arquimedes y Euclides. Este
método, riguroso y complejo, consiste en inscribir y circuns-
cribir poligonos a una circunferencia, aumentando progresiva-
mente los lados de los poligonos, de modo que el perimetro y
el area de los poligonos inscritos y circunscritos, se aproximen
al perimetro y el area de la circunferencia. Para comprenderlo
mejor, vamos a escudrinar un poco en fragmentos de la historia
de 7.
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2.

Muchos matematicos han intentado encontrar la forma de aproximarse cada vez mas a
7, pues es un decimal infinito no periédico. Desde hace muchos siglos, Arquimedes, Zu
Chong Zhi, Francisco de Vieta, Wallis, Leibnitz y Euler entre otros. Segun Béarcenas
y Porras [1], hasta el momento con la ayuda de ordenadores hay una aproximacién
de mas de seis mil cuatrocientos millones de digitos decimales. En la actualidad, la
determinacién del niimero de digitos en la aproximacion de m mide la capacidad de
computo de los nuevos ordenadores.

Sin embargo, dada la complejidad de lo propuesto por estos matematicos, adoptaremos
un método que proponen Barcenas y Porras [1], que sin ser tan sofisticado como los de
los otros autores mencionados, nos va a permitir aproximarnos a 7. Podemos, primero
hacerlo manualmente y luego con la ayuda del programa Geogebra para ilustrarlo
mejor.

Este método, parte de la idea de Arquimedes de inscribir y circunscribir poligonos
regulares en una circunferencia. En este orden, el perimetro de los poligonos inscritos
(pn) es menor que el de la circunferencia, y el perimetro de los circunscritos (P,) es
mayor que este, asi:

P < C <P,

Graficamente algunas aproximaciones serian:

Figura 2: Método de Exhaucién”
| ;

A medida que aumentan el nimero de los lados de los poligonos inscritos y circunscri-
tos, jqué observas?

Ahora, para calcular la longitud de la circunferencia tenemos que C' = 27r, el perimetro

de los poligonos inscritos p,, se calcula mediante la férmula 2n sin (%) y el de los

. . . 7 °
circunscritos P, mediante la férmula 2n tan (%) Entonces reemplazamos en p, <

C < P, y obtenemos lo siguiente:

180° 180°
2n sin (80) < 27r < 2ntan (80>
n n

Si tomamos la circunferencia de radio uno (r = 1) tenemos:

"Los poligonos circunscritos son de color amarillo, los inscritos de color rojo y la circunferencia es de color

azul.
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. (180°) (1800)
N Sin <7 < ntan
n n

3. Ahora considerando a la circunferencia de radio 1 y dado que n es el nimero de lados
del poligono, vamos a hacer varias aproximaciones a m, variando el nimero de lados
desde el poligono méas pequeno de n = 3, hasta otros con mayor nimero de lados.

Puedes usar la calculadora para hacer estas aproximaciones, es decir toma los nueve
decimales que arroja la calculadora y luego consigna los resultados en la siguiente tabla
(al final de esta encontrards un n =7, esto significa que puedes asignar el nimero de
lados que elijas):

Tabla 5: Método de Exhaucién.

Perimetro  de | Perimetro de Escribe los va- Resta el valor

lores en que m

poligonos ins- | poligonos cir- ” mayor del me-
Numero de critos: cunscritos: ebjta compren- | -
lados dido
. (180° 180° P
R T ntan n pn << P, n =~ Pn
180° 180°
n=3 35111<8O> 3tan<80> <T<
3 3
n=4
n=>5
n==6
n =10
n = 100
n = 1000
n = 10000
n = 100000
n = 1000000
n =

a) Ahora compara los resultados de la tabla con los valores que te muestra la calcu-
ladora cientifica de tu ordenador. ;Qué diferencias y similitudes encuentras?

b) Con respecto a la aproximacién de la calculadora cientifica de tu ordenador
(m =2 3,1415926535897932384626433832795) y los resultados que vas obteniendo a
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medida que el nimero de lados aumentan de los poligonos inscritos y circunscritos.
1 Qué observas? (Compara las décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas. . .)

¢) A medida que haces las restas de los valores que representan a 7, en el proceso de
inscripcién y circunscripcién de poligonos, ;Qué notas en los resultados? ;jCrees

que en algiin momento el resultado llegara a ser cero?

d) ;Es posible hacer una mejor aproximacién a w7 Si tu respuesta es si, explica
;como es posible hacerlo?

Actividad 5

1. Vamos a observar este proceso de manera grafica en Geogebra.

En tu ordenador encontraras en el escritorio un archivo llamado Método de exhau-
cién, abrelo. Arrastra el punto n tanto como desees y observa la construccion.

Figura 3: Método de Exhaucién Geogebra — 1

€7 Método de Exct

nggb

Achivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Awda

[K] A L7 3 B[O ) £ N feec 22

Area del circulo (u?)  Area del poligono externo (u?)

nxTan(

<L S

g
I‘!‘Tur!rﬂ)
(3

180°) ’mn’j
nx Sen( == )
n)

14

250808 < 7 < 5.19615

izador ' para 3

Figura 4: Método de Exhaucién Geogebra — 2

€2 Método de Bshucionggh

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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(0
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5

293803 < 7 - 3.63271

nes
Zool L4
Zoom+ Mo i dusizador o parasustr o i d acas el poligon
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Figura 5: Método de Exhaucién Geogebra — 3

€2 Método deBxshucionggb

Archivo Edicién Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
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a) ;Qué observas al hacer el arrastre?, con respecto:

= Al nuimero de lados de los poligonos inscritos, circunscritos y la circunferencia.

= La variacién en los valores para los que 7 estd comprendido a medida que el
nimero de lados aumenta.

b) Arrastra el deslizador, hasta notar que se superponen los poligonos inscritos y
circunscritos sobre la circunferencia (se observa en la imagen que coinciden, los
poligonos inscritos, circunscritos y la circunferencia). Luego puedes darle Zoom
a la pantalla, ;Qué observas con respecto a los poligonos inscritos, circunscritos
y la circunferencia? ;Crees que es posible, que en algiin momento los poligonos
inscritos, circunscritos y la circunferencia coincidan?

¢) (El valor que nos arroja la calculadora cientifica, es el valor de #? Justifica tu
respuesta.

d) ;De acuerdo con el comportamiento de la cola infinita de decimales que vas des-
cubriendo de 7, crees que es posible representar a 7 de la forma ¢ con a,b € Z y
b = 07 Justifica

e) De acuerdo con la respuesta de la pregunta anterior ;m es un ndmero racional?
Justifica tu respuesta.

f) iCrees que el método de exhaucién es un proceso valido para representar a m sin
truncar su resultado? Justifica tu respuesta.

4. Principales hallazgos

En la revisién historiogréafica de la construccion del nimero real como objeto matemati-
co desde los pitagéricos siglo V a.C. y la fundamentacién del andlisis en el siglo XIX, se
identificaron sucesos histéricos para la eleccién de las actividades, tales como el Método de
Exhaucién para introducir la nocién de nimero real como un limite de intervalos encajados
y el Método de Herén de Aznar para hacer cdlculos aproximados a numeros irracionales.
El referente matematico, proporcioné elementos tedricos para la comprensién del nimero
real y su propiedad de la densidad y la teoria intervalar, el referente didactico aporté ele-
mentos para la metodologia del desarrollo del trabajo y por ultimo el curricular facilité las
orientaciones educativas nacionales del concepto de ntimero real para grado 11 de educacién
media.
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La historia de las matemadticas revela que son un constructo social que parte de sus nece-
sidades y de su cultura, hechos que estan en constante evolucién. Es asi como a través de
las construcciones del siglo V a.C. se logré observar que el método de Exhaucién creado
por Eudoxo como una estrategia de solucién a los problemas planteados por el infinito y
lo inconmensurable, muestra también que a partir de sucesiones de poligonos inscritos y
circunscritos se prefiguran los numeros irracionales y en general la existencia del nimero
real como un limite de intervalos encajados.

La teoria intervalar como ciencia de la computacién describe una representacién del niimero
real mediante el uso de intervalos encajados, en la que se concibe al nimero real como el
limite de sucesiones de intervalos encajados y no como usualmente se hace en la escolaridad
condicionando a verse como un punto sobre la recta. Este modelo de representacion de
ntiimero real permite comprender que, ciertos niimeros como 7 no pueden describirse con un
nimero limitado de cifras decimales en el papel o en un ordenador, pero si existe una forma
de expresarlos mediante encajonamiento de intervalos de niimeros racionales cuya diferencia
sea tan pequenia como se quiera.

El estudio de las construcciones de los nimeros reales propuestas por Cantor, Bachmann y
Weiss permiten acercarse al concepto de nimero real desde una perspectiva intervalar, y se
identifica la concepcién de ntmero real como el limite de sucesiones de intervalos encajados
de numeros racionales, de la misma manera, que lo ha trabajado Cantor a través de clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy, asi mismo permiten un acercamiento a la propiedad
de la densidad de los nimeros reales como planteé inicialmente en este trabajo. Ademads,
estas construcciones, permiten inferir, que los elementos tedricos més relevantes para ser
considerados en una propuesta de aula que pretenda movilizar una perspectiva intervalar
son: el nimero real como un limite y otros conceptos asociadas como la convergencia, la
continuidad, sucesion y el intervalo.

Una estrategia para hacer una aproximacién a la propiedad de la densidad de los niimeros
reales, con un estudiante de educaciéon media es a través de la intuicién geométrica, pues
histéricamente se pudo evidenciar que algunos matematicos y filésofos de la época, la utili-
zaron para plantear soluciones a diversos problemas, como es el caso de la duplicacion del
cuadrado que propone Platon en el Mendn, pues ante la dificultad que se tenia al no haber
una relacion entre niimero y magnitud, para resolver este problema se acude a la geometria.

5. Implicaciones del estudio

La primera crisis de los fundamentos en el siglo V a.C. se dio como consecuencia de la
aparicién de las magnitudes inconmensurables y gener6 una ruptura en la cosmovisién de los
pitagdéricos, puesto que (ellos) consideraban que todas las magnitudes son conmensurables;
es decir, lo que actualmente se entiende como las magnitudes que se pueden representar
de la forma ¢ donde a,b € Z y b # 0. Algo similar ocurre en el aula, porque para los
estudiantes un factor limitante para la comprension de las magnitudes inconmensurables
es su concepcién de que todo es conmensurable. Por esta razén es importante recurrir a
estos problemas histéricos e identificar y analizar las estrategias que los matematicos en la
antigiiedad emplearon para solucionarlos y recrearlas en el aula, dandole asi una funcién
didéctica a la historia.

Los elementos fundamentales de la teoria intervalar en términos de problemas y estrategias
de solucion, para la representacion de los niimeros reales, permitié hacer la introduccién
de la propiedad de la densidad de este conjunto de manera que, los estudiantes compren-
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dieron la nocién de limite. Pues identificaron que un nimero real no necesariamente es la
representacién de un punto en la recta; sino que es aquel que estd comprendido entre dos
numeros racionales. Este acercamiento es crucial, porque al interpretar al nimero real como
ese numero que es menor que un conjunto de niimeros racionales y mayor que otro conjunto
de nimeros racionales, en el trasfondo lo que quiere decir es que el estudiante comprendio
la nocién de limite o, en su defecto el nimero real como un limite.

Existen otros campos en los cuales la teoria intervalar es aplicada, a través de la necesidad
de realizar cédlculos sin errores de aproximacién o redondeo, vista e incorporada también
por algunos matematicos para realizar sus construcciones y resolver problemas que para
décadas atras estaban ligados a pensamientos pitagdricos de que todo era medible. Ahora
bien, en relaciéon con la propiedad de la densidad esta teoria beneficia su acercamiento en
los estudiantes, puesto que, en el momento de hallar los valores mas proximos a la derecha y
a la izquierda de un numero, se observa que resultan infinitos nimeros en ambos extremos,
es decir, a medida en que se va encontrando un buen rango de estimacién del intervalo se
van identificando infinitos nimeros que comprenden el inicial.

La teorfa intervalar que tuvo sus origenes con el método de exhaucion expuesto por Eudoxo
y perfeccionado por Arquimedes, se convierte en una alternativa para expresar numeros
racionales e irracionales con naturaleza infinita mediante intervalos cerrados de racionales,
hecho que en el aula posibilita el acercamiento de forma intuitiva y conceptual al nimero
real y sus propiedades como lo es la densidad.

Algunas actividades realizadas con Geogebra permitieron que los estudiantes se aproxima-
ran al concepto de la propiedad de densidad de los nimeros irracionales, puesto que con la
representacién de los multiplos y submultiplos de un ntimero irracional en la recta numérica
identificaron que este proceso es infinito. La representacion intervalar conduce a la compren-
sién de otros conceptos matemaéticos, tales como el infinito actual y el infinito potencial.
Por ejemplo, en el momento en el que el estudiante trata de encajar un nimero de natu-
raleza infinita periédica o infinita no periddica, estara haciendo uso del infinito potencial;
ahora cuando intenta hallar un buen rango de estimacion restando los extremos del inter-
valo para encajar a un numero real, la resta de sus extremos cada vez resulta una cantidad
infinitamente pequena que tiende a cero, se aproxima al concepto del infinito actual.

La representacion de los niimeros reales expuesta a través de intervalos implica de manera
implicita la nocién de orden, es decir, para representar un nimero real, se necesitan conside-
rar los nimeros reales menores y mayores que el inicial, hecho que no sucede, por ejemplo,
cuando éstos son representados como puntos de la recta numérica.

5.1. Sugerencias a futuro

Como se ha mencionado, no se implementaron las actividades que proponen operaciones con
intervalos; sin embargo, se considera importante mencionar que una de las posibles dificulta-
des que se pueden manifestar cuando se representan los nimeros reales mediante intervalos
encajados, es que para calculos complejos se necesitan del uso de programas especializados
como INTLAB o MATLAB, es decir, los estudiantes solo podran realizar calculos sencillos.

Las actividades elegidas no condujeron a que los estudiantes lograran definir formalmente a
los nimeros reales como un limite de sucesiones de intervalos encajados, sin embargo, fue
posible —haciendo uso de Geogebra en la mayoria de las actividades— que se acercaran a la
comprensién intuitiva de densidad, una de las propiedades fundamentales, lo que permitié
que ellos lograran representar un numero mediante intervalos de nimeros racionales muy
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préximos a él. No obstante, cuando se les presenté la recta numérica a lapiz y papel, se
observé que tuvieron dificultades para hallar niimeros muy préximos con respecto a otro,
puesto que, con Geogebra los visualizaban mientras que a lapiz y papel se les dificultaba
imaginarlos.

Sin duda alguna, se reconoce que el concepto de nimero es una entidad abstracta, misma
que es susceptible de subjetividad, en especial si se habla de los niimero reales que por su
naturaleza, su introduccién es bastante compleja en el aula, por ello se sugiere que el docen-
te tenga en cuenta el diseno de actividades orientadas hacia esta representacion, tomando
como apoyo este estudio, deseando que le proporcione elementos que mejoraran las condicio-
nes para desarrollar una préactica didéactica creativa de ensenanza y aprendizaje sobre este
conjunto numeérico y su propiedad de densidad, misma que beneficia, de manera paralela, el
acercamiento a conceptos matematicos que estan ligados a este, como por ejemplo, limite,
continuidad y convergencia, entre otros.

Finalmente, el nimero real —como objeto matematico— se cree posee una realidad profunda,
por lo que resulta importante el estudio de su evolucién como parte de la actividad humana.
En este sentido, los profesores de matematicas no deben olvidar esta idea en la eleccién, di-
seno o puesta en marcha de estrategias didacticas en el salén de clases que, como lo menciona
Arboleda [1] es fundamental para “ubicarlo en el mundo de la noosfera, una dimensién de las
ideas tan importantes para la educacién como el mismo mundo de los saberes matematicos”
(p. 27), en la que a través de la transposicién —de saberes sabios a saberes ensenados— se
pueden recrear en el aula ciertos acontecimientos que fueron determinantes en la evolucién
y consolidacién de este objeto.
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