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Abstract: In integral calculus courses, when Riemann sums are studied, it is frequent or almost
mandatory to calculate the area under the curve y = f(x), > 0 and take as examples f(z) = 22,
f(z) = 2 etc.

In the development of the problem you add as 12 +22 +3% 4+ ... +n? 13 +23+ 3% + ...+ n® and
applying the formula telescopic find the formulas for such expressions.

The idea developed is to proceed in the opposite direction, that is, knowing the area (basically the

definite integral) of a region, find the sum 1™ + 2™ + 3™ + ... +n™.

Keywords. Bernoulli sum, mixtilinear triangles, sums of powers.

Resumen: En los cursos de calculo integral cuando se estudian las sumas de Riemann es frecuente

o casi obligatorio calcular el drea bajo la curva y = f(z), 2 > 0 y tomar como ejemplos f(z) = =2,

f(z) = 2 etc.

En el desarrollo del problema aparecen sumas tales como 124+22 4324+, +n2, 13423 4+3%+ .. . +n?
y aplicando la férmula telescépica se encuentran las férmulas para tales expresiones.

La idea que se desarrolla es proceder al contrario, es decir conociendo el drea (En el fondo la integral
definida) de una regién encontrar la suma 1™ + 2™ + 3™ + ... +n"™.

Palabras Clave: suma de Bernoulli, tridngulos mixtilineos, sumas de potencias.
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Delgado y Jacome

Las sumas de Bernoulli

A finales del siglo XVII era frecuente encontrar escritos de aritmética que utilizaban tablas
numéricas con calculos las cuales las manejaban los ingenieros y astronomos.

El astrénomo francés Ismael Bouilleau elaboraba tablas para calcular las sumas de los cua-
drados, cubos etc. de los primeros ntimeros naturales.

Jacob Bernoulli realizo su propia contribucién para calcular las sumas de la formas:

1m+2m+3m+ ...+ n™
La notacién y la solucién son diferentes a la que se realizara en el presente articulo.
Para calcular dichas sumas se usaré el concepto de integral definida donde se destacan los
conceptos de lo continuo y discreto.
Considerando como intervalo de integracién [0,n], como integrando la funcién:
flz)=2™,m e NU{0}

limites de integracion a =0, b=n

f(x)zx’”,meNQ{O} 7

0 1 2 3 4 5 68 7 1 n

Figura 1: Area bajo la curva f(z) = 2™ ; > 0. y tridngulos mixtilineos
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Por la teoria del calculo integral se puede establecer segun la grafica que la suma de las dreas
de los rectdangulos es igual al drea bajo la curva f(x) = 2™ mds la suma de las dreas de los
tridngulos mixtilineos (tridngulo formado por segmentos de recta y curvas).

En forma simbdlica se puede escribir:

If)+1f2)+1fB)+...+1f(n) =1"+2" +3" 4+ ...+ n™ :/ " dx + Ty,
0
Es decir, lo discreto aparece en el lado izquierdo y en el otro lado lo continuo.

l.erl n

1™ +2m+3"+ . 4+ =
m+1 o

o 1 2 3 n-1 n

Figura 2: Area bajo la curva flx)=2";2>0.

104204304 4+n0=n+Tp

En este caso no se presentan los tridngulos mixtilineos por tanto Ty = 0 de manera que

1+141+...+1=n
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Casom=1

f®=x [

o 1 2 3 n-1 n

Figura 3: Area bajo la curva f(x) = 2! ; x> 0. y tridngulos mixtilineos

n2

11+21—|—31—|—...+n1:7+T1

T1/01(1x)d:r+t/12(2w)d:v+..‘+‘/nn (n—z)dx

-1

—1+1+ +
22 T2
1 n
=_—(1+1 L+ 1) ==
SL+1+.. 1) =2
Por tanto: ) ( )
+1
11 ot 43l 1 n_nn
+2°4+3 + +n 2+2 5

Caso m =2

fx)=x" 7

12 3 4 5 6 7 n-1n

Figura 4: Area bajo la curva f(x) = 22 ; > 0. y tridngulos mixtilineos
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n3

12+22+32+...+n2:?+T2
1 2 n
T2=/(1—x2)dx+/(4—x2)dx+...+/ (n? — 2?) dz
0 1 n—1
2 5 3n 1
=-+4+= L_1, -1
T3t 3 3( +54...4+3n—-1)
3 3
k=1 k=1 k=1
1 3n(n—|—1)_n 3n2+3n—-2n  3n?+n
-3 2 6 6
De donde:
3 3 3n%4+n n® n? n (n+1)(2n+1)
124224324 4n2="41,=" v n_
+27 43 +...+n gt =5+ Tttt G
Casom =3
- B - Tl4
13+23+33+...+n3:Z+T3

1

2 n
(1 fms)der/ (8 — a¥)dx + ... +/ (n® — 2%)dx
1 n—1

&
Il
N

_3 17 +6n2—4n+1

44T 4

1

Z(3+17+ 460 —4n +1)

1 n

=1 (6n? —4n +1)

k=1
1 "L,
S0 SR SIS oY
k=1 k=1
3 2
_1 6n(n+1)(2n+1)_4n(n+1)+n _2n°+n
4 2 4
4 3 2 1)72
Dedonde 13424384, 4pd— "y _[nntl)
472 "4 2
Férmula Condensada
m+1 " m+1
142" 3 = L
m—!—lo m+1

1 2 3 n
Tm:/(lm—xm)dx+/(2m—xm)da:—|—/(3m—a:m)da:+...+/ (n™ —z™)dx
0 1 2 n—1
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1m+1 _ 2m+1

1 2
1™ — ™)y = ——, D M U sy
/0< 2™)dx /1< ) —

n 1 n 1 ”
/ (n™ —a™)dx = | n"x — o = (nmt! = i n™(n—1)— M
n—1 m+1 ) m+1 m+ 1

(n _ 1)m+1 _ nm+1
m+1

Aqui se puede aplicar la férmula correspondiente al binomio de Newton

:nm+

ooy =3 (7)o

i=o M

(n—1)™ = (n 4 (=1))™! = Z (m j‘ 1) pmHL=i( )i

=0

)

m—+1
1 . )
Z <m+ )(1)znm+12 _ pml
1m+1 _ 2m+1 7

] m =
m + 2m+7 . m
<m+1) ( m+1 ) " m+1

m 1m+1_2m+1
T = +(om g —— )+
m+1 m+1

m—+1
1 1 ) X
m(ﬁ)L >(_1)Onm+1 + Z (m + >(_1)znm+1z _ pmtl

?

(1)

inm+1—z’

Tm=< )+(2m+>+...+ nm 4 =

m+1 m—+1 m-+1

m+1 m+1
1 . ) 1 . .
<m+ >(—1)ka+1_l g <m+ )(_1)zkm+l—z
n , i n_ | i
T = m =1 _ i=2
= (K — 3 -
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En sintesis:

m+1 1

n m—+1
n m+1 ) )
1™ 42m 4 3m 0™ = — —1)ifmHisi
Fm eyt = S S S (M) e

Ejemplo: Calcular 12 + 22 + 32 + ... 4+ n? usando la féruma anterior.

Solucién:
3 1 &[S /3 L
12+22+32+...n2:ng+3Z[Z<i>(_1)lk3—z]
k=1 Li=2
n®  1e=1T/3 3
=—+= -1)%k —1)3
F s () )]
TL3 1 n TLS 1 n n
=—+3 3k—1l=—+=(3) k- 1
3+3Z[ ) 3+3<Z >
k=1 k=1 k=1
n® 1 (nn+1) n 3n?4n nn+1)(2n+1)
—3+3<32—n>_3+ 6 6

Si en la férmula:

m+1 1 n m—+1 1 ) )
1m+2m+3m++nm:n7+7 Z m+ (_1)zkm+1—z
m+1 m—i—llC =

Se hace i = j + 2 entonces, cuando ¢ = 2,5 = 0 y cuando ¢ = m + 1 se tiene que j =m — 1
entonces la férmula queda:

m4+1

n m—1
n +1 . .
1™ 42m 4 3m 4™ = ——— —1)Im—1J
TS A m+1 m—l—lkzl JZO(3+2>( )

que desarrollando y aplicando propiedades se obtiene:
nmtl 1
Im42m 4 3m 4=

et | (e
+(m+1> Zk’“ (m“) lekO]

Segun lo anterior se puede decir que para calcular 1™ + 2™ + 3™ + ... n™ se deben conocer
los resultados de las sumas:

194204 . +n® 1t4ot44nt, 0 amlgpomtl et
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