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1. Introduccion

Los cursos de calculo a nivel universitario presentan un alta mortalidad por parte de los
estudiantes, uno de los motivos se asociados es la introduccién del infinito en operaciones
propias de esta subdisciplina de las matematicas, como lo son la derivada y la integral. Cabe
decir que estas operaciones usan como base el concepto de limite, el cual acoge usos concep-

tuales del infinito matemaético.

En estos cursos, normalmente se opta por introducir primero el concepto de limite de fun-
ciones y luego el de continuidad de una funcién en un nimero. Tiene sentido tal propuesta,
debido a que para demostrar la continuidad de una funcién en un nimero, se necesita tres

condiciones:
= Verificacién de que el niimero pertenezca al dominio de la funcién.
= Verificacién de la existencia del limite de la funcién en el nimero.
= Verificacién de que el limite sea igual a la evaluacién de la funcién en el niimero.

Asi, si la verificacién del limite no es problema, la comprobacién de la continuidad de una

funcién en un numero es bastante sencilla.

La tesis doctoral [1], propone que la continuidad debe ser abordada antes que el limite de
una funcién, de hecho, el autor de tal tesis se centra fuertemente en la idea de discontinuidad
puntual como apoyo a la construccién del concepto de continuidad. Para este articulo no se
acoge completamente la propuesta [1], es decir, se opta por la manera tradicional de introdu-
cir primero limites y después continuidad, pero se acoge la idea de enfatizar en la negacion
del limite (como analogia a la discontinuidad), con el propédsito de reconocer, en el registro

grafico, la ubicacién de € y 6, las desigualdades y los cuantificadores asociados a la definicién.

El objetivo de la negacion de la definicion matematica de limite es producir una toma de
conciencia de las regulaciones que el sujeto pone en juego, de manera automadtica, cuan-
do define un objeto por sus caracteres positivos descuidando aquellos aspectos negativos
que contribuyen a establecer una definicién coherente del objeto, esta afirmacion se hace
siguiendo la tesis [1], donde citando a [2] plantea que “la importancia de movilizar esque-
mas asociados a definiciones en términos de entornos, y por tanto figurativos, hacia los
esquemas relacionados con definiciones en términos de distancia entre puntos y por tanto
esquemas operativos, genera una asociaciéon que contribuye a la encapsulacion simbdlica de

procesos y conceptos que progresivamente conduzcan a la determinacion de la relacién € - 6”.
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Normalmente se dedica mas tiempo al calculo de limites que al proceso de comprensién de
la definicién formal en términos de € - §. En esta propuesta se apunta a acercarse a esto

ultimo, sin pretender que sea una construccién de la definicién.

Nota de agradecimiento. los autores agradecen a los estudiantes de calculo I del programa
de fisica de los semestres A2021 y A2022 y los estudiantes de calculo diferencial del semestre
B2022 de Licenciatura en Matematicas, todos de la Universidad de Narino, con quienes se

ha trabado en propuesta.

2. La propuesta

Se presenta en dos momentos, el primer momento, denominado igualdad, estudia las con-
diciones que debe cumplir § para que se pueda demostrar que lim,_,o(—3z + 1) = —5. El
momento dos, denominado desigualdad, estudia las condiciones que deben cumplir € y z
para poder demostrar que lim,_o(—3z + 1) # 2.

A continuacion, se presenta la definiciéon de limite de una funciéon y la negacion de la misma,
para posteriormente comenzar con los momentos.

2.1. Definicién de limite de una funcién

se dice que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende a a es igual a L si para todo € > 0
existe § > 0 tal que para todo x del dominio de f se cumple que si 0 <| z — a |< § entonces
| f(z) — L |< e. Esto se representa de la siguiente manera:

lim f(z) =L

r—a

2.2. Negacion de la Definicién

L no es el limite de f cuando x tiende a a, si existe € > 0, tal que para todo § > 0, existe
x perteneciente al dominio de f que cumple que 0 <|z—a|<d A | f(x)— L |>e. Esto
se denota por

lim f(z) # L

r—a

2.3. Igualdad

€
Veamos en la gréafica que 0 < § < 3 sirve para demostrar la igualdad

lfm (—3z + 1) = —5

r—2

Solucion

Se debe tener en cuenta que la estrategia es encontrar ¢ el cual debe cumplir con la definicién
de limite, dada en el apartado 2.1.
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Ahora, reemplazando los valores de este ejercicio ejercicio en las desigualdades de la definicién
se tiene

O<|lz—al|<d = |fl)—Ll<e
O<lz—-2|<d = |(-3z+1)—(-DH)|<e

Para dar solucién de la forma analitica al ejercicio, es suficiente con encontrar un 6 > 0 que
cumpla la siguiente implicacién

O0<|lz—2|<d = |-3|lz—2]|<e
O0<lz—-2]<d = 3|lz—2|<e

de aqui que

0<jlz—2|<d

|z —2|<§
3lx—2]<3d
Ahora, igualando 30 con ¢ se llega a que
0= -

Asi, § = 5 sirve para demostrar que

m(—3z +1) = —5

Ii
r—2
Notese que segun la definicién, § no tiene que ser unico, sin embargo los libros de texto y

tutoriales que abordan ejercicios similares consideran suficiente la identificacién de este valor
de 6.

En este articulo, se considera que la identificacion de otros valores de d pueden servir para
acercarse a una mejor comprension de la definicién de limite, ya que normalmente se omite

gy . . c ..
que todos § € (0, g) sirven para demostrar la igualdad inicial.
A continuacién, se presenta una solucién donde se hace un andlisis de la grafica del ejer-
cicio haciendo uso de las pre-imagenes y ademas se interpretan los valores absolutos como

intervalos, es decir

O0<|lz—al<d = |flx)—L|<e
O<|z—-2|<d = |-3x+1-(-H)|<e

Lo que significa que
r€(2-6,2+49) = f(r)e(-5—€-5+¢) (1)

La estrategia es encontrar 0 tal que cumpla 1, para visualizar lo anterior considere la grafica
de la figura 1.
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‘y

fl@)=-3z+1
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Figura 1: Visualizacién de la definicién de limite en el momento 2.1

Es decir, se quiere encontrar los valores de § que permitan verificar que si z € (2 — 6,2 + 0)
entonces f(x) € (=5 —e, -5 +¢).

Teniendo esto en cuenta el objetivo es poder caracterizar d para hacer esto posible es nece-
sario encontrar la preimagen de f(z) = —3z + 1 la cual es

El objetivo de encontrar f~!(z) es localizar el conjunto preimagen del intervalo (=5 + ¢ ,
—5—¢) (ver en la figura 2 este intervalo sefialado en en el eje y a través de lineas punteadas
de color rojo), las cuales, por las caracteristicas de la funcién f, podemos obtener evaluando:

fHb e =2-2 y S5 =2+

Asf, f7Y(-b—¢e,~-b+¢e)=(2— $,2+ £), este 1ltimo intervalo se ve en la figura 2, en el eje
x.

Ubicando estos valores en el plano cartesiano, se tiene
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Figura 2: Localizacién de pre-imagenes

Analizando la figura 1 y la figura 2 resulta que con los valores localizados (ver figura 2) la
distanciade 2 a2+ 5y 2— S es

2-C+3)=k-@-2=3 @

Y por otro lado teniendo en cuenta la figura 1 la distanciade 2 a2 —0y 24 es
2—-(2-0)]=12-(2+9)]=9¢

El valor encontrado en 2 indica el valor maximo que puede tomar § para que 1 se cumpla,
asi la caracterizacién de los ¢ esta dada por

6 <

Wl ™

Note que si se toma § < £ cumple la condicién requerida, pues
O0<lz—-2I<d = |-3|lz—-2]|<e

€

|lz—-2|<d = |x—2\<§

Como § < %, se tiene
|z —2]<d<

Wl ™

Y por propiedad transitiva se tiene lo buscado

9
—2|< =
EREILE
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Nota. Se sugiere verificar graficamente, que si hay variaciones de tamafio para ¢ en la grafica,

los ¢ identificados sirven. También se sugiere verificar graficamente que si se toma § > 37

existird un @ € Domf para el cual no se cumple que f(x) € (=5 —¢,—5+¢).3

2.4. Desigualdad

Estudiemos graficamente las condiciones para demostrar que

lfm (=32 + 1) # 2

z—2

Solucién
Usando la descripcién dada en el apartado 2.2, debemos interpretar graficamente que existe
e > 0, tal que para todo § > 0, existe x € Dom f(x) que cumple que

O0<|z—al|<d AN |flx)—L|>e¢ (3)

Ahora, reemplazando los valores del ejercicio en 3 se tiene
0<|z—2|<d A |-3=)+1-(2)|>¢
Lo anterior se puede representar en intervalos, asi
z€(2-824+0) AN flz)¢(2—¢2+¢) (4)

La estrategia consiste en encontrar un € y un x € Domf tal que cumpla 4. Para lograr el
objetivo de caracterizar los € que cumplan 4 primero se ubica en en el eje x de la grafica, un
intervalo (2 — 9,24 9) y luego se debe ubicar en el eje y a f(2 — 6,2+ 6). Por caracteristicas
de la funcién, serd ttil hallar las imdgenes de los extremos f(2 —9) y f(2 4 6), asi

F2-08)=-5+30
F2+0)=-5-35

Se puede ver la ubicacién de estos valores en el eje y de la grafica de la figura 3, donde se
ve que f(2—6,2+0) =(—5—39,—5+ 30).

€
3Se sugiere verificarlo con un z € (f~1(=5—¢,2 — -).
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- -

F2—0)=-5+35 Fe=mm=======

F240)=-5-30 dmmmmmmmmmaaaaaaa-

Figura 3: Localizacién de f(2—10) y f(2+9)

Para verificar que se cumpla 4 se van a analizar tres ubicaciones distintas para 2 — ¢ en el
eje y de la figura 3, para ello se sugiere tener en cuenta el rango verde claro, es decir, el
intervalo (=5 — 34, 2).

s El primer caso a analizar es cuando

2—ec€(-5+34,2)

para estudiar mejor este caso considere la figura 4

4Estudiaremos el caso en el que § es pequefio, esto quiere decir que § es tal que 2 ¢ (f(2+98), f(2—96)), o

7
en otras palabras que § < 3 para ello fijarse en el eje y. Si se quiere estudiar el caso en el que § sea grande,

7
es decir que 2 € (f(2+6), f(2—9)) (o en otras palabras, que § > g), se puede hacer un andlisis similar al

que viene a continuacién.
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Figura 4: Primer caso cuando 2 — ¢ € (=5 + 34, 2)

Notese en la figura 4 que para que se cumpla 4, debe ocurrir que 2 — ¢ esté en el rango
verde,” y esto se cumple para todos los # € (2 — §,2 + §). Asi, resumiendo este caso,

dado 6 < 3 un € que sirve para demostrar que
ilémz(—Sx +1)#2

es aquel cumpla que 2 — e(—5+ 34, 2), ya que para toda x € (2 — 4,2+ ) se tiene que

f(z) ¢ (2—¢,2+¢).

= El segundo caso es el que requiere mas atencién, y se da cuando
2—ec€(=5—-30,—5+39)

Considérese la figura 5. En este caso a diferencia del anterior no se va a cumplir para
todas las ¢ € (2—9,2+9), sino para un subintervalo del mismo, note que 4 se cumplird
cuando x € (f~1(2—¢),2+9), para ello se debe tener en cuenta la inversa de la funcién

f, la cual estd dada por
1—2

@) =

asf f71(2—¢) == 3+5, luego el intervalo donde debe estar x para que se cumpla 4 es
(73“,2—!—5), as{

—1+4¢
3

Stener en cuenta que el rango verde de esta figura 4 es ligeramente menor que el rango verde claro de la
figura 3.

ze( 2468) A fa)¢(2—e2+¢)
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f(2+0)=-5-30 1— ..................

Figura 5: Segundo caso cuando 2 — ¢ € (=5 — 30, —5 + 39)

Al ser este caso mds complejo que el anterior, se presenta resumido de la siguiente

manera: dado § < 3 un € y un = que sirven para demostrar que

I (—3z + 1) # 2

=2

estan dados por la siguiente condicién:
2—c€(-5-352)yze(f1(2—¢),2+9).
= El tercer caso se da cuando
2—¢€ (—o0,—5—39)
Para estudiar este caso considere la figura 6
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Figura 6: Tercer caso cuando 2 — ¢ € (—o0, —5 — 34, )

En este caso no existe  que cumpla lo pedido en 4, ya que si z € (2—0,244) entonces

f(x) € (2—¢,2+¢€). Por lo tanto, dado 6 < 3 un € menor que —5 — 34 no sirve para

demostrar que
lim (—3z + 1) # 2
=2

Comentarios

La interpretacién gréfica de

lim(-3z+1)=-5

r—2
es sencilla, de hecho, gran parte de textos consideran suficiente la verificacién del caso
6= % para demostrar esta igualdad, incluso, algunos de estos textos llegando a dar
una interpretacién grafica. Sin embargo, para un mejor acercamiento a la definicién
de limite se sugiere enfatizar que § < % también sirve, pero que § > % no sirven para

tal propdsito.

Para funciones lineales es facil la identificacién de los § que permiten demostrar la
igualdad del limite, de hecho por método analitico se puede hacer sin mayor dificul-
tad. Para funciones no lineales, el manejo de desigualdades se puede dificultar, seria
por ello interesante tratar de extender la interpretacion grafica a funciones de mayor
complejidad.
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= La interpretacién gréfica de
911;1112(—333 +1)# -5

es mas compleja que la de la igualdad. De acuerdo a la propuesta planteada en este

articulo, se debe dividir en dos partes, la primera, que es desarrollada aqui, fue para

cuando § < g, para ello se identificaron tres casos de ubicacién de 2 — . Dos de

esos casos sirven para demostrar lo pedido. La segunda parte, no desarrollada en este

articulo, es cuando 0 > —, lo cual lleva a un analisis similar a la primera parte, y se

sugiere al lector que la desarrolle.

= El caso de la desigualdad no lo hemos explorado en detalle para funciones no lineales,
sin embargo queda la inquietud de que tan buen recurso sea para funciones mas ela-
boradas y que permitan graficarse, tales como para funciones polinémicas, o funciones
trascendentales, o incluso para funciones discontinuas a trozos.
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