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El Teorema de Pappus
En la Adicién y en la Multiplicacion

Saulo Mosquera Lépez!

Abstract. In a elementary book used frequently in teaching in the first levels of the school,
is exposed a geometric method to get the multiplication of the integer numbers; the present
work justify this presentation and show how some properties of adition and multiplication
are deduce from Pappus Theorem
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Resumen. En uno de los textos de matemaéticas, utilizados como referencia en la ensenanza

bésica, se presenta un método geométrico para multiplicar niimeros enteros; en este trabajo
se justifica este procedimiento y se muestra cémo algunas propiedades de la adicién y la
multiplicaciéon se deducen a partir del teorema de Pappus.
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Introduccién

En el libro 2 de la serie Matematica Progresiva, Editorial Norma, se presenta un método
geométrico para multiplicar niimeros enteros. ; Cudl es la justificacion de este procedimiento?

La respuesta a este interrogante es sencilla, pero al tratar de profundizar en él, es posible
observar que existe un teorema geométrico, El Teorema de Pappus, que guarda una estrecha
relacién con algunas propiedades aritméticas de la adicién y la multiplicacion; esta interre-
lacién es la que se presenta en este articulo que se ha dividido en cinco secciones.
i) El teorema de Pappus.
ii) Descripcién Geométrica de la Adicién.
iii) Implicaciones del Teorema de Pappus en la Adicién.

iv) Descripcién Geométrica de la Multiplicacién.

v) Implicaciones del Teorema de Pappus en la Multiplicacién.
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1. EIl Teorema de Pappus

Pappus de Alejandria fue un matemético de la antigua Grecia que vivié a finales del siglo 111
A. de C. Su gran obra ”La coleccién”se puede considerar como el libro guia de los trabajos
geométricos existentes en su época, enriqueciendo éstos con numerosas proposiciones origi-
nales, versiones mejoradas de otras, extensiones y comentarios historicos valiosos. Segtn los
historiadores, Pappus fue el ultimo de los gedmetras griegos creadores, ya que después de
él la matematica griega practicamente desaparecié y solo fue perpetuada por escritores y
criticos secundarios.

El teorema de Pappus trata sobre la pertenencia reciproca de puntos y rectas, como tal
pertenece a la Geometria Proyectiva y en ella desempena un papel fundamental.

Definition 1.1. Se denomina HEXAGONO a la figura formada por 6 puntos del plano
que son los VERTICES del hexdgono y 6 rectas que unen pares consecutivos de vértices que
son los LADOS del hexdgono. Se llaman LADOS OPUESTOS a los pares de lados que son
opuestos si el hexdgono es reqular, es decir si ABCDEF es un hexdgono, entonces:

a.- Los puntos A, B, C, D, E y F son los vértices.
D e e e R d
b.- La rectas AB, BC, CD, DE, EF y FA son los lados.
— > > <
c.- AB y DE; BC y EF; CD y FA son los pares de lados opuestos.

El Teorema de Pappus expresa una de las propiedades notables de un hexdgono cuando se
tiene una disposicién especial de sus vértices.

Theorem 1.2 (Teorema de Pappus). ”Si los vértices de un hexdgono se encuentran al-
ternadamente sobre las rectas y entonces los puntos de interseccion de los pares de lados
opuestos son colineales.” (Figura 1.)

Figura 1:

Una demostracion de este teorema requiere algunos conceptos proyectivos y puede consul-
tarse en [3].

Obsérvese que la existencia de los puntos L, M y N, como puntos ordinarios, depende esen-
cialmente de la disposicién de los puntos A, E, C'y B, D, F sobre las rectas [ y m por tanto
es posible considerar algunos casos particulares, entre los cuales esta el siguiente: ;Qué su-

cede si en el hexdgono hay dos pares de lados opuestos paralelos?

Se deben considerar dos posibilidades:
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a) [ no es paralela con m(Figura 2). Sea O el punto de interseccién de las rectas [ y m,

> —> < e
puesto que las rectas ED y AB son paralelas al igual que las rectas BC'y EF' se
deduce que los triangulos AOB y EOD, y los tridangulos FOF y COB son semejantes,
de donde

A0 EO EO FO
BO DO Y CO ~ BO
y en consecuencia % = g—g y por tanto AF es paralela a CD.

m

F
B
D
/
s E ¢ 0
Figura 2:
b) [ es paralela a m (Figura 3)
F E D .
l
A E C
Figura 3:

— — — ——
Como AB es paralela a ED y E'F' es paralela a BC entonces los cuadrilateros ABDE
y ECF B son paralelogramos de donde AE = BD y EC = BF, y de aqui concluimos

que AC'= FD o sea que ACDF es un paralelogramo y por lo tanto AF es paralela a
e
CD.

De esta manera se ha demostrado que:
7S los vértices de un hexdgono estan alternadamente sobre dos rectas | y m y el hexdgono

posee dos pares de lados opuestos paralelos entonces los lados del tercer par también son
paralelos.”
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El caso en el que las rectas [ y m no son paralelas se denominard “Teorema de Pappus”y el
caso en el que | y m son paralelas “El Pequenio Teorema de Pappus”.

2. Descripcién Geométrica de la Adicién

La adicién Geométricamente tiene su fundamento en la nocién intuitiva de colocar un seg-
mento a continuacién de otro en la misma recta, es conocido, ademas, la correspondencia
biunivoca que existe entre los puntos de una recta [, con un punto dado como origen y un
segmento unidad dado, y los niimeros reales, de manera que no se hard diferencia entre los
puntos y los nimeros.

Definition 2.1. Dados una recta l del plano, O un punto en ella y A, B, C tres puntos
cualesquiera de l , diremos que C es la suma de Ay B, C = AxB, si y sélo si OC = OA+OB,
consideradas como distancia dirigidas. (Figura 4)

0 A B C=A+B

Figura 4:
Algoritmo

Sea [ una recta, O un punto en ella y A y B dos puntos cualesquiera sobre [, entonces (Figura
5)

a) Se traza por O una recta m diferente de [.
b) Se traza una recta !’ paralela a [, entonces I’ intercepta a m en un punto D.

¢) Por B se traza una paralela a m la cual corta a I’ en un punto E.

>
d) Seune A con Dy por E se traza una paralela a AD, la cual intercepta a [ en un punto

C.

Figura 5:

El punto C es tal que C = A+ B ya que OC = OA+ AC =0OA+ ED =0A+ OB.
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3. Algunas Consecuencias del Teorema de Pappus en la Adicién

La adicién en el conjunto de los niimeros reales tiene las propiedades de grupo abeliano y es
posible demostrar que algunas de ellas se deducen a partir del algoritmo dado, por ejemplo,
la asociatividad de la adicién, sin embargo otras requieren de otros conceptos. Una de ellas
se deduce a continuacion.

Theorem 3.1. FEl pequeno teorema de Pappus es equivalente a la conmutatividad de la
adicion.

Demostracion. Un sentido de este resultado se obtiene asi: sea [ una recta del plano y O un
punto en [, consideremos ademas, dos puntos cualesquiera A y B en [, entonces

a.- Se construye A+ B de acuerdo con el algoritmo dado (Figura 6) con lo cual obtenemos
los puntos Dy E sobre la recta I’ paralela al,el punto C sobre l tal que ¢ C=AxBy

1as rectas m = OD EB AD y EC tales que OD es paralela a BE y DA es paralela
a EC.

Figura 6:

b.- Se construye B + A, para lo cual se traza por A una paralela a m lo cual determina el
punto E’ en I/, unimos B con D y luego E’ con C. El punto C es B + A siempre que

— A . ‘s
BD sea paralela con E'C lo cual se demuestra a continuacion.

L, = — “
Puesto que por construccion BE es paralela a OD y AE' es paralela a OD, entonces

< — ., —> >
BE es paralela a AE’ y como por construcciéon AD es paralela EC entonces en el
hexdgono ADBECE'’ se cumplen las hipétesis del pequeiio teorema de Pappus, por lo

< A z . ez .
que DB es paralela a E'C' |, luego C representa a B+ A y asf la adicién es conmutativa.

La demostracién en el otro sentido procede como sigue. Se realiza la construccion, segin el
algoritmo, de C = A+ Byde C' = B+ A (Figura 6) con 10 cual se obtiene que O<—)D es

paralela a BE y a su vez paralela ﬁ AD es paralela a EC y DB es paralela a E’C’
entonces en el hexdgono EBDAE'C hay dos pares de lados opuestos paralelos, BE y AE’

AD y EBC y puesto que A+ B = B+ A, C coincide con C’ es decir DB es paralela a E’C
y por tanto se cumple el pequeno teorema de Pappus.
o

4. Descripciéon Geométrica de la Multiplicacion.

Definition 4.1. Sea [ una recta dada en el plano y O un punto en ella, se ubica un punto
u en | diferente de O y se adopta Ou como segmento unidad, entonces si A, B y C son
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tres puntos cualesquiera de [, entonces C es el producto de A y B, C = AB si y sdlo si
oc _ OB
OA — Ou-
Algoritmo: Sea [ una recta del plano, O y u puntos sobre ella con O diferente de u y OU
el segmento unidad. Sean ademéds, A y B puntos cualesquiera sobre [, entonces (Figura 7).

1. Se traza por O una recta cualquiera [’ diferente de .
2. Se selecciona sobre I’ un punto u’ tal que Ou = Ou’ .

3. Se une u con u’ y por B se traza una paralela a uu/, esto determina en I’ un punto B’
tal que OB’ = OB.

4. Se une v’ con Ay por B’ y se traza una paralela a u/A la cual intercepta a [ en un
punto C.

y
ou h B 4

Figura 7:

Este punto C es el producto de A y B ya que los tridngulos Ou’A y OB’C' son semejantes
por tener un dngulo comun en O y un par de lados paralelos, a saber los lados u’A y B'C
de donde se obtiene que

oCcC OB OB

—_— === — or tanto C' = AB.

OA O ou VP
Obsérvese que este algoritmo proporciona una tabla de multiplicar por un niimero dado ya
que es suficiente colocar en [ el multiplicando A, en I’ el multiplicador B y el segmento
unidad O/, unir u’ con A y por B trazar una paralela a Au’ , el punto C' de interseccién

de esta paralela y [ representa el producto AB (Figura 8).

Il
B
] \
!
0 A C=AR
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9. Implicaciones del Teorema de Pappus en la Multiplicacion.

De manera similar que en la adicién, utilizando el algoritmo de la multiplicacién se pueden
probar algunas propiedades de esta operacién; por ejemplo, la existencia del neutro, la
distributividad y que otras pueden deducirse aplicando el teorema de Pappus. Veamos una.

Propiedad 5.1. El teorema de Pappus es equivalente a la conmutatividad de la multiplica-
cion.

Prueba. Sea | una recta del plano, O y u puntos diferentes sobre ella y Ou el segmento
unidad. Sean ademads, A y B puntos arbitrarios de [, entonces

a.- Se construye AB de acuerdo con el algoritmo dado, con ello se obtlene los puntos o,
/

sobre I’ | el punto C sobre l que | representa AB v L las rectas uu uA BB’ y BC
(—)
tales que uu’ es paralela a BB’ y u’A es paralela a B’C’ (Figura 9).

Figura 9:

«—
b.- Se construye BA, para lo cual se traza por A una paralela a uu’ que determina en I’
el punto A’; se une B con v’ y A’ con C . Para que C represente BA se debe cumplir

—> —>
que las rectas u'A y A’C sean paralelas. Veamos esto:

1L I ! ! !
Puesto que por construccion uu’ es paralela a las rectas BB’ y AA’ entonces BB’ es
> >

>
paralela a AA’ y como por construccidn u’A es paralela a B’C' entonces el hexdgono
u'BB'CA’ A tiene dos pares de lados opuestos y por el teorema de Pappus el tercer
— —>

par tiene sus lados paralelos, es decir, u'B es paralela a A’C' y por tanto C representa
BAyasiC=AB = BA.

La demostracion en el otro sentido es andloga a la de la adicién. of

Como ultima consideracién debe observarse que la tabla de multiplicar dada, proporciona
un procedimiento para ”probar”las leyes de los signos de la multiplicacién, como puede
deducirse de las siguientes graficas.
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Figura 10.1
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Figura 10.3
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Figura 10.2
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a

p=ab

Figura 10.4
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