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Cuadratura de Poligonos por Diseccion
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Abstract. The last ten theorems from Book I of the Elements of Euclid turn out to be
testimonies of Man’s concern for the transformation of equally-large figures and especially in
order to find the area of a flat figure using a rule and compass. The problem of the quadrature
of the circle, for example, held the academic community up until the 17th century when its
insolvability was determined. In this article particular cases of quadratures are presented by
means of dissection and with the use of innovative theoretical elements in order to establish
a general procedure to find the area of any rectangle without taking into account the value
of reason between the longitude of its sides.
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Resumen. Los ltimos diez teoremas del Libro I de los Elementos de Euclides resultan ser
testimonios de la preocupacién del hombre por la transformacién de figuras equiextensas y
especialmente por cuadrar una figura plana utilizando regla y compéas. El problema de la
cuadratura del circulo, por ejemplo, mantuvo en vilo a la comunidad académica hasta el siglo
XVII cuando se determiné su irresubilidad. En este articulo se presentan casos particulares
de cuadraturas por la via de la diseccién y con la utilizacién de elementos tedéricos innovadores
al establecer un procedimiento general para cuadrar un rectangulo cualquiera sin importar
el valor de la razon entre la longitud de sus lados.

Palabras Clave. Equiextenso, Cuadratura, Cuadratura Real, Diseccién, Rectdngulo Ele-
mental.

Introduccién

Un tema recurrente en los textos de contenido cientifico de cardcter popular, o en las seccio-
nes de divertimentos en revistas especializadas es el de la transformacion de areas, proceso
en el que el concepto de area queda invariante. El problema consiste en diseccionar una fi-
gura plana en la menor cantidad de piezas con el fin de reordenarla para convertirla en otra.
Los grandes creadores de acertijos, el inglés Ernest Dudeney y el estadoudinense Sam Loyd
recurrieron al tema de la transformacion de areas para mantener columnas en la Revista
Tit-Bits. Por increible que parezca, en este tipo de rompecabezas cuya solucién depende de
la diseccién, subyacen altos conceptos y principios matematicos. La diseccién asegura que
al cortar una figura y reordenar las piezas, el area total no cambia. A una pregunta del
matematico hungaro Wolfgang Bolyai, Gerwein demostré que dados dos poligonos planos
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de igual area, existe un conjunto finito de piezas poligonales idénticas que pueden ser reor-
denadas para configurar cualquiera de las dos figuras. Este resultado tedrico importante, se
conoce como el Teorema de Bolyai-Gerwein y fue demostrado por William Wallace en 1807.

Es importante en la transformacién de figuras mostrar ejemplos claros y evidentes de formas
que son equivalentes por diseccién. En este articulo se indica un procedimiento general que
permite convertir cualquier rectangulo en cuadrado. El procedimiento entrega una disec-
cién particular que se ha denominado cuadratura real y resulta elemental, contrario a las
disecciones elaboradas y complejas encontradas por el fanatico de la diseccion David Collison.

En el libro Dissection: Plane and Fancy de Greg N. Frederickson, se indican algunos prin-
cipios béasicos de la diseccion como el principio del escalén y el principio de la teselacion.
Harry Lingren, autor del libro Geometry Dissections, experto mundial en disecciones ha
presentado con frecuencia ejemplos de figuras poligonales que se convierten en cuadrados
como los correspondientes a la cruz griega, el dodeciagono regular y el clasico problema de
la silla de mano o silla de la novia.

Como se muestra en este articulo, las disecciones estan intimamente ligadas a otra gran
preocupacion, que es la agregacion de nuevas demostraciones a las casi cuatrocientas que
posee el teorema de Pitagoras.

El problema de la cuadratura de una figura plana de ?rea A consiste en construir un cuadra-
do de area A utilizando regla y compés. Un rectdngulo de lados a y b se cuadra al construir
un cuadrado de lado vab , para ello se sigue el procedimiento establecido por Euclides en
la Proposicién 13 del libro VI de sus Elementos. Sin embargo, esta cuadratura no permite
ejecutar una diseccién del rectangulo para que, por yuxtaposicién con las secciones resul-
tantes, se pueda configurar el cuadrado.

Una cuadratura real es la particion de una figura geométrica plana mediante segmentos
rectilineos de manera tal que la yuxtaposicion de todas sus partes configuran un cuadrado.
La figura inicial y el cuadrado, en consecuencia tienen la misma drea.

En el libro de divulgacién popular Nuevos Pasatiempos Mateméticos, Martin Gardner ex-
pone la fragmentacién de la estrella de David elaborada por E.B. Scout y del dodecagono
regular encontrada por Harry Lindgrenn. La particularidad de las soluciones exhibidas es
que el numero de fragmentos es reducido; cinco para la estrella de David y seis para el
octagono regular y a ello se anexa que las piezas de la diseccién adquieren formas curiosas
que hacen adivinar que por yuxtaposicién de ninguna forma se configuraria un cuadrado.
Asi, las soluciones son asombrosas, simples y bellas, pues se rodean de perplejidad.

Este articulo exhibe la cuadratura real del octagono regular y de un infinita clase de rectangu-
los sin importar la razén que tengan las longitudes de sus lados. La idea general es la de
descomponer un poligono cualquiera en tridngulos que a su vez se transforman en rectangu-
los y ellos en cuadrados y por ultimo, mostrar que la suma de cuadrados es un cuadrado
como lo demostré Euclides en la Proposiciéon 47 del Libro I de los Elementos en el llama-
do Teorema de Pitdgoras o en concordancia con el método real que aqui se presenta. La
transformacién mencionada se indica en la Figura 1.
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Figura 1:

Cuadratura real significa que es efectivamente posible realizar la diseccién utilizando papel
y tijeras, donde las tijeras adquieren el acento euclideano ya que cortan en linea recta.

1. Cuadratura de Poligonos

Todo poligono es susceptible de diseccionarse en tridngulos, si el poligono es convexo es
suficiente tomar un vértice cualquiera y trazar todos los segmentos a los demas vértices. En
la Figura 2 se indica una triangulacién para un poligono céncavo y otro convexo.

Figura 2: Triangulacién para un poligono céncavo y convexo.

1.1. Cuadratura del Triangulo

Sea el tridngulo AABC. La idea es fragmentar el triangulo y conformar, con la particién
conseguida, un rectangulo. Se traza la altura C'D y se toman los puntos medios M,N,P y
Q@ de los segmentos AD, DB, AC y BC respectivamente. El cuadrilitero MNQP es un

<~

rectangulo. Se prolonga PQ y se trazan por A y B perpendiculares a la recta PQ) ; de este
modo se determinan los puntos [ y J.

Es suficiente ver que Al =2 A2 y A3 = A4 y en consecuencia los tridngulos 1 y 2 se colocan
por movimientos rigidos, en las posiciones de los tridngulos 2 y 4 para conformar el rectangulo
ABJI. Tal y como se indica en la Figura 3.



Figura 3:

Para la cuadratura real del rectangulo, que es el paso subsiguiente en el propédsito de cuadrar
el tridngulo, se presentan los siguiente resultados tedricos que conducen a ese objetivo.

Teorema 1.1. Si desde los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado | se trazan
tangentes a una circunferencia de centro en el centro del cuadrado y radio r tal que r <
%, las tangentes determinan un cuadrado interior y cuatro cuadrildteros congruentes entre
st que por yuxtaposicion configuran un cuadrado; esta cinco piezas constituyen una diseccion
del cuadrado que se transforma en dos cuadrados

Demostracion. Sea el cuadrado LK JI y los puntos A, B, C'y D los puntos medios de cada
uno de sus lados y el cuadrilatero EFGH determinado por las tangentes a la circunferencia
de centro en O trazadas desde esos puntos medios. Los puntos S, P, @ y R son puntos de
tangencia y también los puntos medios del cuadrildtero R. Se trazan los segmentos AC, SQ,
AD, ABy BD.

Los tridngulos rectangulos AASO y ACQO son congruentes por tener la hipotenusa y un
cateto iguales, luego AS = CQ . De igual modo se demuestra que BP = DRy AS = BP ;
ademsds los angulos £p y £\ son iguales.

Como el dngulo L HAC = LFC A, entonces la recta F'C' es paralela a la recta AH. Asi mis-
> > —
mo la recta BE es paralela con la recta GD. Por F se traza una paralela a la recta AC;

s

entonces W =A=pyp=p.AhoraV+p=p+o=7.

el mismo modo se puede demostrar que los angulos en F', Gy H son rectos. Como la tangente
a una circunferencia es perpendicular al didmetro en el punto de tangencia se encuentra que
ES es perpendicular con SQ y dado que el d4ngulo en E es recto Y S SQ es paralela con EF
entonces el cuadrilatero EFQS es un rectangulo y por ello SQ = EF = 2r, siendo r el radio
de la circunferencia de centro en O. Por idénticos razonamientos se encuentra que EH = 2r,
HG = 2r y GF = 2r y en concordancia con esto, el cuadrilitero EFGH es un cuadrado.



Figura 4:

Se muestra que el cuadrildtero ABFEI, que se ha signado como 1 en la Figura 4, es con-
gruente con el cuadrildtero rotulado como 2 ya que BP = AS y PE = SH = r, entonces
BP+PE = AS+SH y asi las cosas BE = AH o lo que es lo mismo BF+FE = AE+ FEH,
pero FE = EH , entonces BF = AE . Por discernimientos analogos se prueba que
AE = DH.

Los cuadrildteros rotulados como 1 y 2 se descomponen en dos tridngulos rectangulos y se
observa que LAIB = LALD y {AEB = {DH A e igual descomposicién con congruencias
sufren los otros cuadrilateros rotulados como 2 y 4 siendo todos, congruentes entre si.

Para demostrar que lo cuadril?teros 1, 2, 3 y 4 forman un cuadrado es suficiente aplicar
translaciones adecuadas a cada uno de ellos como se dispone a continuacién y que se han
representado en la Figura 4.

El cuadrilatero 1 se traslada segun el vector Iz) .

El cuadrilatero 2 se traslada segin el vector LK.

El cuadrilatero 4 se traslada segin el vector J-I>(

El cuadrilatero 3 se traslada segun el vector nulo.

El resultado de estas transformaciones rigidas es el cuadrado de lado GM que aparece en
posicién oblicua.

Al llamar b al lado del cuadrado conformado por los cuadrilateros 1, 2, 3 y 4 se tiene que
b=GC+CM =GC+ AH = GC + AE + EH = 2CG + 2r de donde CG = b’;’“, dato
importante para conseguir el propdsito que persigue el articulo.

]

1.2. Cuadratura del Octagono Regular

Una aplicacién natural del teorema anterior, es el de la transformacién de un octagono
regular en un cuadrado; transformacién que sigue el recurso en el que se fundamenta este
articulo.

Dado el octdgono regular ABCDEFGHYy siendo AB = I se prolonga los lados opuestos con
el fin de construir un cuadrado de lado [ + 2z. La inspeccién del valor de x determina que



Figura 5:

22 +22 =12 yporellozr= @ . En concordancia con esto, el 7rea del nuevo cuadrado

es A = V/2(2+V2)I2. Sea O el centro del cuadrado que hace centro a la circunferencia de
radio é y desde los puntos medios de los lados del octagono se trazan las tangentes a la
circunferencia para configurar los cuadrilateros que se han rotulado en la Figura 5 como 1,
2, 3 y 4 que al disponerlos en concordancia con las traslaciones senaladas en el Teorema
1.1, configuran un cuadrado.. El cuadrado pequeno que se ubica en el centro resulta ser la
agregaciéon de los tridngulos que se agregaron en la construccion inicial.

1.3. Cuadratura de un Rectangulo

El articulo centra su atencién en la cuadratura de un rectangulo elemental, pero es natural
que uno no elemental se particiona en rectdngulos elementales, cada uno de los cuales se
cuadra. Finalmente se suman cuadrados y se sabe que la suma de cuadrados es un cuadrado.

Todo esto deriva en asegurar que el método expuesto en este articulo permite diseccionar
cualquier rectangulo para transformarlo en un cuadrado.

Definicién 1.2. Se denomina rectangulo elemental a todo rectdngulo de lados a y b que
satisfacen las relaciones a >b y b > (v2—1)%a .

La Figura 6 exhibe un rectangulo elemental.

I} 94

b

A - B
Figura 6:

Teorema 1.3. Todo rectingulo elemental admite cuadratura real.

Demostracién. Desde los resultados (a + b)? = a? +2ab+ b y (a — b)? = a® — 2ab + b? se
2 2
consigue que (a+b)% — (a — b)? = 4ab y por ello ab = Lt —(a=b) Z(afb) 0 ab= (%) — (25b)?

y al escribir d = “E2 y ¢ = 222 se tiene en definitiva que ab = d* — 2.



Esto significa que el drea del rectangulo es igual al area del hexagono en forma de L que
aparece sombreado en la Figura 7.
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Figura 7:

Para descomponer el rectdngulo ABC'D que se ha transformado en el hexdgono en forma
de L, como aparece en la Figura 7, se prolonga el lado AB y haciendo centro en B se traza

—
un arco de circunferencia con radio b que corta a la recta AB en el punto E; a continuacian
se toma el punto medio de AE que se rotula con M y por el se traza una perpendicular a la

— — .
recta AB que corta a la recta C'D en N, como se muestra en la Figura 8.
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Figura 8:
El punto M pertenece al segmento AB puesto que AM = “T'H) = d y siendo b < a se tiene
“T‘H) < &£8 ) es decir aTer < a. Tambi?nMB:afaTer: S =c

Se dispone, a continuacién, el rectangulo M BC'N como se indica en la Figura 8 para obtener
el hexdgonoAM N M’'B’C’ en forma de L con igual drea del rectdngulo original ab. Ademés
AC! = b o = o — dy MPN — st~ — 55t

Retomando la Figura 7, se toman los puntos I y J que son los puntos medios de los seg-
mentos AE y GC . Por I se traza una paralela a la recta <B—C>’ y por J una paralela a la
recta AB ; asi quedan determinados los rectangulos rotulados como 1, 2, 3,4, 5,6, 7y 8 que
se pueden disponer en un cuadrado de lado d de la forma en que se muestra en la Figura
9.b. (El cuadrado que no esta sombreado queda ubicado en el centro como en un marco tipo
paisaje mientras que los rectdngulos mencionados hacen un marco.)
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Figura 9.a Figura 9.b

Las figuras 9. a, 9.b, 9.c y 9.d presentan todo lo expuesto hasta el momento para determi-
nados valores a y b. La transformacion indica como un rectdngulo elemental se descompone
en el marco de un cuadrado central.

A P B
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Figura 9.c Figura 9.d

Se inscribe en el cuadrado central una circunferencia de radio 5 y desde los puntos medios
P, Q, Ry S delos lados del cuadrado ABC'D se trazan tangentes a la circunferencia como
lo indican las figuras 9.c y 9.d. Los tridngulos marcados como ¢ y ¢’ tiene la misma drea y

en la diseccién compensan. Ademads se debe satisfacer que r < %d osea § < \/75 (aTer), olo

que es igual % (“T_b) < % (“T'H)), estoesa—b< ‘/75 (aTer) o mejor, 2a — 2b < V2 a++2 b,
entonces b > (\/5 —1)2a y b < a, inecuaciones que constituyen las condiciones para realizar

la cuadratura real del rectangulo ab.
v

Utilizando herramientas de geometria analatica, se demuestra que los triangulos rectangulos
¢y ¢ de la Figura 9. ¢ y todos los demds que aparecen bordeando a la circunferencia a
la circunferencia en el segundo cuadrado son iguales; en consecuencia, los triangulos que se
quitan al marco como el ¢, son compensados con los tridngulos rectangulos esquineros del
cuadrado central como el ¢’; y como los cuadrildteros APW S y sus similares, que aparecen en
el cuadrado de la Figura 9.d, forman un cuadrado; entonces, el marco, o sea, el rectangulo
ab queda transformado en un cuadrado. La diseccion y la yuxtaposicién de sus partes se
muestran en las Figuras 10.a y 10.b.
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Figura 10.a Figura 10.b

Si el rectangulo no es elemental, hecho que ocurre cuando a > b, pero b > (\/5 —1)2a, se

divide el lado a en n partes iguales que determinan n rectdngulos elementales. n se escoge de

2 -1)%

manera que sea el minimo entero positivo para el que se cumple la relacién b > (\/_7);
n

talnesn = [%] donde [] indica que se toma la parte entera del cociente.

Figura 11.

Como se ha visto, cada rectdngulo admite cuadratura real y en consecuencia se tienen n
cuadrados de igual drea que se fragmentan para formar un solo cuadrado, para lo cual se
puede utilizar el teorema de Pitdgoras o la suma de cuadrados que se explica en el teorema
1.4.

Teorema 1.4. Si se tiene dos cuadrados, el de mayor lado se puede descomponer en cua-
drildteros de manera que al disponerlo adecuadamente junto al otro, forman un solo cuadra-

do.

Demostracion. Sean los cuadrados de lados a y b donde a > b. Sobre los lados del cuadrado
mayor ABCD se toman los puntos P, @, R y S de manera que AP = BQ =CR = DS =
T = anb y por ende PB = QC = RD = SA = y. Se trazan los segmentos PR y QS y
el cuadrado queda dividido en cuatro cuadrildteros congruentes cuyos angulos en O, como
se indica en la Figura 12, son rectos. La justificacion de este hecho esté referida a que los
lados del cuadrildtero PQR.S son iguales por ser hipotenusas de tridngulos rectangulos de
catetos x y y. En consecuencia {SRQ = ¢ es tal que {DRS + ¢ + LORC = 7 y llamando
£ADRS =py £ORC = o se tiene que p+ 0 = 5 y por ello p = 7 y en tal razén PRy QS
son las diagonales de un cuadrado y por ello se cortan en dngulo recto. o]
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Figura 12.

La disposicion se puede llevar a cabo utilizando traslaciones y reflexiones como se indica en
la Figura 13.

Figura 13.

Teorema 1.5. Si se tienen n cuadrados, entonces, mediante divisiones adecuadas, se pueden
disponer en un solo cuadrado.

Demostracion. Sean cy,ca, ..., c, los cuadrados. Por el Teorema 1.4 se suman los cuadrados
€1y co para obtener el cuadrado ki; enseguida se suman, también por el Teorema 1.4, los
cuadrados k1 y c3 para obtener el cuadrado ko y finalmente se aplica el mismo Teorema 1.4
al cuadrado k,,—o y al cuadrado ¢, para obtener el cuadrado k. o

1.4. Cuadratura del Triangulo Equilatero.

Las disecciones geométricas se vienen consolidando como una clase de divertimentos y
rompecabezas mateméticos que consisten en seccionar figuras geométricas en un nimero
finito de piezas y ensamblarlas para conformar otra. Un ejemplo particular es el presentado
por Ernest Dudeney quien demostré ante la Royal Society de Londres en 1905, que con
las cuatro figuras bésicas que se muestran en la Figura 14, a saber tres cuadrilateros y un
tridngulo se pueden construir un tridngulo equildtero y un cuadrado.
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Figura 14.

Este resultado se fundamenta en el calculo de la longitud del cuadrado final de igual area
que el tridngulo ABC y que se alcanza calculando la media proporcional. La diseccién del
tridngulo equildtero en los cuadrilateros BHGD, DGEA y FICFE y en el tridngulo HIF se
realiza procediendo asi:

1. Se calculan los puntos D y E que son los puntos medios de los lados AB y AC
respectivamente del tridngulo equildtero ABC.

2. El punto H se coloca sobre el lado BC' de tal modo que la longitud del segmento EH
sea igual al lado del cuadrado que tiene igual area que el tridngulo ABC.

3. El punto I sobre el lado BC es tal que HI y EC tienen la misma longitud. La herra-
mienta compéds es la mas versatil para la ubicacién de este punto. De este modo HI
es una mitad de cualquiera de los lados del tridngulo ABC.

4. Las lineas DG e I'F, son ambas perpendiculares a la linea FH.

De aqui en adelante, se debe ensamblar de otra manera las cuatro piezas de forma que
configuren un cuadrado. La idea es hacer que lados de igual longitud de las piezas coincidan

A
170°
Respugsta: - 170"
D E
G
B &
" I
Figura 15.

y para ello, inicialmente, se digita con Edicién Numérica un valor cercano a los 1807 que a
la vez se multiplica por —1 a fin de disponer de una rotacién con orientacién negativa y otra
con orientacién positiva. Esta accién se muestra en la Figura 15.

En la Figura 16 se indica la rotacion efectuada al cuadrildtero FIC'E con centro en el
punto E y en un angulo de 1707 y al mismo tiempo la rotacién del cuadrilatero BHGD

11



Figura 16.

con centro en el punto D y con un angulo de —1707. Como este dltimo dngulo depende del
anterior es preferible ocultarlo y modificar el primer valor hasta que alcance el valor de 1807,
momento en el cual se establece coincidencia con dos lados del cuadrilatero DGEA, tal y
como se muestra en la Figura 17.

Figura 17.

Por dltimo, y para configurar el cuadrado, se traslada el tridngulo HIF segun el vector I.J
con lo que queda ensamblado un cuadrado, como se observa en la Figura 18.

12



Figura 18.

Resulta atractivo ver paso a paso y por animacién del valor de la amplitud de la rotacién a
partir de un determinado valor, la forma en que se va reacondicionando el cuadrado a partir
del tridngulo equilatero. La secuencia de las Figuras 19. a y 19.b 64 y 65 evidencian algunos
n_l())mentos y en adicién al tridngulo HF' se le ha suscitado una traslacién segin el vector

IJ y una rotacién alrededor de J en un angulo igual al doble de lo que rota el cuadrilatero
ICEF.

Figura 19.a Figura 19.b

Nota 1.1. Los autores de este articulo elaboraron todas las construcciones en el asistente
geométrico Cabri Geometre, elaborado en la Universidad Joseph Louis Fourier de Grenoble,
Francia, con licencia adquirida por la Universidad de Narino y ponen a disposicion de los
interesados los archivos correspondientes que se han construido aprovechando al mdximo los
modelos euclideano y transformacional del paquete.
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