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Abstract: The parallelogram is an elementary geometric figure that is studied in basic and se-
condary education, however, this geometric object has properties that are not usually treated at
these educational levels, Thébault’s theorem and Dao Thanh Oai’s theorem are examples of these.
properties despite the fact that they are based on simple and elementary foundations. The purpose
of this article is to illustrate, using GeoGebra, these results, as well as other relationships that have
been observed through exploration, experimentation, and visualization and have not been “found”
in the literature on the matter.
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Resumen: El paralelogramo es una figura geométrica elemental que se estudia en la ensefianza bésica
y media, sin embargo, este objeto geométrico posee propiedades que no se suelen tratar en estos
niveles educativos, el teorema de Thébault y el teorema de Dao Thanh Oai son ejemplos de estas
propiedades a pesar de que se sustentan sobre cimientes simples y elementales. El propésito de este
articulo es ilustrar, utilizando GeoGebra, estos resultados, asi como otras relaciones que se han
observado a través de la exploracién, experimentacién y visualizaciéon y no hemos “encontrado” en
la literatura al respecto.
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1. Introduccion

“Reconocer el impacto de las nuevas tecnologias tanto en los énfasis curriculares como en sus apli-
caciones”, es uno de los argumentos que se promueven en los lineamientos Curriculares de Ma-
teméticas (MEN, 1998), seccién de Referentes Curriculares, para impulsar una novedosa visién de
las matemadticas escolares; en este sentido promover el desarrollo del pensamiento espacial y métrico
es un espacio adecuado para su fomento y aplicacién, recurriendo para ello a la geometria.

En la ensenanza béasica y media, es usual tratar, el paralelogramo y algunas de sus relaciones bésicas,
sin embargo, resultados tales como el teorema de Thébault, (1937) “Si sobre los lados de un para-
lelogramo se construyen exteriormente (interiormente) cuadrados, los centroides de los cuadrados
construidos forman un nuevo cuadrado”no son considerados. Una modificacién de este resultado fue
reportada por Dao Thanh Oai en el afio 2015, “Si sobre los lados de un paralelogramo se construyen
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cuadrados externos y se prolongan los lados del paralelogramo de manera que intercepten a las rectas
que unen los centros de los cuadrados, entonces, los puntos de interseccion de estas rectas forman
un cuadrado”. El objetivo central de este articulo, ademés de ilustrar los resultados anteriores, es
el de utilizar GeoGebra para que a través de la exploracién, visualizacién y experimentaciéon se
promuevan preguntas tales como: jExiste alguna relacién entre las dreas del paralelogramo y las de
los cuadrados construidos a partir de los centroides?, ;Existe alguna relacién entre las dreas de los
cuadrados construidos a partir de los centroides y la de los cuadrados construidos a partir de los
lados? ;qué sucede en, el teorema de Dao Thanh Oali, si los cuadrados se construyen interiormente?,
;la relacién métrica que se observa en el teorema de Thébault, se conserva en el teorema de Dao
Thanh Oai?.

2. El teorema de Thebault.

En geometria euclidiana es posible encontrar resultados cuyos enunciados no son sencillos de com-
prender, no inicamente por los elementos geométricos involucrados en el mismo sino, ademaés, por
la cantidad de informacién geométrica que los relaciona, por ejemplo, “El punto medio de la terna de
los circulos de Jhonson estd sobre el circulo de Lester del tridngulo medial del triangulo de contacto”
(Grozdev, 2016).

Sin embargo, existen otros resultados, que sorprenden por la sencillez de su enunciado y por la
facilidad de comprensién de los mismos, en nuestra opinién, el teorema de Napoleén (1825), es uno
de ellos, “Si sobre los lados de un tridngulo se construyen externamente tridngulos equildteros, el
triangulo formado por los baricentros de estos triangulos es equildtero”. La grafica 1, ilustra este teo-
rema y una demostracién del mismo puede revisarse, por ejemplo, en [1] o en [3]. Ante este resultado
inmediatamente surge la inquietud sobre, si el teorema persiste cuando los tridngulos equilateros no
se construyen de manera externa sino en de modo interno y, por ejemplo, buscar relaciones entre los
objetos geométricos inicial y final en cuanto a sus dreas y perimetros. Interrogantes que permiten
motivar el estudio de la geometria pura o sintética.

Figura 1: El teorema de Napoledn.

;Qué sucede si en lugar de un tridngulo se considera un cuadrilatero? Y de hecho, ;por afinidad, si
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en lugar de tridngulos equildteros se construyen por analogia, cuadrados?

La respuesta se encuentra en el teorema de Van Aubel (1878), “Si se construyen, exteriormente,
cuadrados sobre los lados de un cuadrildtero convexo, los segmentos que unen los centros de los
cuadrados construidos sobre lados opuestos son perpendiculares y tienen la misma longitud”. La
grafica 2 ilustra este resultado y una demostracién del mismo se puede encontrar, por ejemplo, en

[6].

Figura 2: El teorema de Van Aubel.

3. El teorema de Van Aubel y el de Thébault

Si se observa con detenimiento la gréafica 3 es posible inferir que el cuadrilatero determinado por los
centros de los cuadrados no es un cuadrado.

Consecuente con lo anterior, es licito preguntarse. jbajo qué condiciones, en el teorema de Van Au-
bel, este cuadrildtero es un cuadrado? La respuesta a este interrogante se conoce como, el teorema
de Thébault (1937), que reza “Si sobre los lados de un paralelogramo se construyen exteriormente
(interiormente) cuadrados, los centroides de los cuadrados construidos forman un nuevo cuadrado”.
La gréfica 4, ilustra este resultado.
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Figura 3: El cuadrilatero determinado por los centros en el teorema de Van Aubel.

Figura 4: El teorema de Thébault externo.

3.1. Dos relaciones métricas

Si se utiliza un software de geometria dindmica, por ejemplo, GeoGebra o Cabri, es posible desarro-
llar construcciones que permiten la manipulacién de los objetos libres y que por tanto posibilitan
el andlisis de ciertas preguntas que se pueden formular al respecto de las ilustraciones de resulta-
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dos geométricos. En el caso del teorema de Thébault, estamos interesados, en utilizar GeoGebra,
para estudiar la existencia de relaciones métricas entre las areas de los poligonos involucrados en la
construccién.

Pregunta 1: ;Existe alguna relacién entre las dreas del paralelogramo y las de los cuadrados cons-
truidos a partir de los centroides?

En la gréfica 5, ABCD es el paralelogramo inicial, PQRS es el cuadrado determinado por los cen-
troides de los cuadrados construidos exteriormente y TUVW es el cuadrado determinado por los
centroides de los cuadrados construidos interiormente.

Figura 5: El teorema de Thébault interior y exterior.

Aunque atin no tenemos una demostracién formal del resultado que se obtuvo, la experimentacion,
manipulacién y visualizacién permitié concluir que: “La diferencia de las dreas entre los cuadrados
construidos a partir de los centroides, exterior e interiormente, es el doble del drea del paralelogramo
inicial”. La grafica 6, ilustra esta observacién.

Pregunta 2: ;Existe alguna relacion entre las areas de los cuadrados construidos a partir de los
centroides y la de dos cuadrados diferentes construidos sobre los lados?

En la gréfica 7, ABCD es el paralelogramo inicial, PQRS es el cuadrado determinado por los
centroides de los cuadrados construidos exteriormente, TUV W es el cuadrado determinado por los
centroides de los cuadrados construidos interiormente, ABLM es un cuadrado construido sobre un
lado del paralelogramo hacia el exterior y ADC1 B es un cuadrado construido sobre otro lado del
paralelogramo hacia el interior.

Asi como en el caso anterior, no hemos logrado una demostracién del resultado obtenido, sin embar-
go, la experimentacion, manipulacién y visualizacién permitié concluir que: “La suma de las dreas



El teorema de Thébault y resultados relacionados.

¢Existe alguna relacion entre las areas del paralelogramo
ABCD y la de los cuadrados PQRS y TUVW?

Area(PQRS) — Area(TUVW) = 22.85157 — 4.45546 = 18.39611 = 2 * Area(ABCD) = 18.39611

Figura 6: Una ilustracién de la observacién 1.

Figura 7: Los cuadrados sobre los centroides y los cuadrados sobre los lados.

de los cuadrados construidos a partir de los centroides, exterior e interiormente, es igual a la suma
de las dreas de dos cuadrados diferentes construidos sobre los lados del paralelogramo”. La gréafica
8, ilustra esta observacidn.
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L o oM

iExiste alguna relacion entre las areas de los cuadrados PQRS
y TUVW y las areas de los cuadrados ABML y DAB,lC.l?

Area(PQRS) + Area(TUVW) = 10.28063 + 0.61881 = 10.89944
= Area(BALM) + Area(DAC;B;) = 4.64944 + 6.25 = 10.89944

Figura 8: Una ilustracién de la observacién 2.

4. El teorema de Dao Thanh Oai

En el ano 2015, Dao Thanh Oai, consideré una modificacién del problema de Thébault; de ma-
nera explicita estudié la siguiente pregunta, ;Qué sucede si en lugar de unir los centroides de los
cuadrados por un poligono, se trazan las rectas determinadas por estos puntos y se prolongan los
lados del paralelogramo? El resultado obtenido es el teorema de Dao Thanh Oai y su enunciado es,
“S1 sobre los lados de un paralelogramo se construyen cuadrados externos y se prolongan los lados
del paralelogramo de manera que intercepten a las rectas que unen los centros de los cuadrados,
entonces, los puntos de interseccion de estas rectas forman un cuadrado”. La grafica 9, ilustra este
teorema.

Nétese que, adicionalmente, la construccién sugiere que los lados correspondientes de los cuadrados
PQRS y GHIF son paralelos.

4.1. Observaciones al teorema de Dao

En lo que sigue consideramos otras relaciones geométricas que resultan de experimentar, con Geo-
Gebra (u otro software de geometria dindmica), en la construccién que ilustra el teorema de Dao.

Observacién 1. Si se analiza con cuidado la anterior grafica referida a la construccién del teorema
de Dao, es posible observar que entre las rectas determinadas por los centros de los cuadrados y
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Figura 9: Una ilustracién del Teorema de Dao Thanh Oai.

las rectas definidas por los lados del paralelogramo existen cuatro puntos adicionales en los cua-
les estos pares de rectas se interceptan, jel poligono definido por estos cuatro puntos es un cuadrado?

En la grafica 10, ABCD es el paralelogramo inicial, PQRS es el cuadrado definido por los centros
de los cuadrados construidos exteriormente sobre los lados del paralelogramo y A3Z1D2S1 es el
poligono determinado por las segundas intersecciones de las rectas determinadas por los lados del
paralelogramo y las rectas que unen los centroides de los cuadrados. Las caracteristicas de este
cuadrilatero deducidas a partir de la experimentaciéon con GeoGebra nos permiten sugerir que este
poligono es un rombo.

Observacién 2. Se han considerado los cuadrados construidos hacia el exterior, consecuentemente,
de manera andloga, podriamos considerar los cuadrados construidos hacia el interior, ; Qué sucede
en este caso? ;jresultan ocho puntos de interseccién? ;jcuatro de ellos determinan un cuadrado y los
otros cuatro un rombo? jla relacién métrica que se observa en el teorema de Thebault, se conserva
en el teorema de Dao Thanh Oai?

En la grafica 11, ABCD es el paralelogramo inicial, UVWT es el cuadrado definido por los cen-
tros de los cuadrados construidos interiormente sobre los lados del paralelogramo y G1D1FiE; es
el poligono determinado por cuatro de las intersecciones de las rectas determinadas por los lados
del paralelogramo y las rectas que unen los centroides de los cuadrados hacia el interior. Las carac-
teristicas de este cuadrilatero, deducidas a partir de la experimentacién con GeoGebra, nos permiten
sugerir que este poligono es también, un rombo.

Es un ejercicio instructivo que Ud. elabore construcciones que le permitan verificar las siguientes
observaciones:

a. Si considera las otras cuatro intersecciones el poligono determinado por ellas es un cuadrado.

b. En el caso en que los poligonos sean cuadrados, no se percibe una relacién entre las areas
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Los segmentos Z.‘Az, A231, S.‘D2 y-'D221 tienen la misma longitud 1.93
y son paralelos por pares, por tanto el poligono Z1A251D2 es un rombo.

Figura 10: Ilustracion de la observacién 1.

Los segmentos G.lD'.], D1F1, F1E1 y E1G1 tienen la misma longitud 2.33
y son paralelos pof pares, por tanto el poligono G1D1F1F1 es un rombo.

Figura 11: Tlustracién de la observacion 2.

de estos y el drea del paralelogramo, asi como tampoco entre el drea de estos cuadrados, los
determinados por las rectas que unen los centroides y las rectas de los lados del paralelogramo,
y el drea de los cuadrados definidos por los lados del paralelogramo.

c. El paralelogramo y los seis poligonos construidos a partir de los centros de los cuadrados, las
rectas que unen estos puntos y las rectas definidas por los lados del paralelogramo tienen el
mismo centroide.
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5. Conclusiones

En esta seccion final se presentan algunas observaciones que complementan lo considerado en el
desarrollo de este documento.

= El surgimiento de software de asistencia geométrica en el modelo dindmico ha puesto de re-
lieve la importancia de la experimentacién y la visualizacién pues permite que se sugieran
conjeturas como las expuestas en este articulo, concentradas en objetos de facil interpreta-
cién y construccion. En este sentido, la experimentacion y la visualizacién se convierten en
herramientas que anteceden al razonamiento, argumentacién y formalidad que requieren los
resultados matemaéticos y geométricos.

» El uso de software de asistencia geométrica dindmica (AGD), dentro de las aulas escolares ha
dinamizado el aprendizaje de la geometria, incrementando pautas de interés y curiosidad y
sugiriendo la importancia de establecer laboratorios que dinamicen el estudio de esta ciencia.
Después de todo, la geometria, como la ciencia que abstrae la forma de las cosas, es obser-
vable y aunque sus resultados sean eminentemente ideales, suelen aplicarse en profesiones
técnicas como la ingenieria y la arquitectura, amén de posibilitar la explicacién del mundo.
Por ejemplo, las leyes de Kepler, contienen elipses, y las concepciones antiguas del universo,
multitud de esferas.

= El trabajo sobre las demostraciones se ve sugerido por la atencién dedicada de lo que ocurre
en el dinamismo que se aplica a los objetos preliminares y basicos de las construcciones y de
hecho se ven sugeridas por ellas. Pero también, al contrario, los AGD son la urna de evidencia
de los resultados que el hombre ha demostrado por siglos. Puede verificar por ejemplo que
la suma de los vectores con extremo inicial P en un punto de un plano y extremos finales
los vértices de un tridngulo cualquiera ABC sobre el mismo plano, pasa por su centro de
gravedad G.

= Esta doble faceta de la existencia de los AGD, ha permitido, por ejemplo, la elaboracién de
este articulo de divulgacién que reitera en que la existencia de estos mediadores modernos,
permiten con poco, hacer mucho més de los que se puede hacer en una aula corriente y
en consecuencia se insiste en que debe haber una cooperacién entre el sistema escolar y los
ambientes de aula que privilegien la utilizacién de estos recursos computacionales, sobre todo,
si queremos acercarnos a los puntos de vanguardia que exhiben los sistemas escolares de los
paises primermundistas.

= Este articulo es evidencia de la mirada curiosa, pero a la vez preparada de sus proponen-
tes, centrado en objetos geométricos de facil asimilacién e interpretacién. En sus resultados,
rondan conceptos simples y corrientes como el de area, longitud, rombo, paralelismo, perpen-
dicularidad, comunes en los cursos escolares de geometria. Todo esto es senal inequivoca de
que la humanidad seguirad descubriendo resultados que asombran, pero a la vez, debe aparecer
un compromiso docente de no limitarse en las aulas a mejorar la fluidez algoritmica operativa
de los jévenes escolares sino también, que el docente de matemaéticas se ocupe en que apren-
dan a visualizar, interpretar, clasificar, ordenar, contar, medir, tasar, diferenciar, abstraer,
sintetizar, entre tantos actos pedagdgicos que nacen al interior del ejercicio matematico y
geométrico.

= Los resultados que hemos expuesto son verdaderos para las infinitas disposiciones de los
objetos cuando se someten al arrastre los puntos iniciales de su construccién; sin embargo,
establecer estos hechos de manera formal no parece tan simple en el modelo de la geometria
sintética. Si algin lector nos proporciona demostraciones de estas proposiciones en el modelo
euclidiano, le sugerimos enviarla a alguno de nuestros correos, estamos dispuestos a realizar
los tramites ante el editor de la revista para su respectiva publicacién.
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