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Abstract. In this article deals with the work of French mathematician René Baire and some

historical aspects relevant to consider that led to the realm of theory functions as a branch
formal mathematics. Will also discuss the concept of semicontinuity, which was instrumental
in the development of Baire theory and is regarded as one of the most important concepts
of analysis. Finally exhibit obtaining a continuous function, . *otic”which is presumed, is
differentiable at best, in a finite number of points within a narrow range.
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Resumen. En el presente articulo se aborda el trabajo del matemaético francés René Baire y

algunos aspectos histéricos relevantes que condujeron a considerar al campo de la teoria de
funciones como rama formal dentro de las matematicas. También se hablard del concepto de
semicontinuidad, el cual desempend un papel decisivo en el desarrollo de la teoria de Baire y
ademas es considerado como uno de los conceptos mas importantes del anélisis. Finalmente
se exhibird la obtencién de una funcién continua, .®*6tica”’ que se presume, es diferenciable
a lo sumo, en un numero finito de puntos dentro de un intervalo acotado.

Palabras Clave. Funciones continuas, funciones discontinuas, semicontinuidad, diferencia-
bilidad, continuidad, Clases de Baire.

Introduccién

Histéricamente, el trabajo de René Baire sobre funciones discontinuas, publicado en 1899
tiene gran relevancia, pues contribuyé, al afianzamiento de un nuevo campo en proceso de
surgimiento, La teoria de funciones. Este proceso tuvo su origen en los trabajos de Cauchy
publicados en 1821, y que se pueden definir como un tratado de funciones continuas. Por
otra parte, para Cauchy y en general gran parte de la comunidad matematica francesa de
los siglos XVIIT y XIX consideraba el campo de las funciones discontinuas como estéril y
poco interesante para estudiar. En este sentido se expondra la importancia de los estudios de
René Baire en la reivindicaciéon de las funciones discontinuas destacando, el papel que desem-
penaron los estudios de Cauhy en la obra de Baire. Se presenta ademds, aspectos referentes
al concepto de semicontinuidad el cual fue fundamental en la formulaciéon y demostracion de
los principales resultados obtenidos por Baire. Finalmente se exhibira la obtencién de una
funcién continua, que se presume, es diferenciable a lo sumo, en un nimero finito de puntos
dentro de un intervalo acotado, esto con el objetivo de mostrar que si bien el conjunto de las
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funciones discontinuas es mucho mas amplio que el conjunto de las funciones continuas, aun
asi, este ultimo constituye un gran campo de estudio, como histéricamente se ha mostrado.

1. Apartes Historicos

En 1821 Cauchy publica su libro Curso de Andlisis en el cual define funcién continua y en
adelante se adentra en el estudio de este tipo de funciones, haciendo a un lado las funciones
con alto grado de discontinuidad. La tendencia de Cauchy hacia el estudio de las funciones
continuas, probablemente se veia estimulada, por el hecho de que las funciones que modelan
la mayoria de fenémenos naturales son continuas. Lo cierto es que las funciones discontinuas
fueron condenadas a un ostracismo por parte de los matematicos franceses de principios del
siglo XIX. Es importante notar que esta tendencia hacia el estudio de las funciones continuas
no so6lo estaba presente en Cauchy sino también en gran parte de los matematicos franceses.

Lo continuo estuvo tan arraigado en la mente de Cauchy que lo llevé a formular y a probar
dos famosos teoremas conocidos como teoremas falsos de Cauchy. A continuacion se presenta
lo referente al ”primer teorema falso de Cauchy”.

1.1. Primer teorema falso de Cauchy

El primer teorema falso surge en estudios referentes a series de funciones continuas. En su
obra mencionada anteriormente Cauchy formula y demuestra el siguiente resultado:

Primer teorema falso: Si la sucesién f, : [a,b] C R — R converge, donde cada cada f;, es
continua entonces la funcién limite es continua.

Sin embargo se pueden exhibir varios contraejemplos: Sea la sucesién

TLZL'2

) =

Se presenta a continuacion las gréficas de las funciones que toma la sucesion para n =
1,10, 50, 500:

-1 n = 500

la serie converge a:
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A pesar de que f, es continua para cada n € N, esta sucesién converge a una funcién dis-
continua, particularmente en x = 0.

Debido a éste y a otros contraejemplos detectados, el teorema 1.1 fué conocido como primer
teorema falso de Cauchy.

El primer teorema falso de Cauchy fue el centro de interés de muchos matematicos franceses
de la época, quienes bajo su tendencia por lo continuo, trataban de establecer las condi-
ciones para que una sucesién convergente de funciones continuas fuese también una funcién
continua !, asf como también detectar el error que Cauchy cometido en la demostracién del
teorema. De la discusion en torno a este teorema surgié el concepto de convergencia uniforme
y al mismo tiempo se determind que si a la hipdtesis del teorema, se agrega la condicién de
la convergencia uniforme de la sucesién, el teorema resulta valido.

1.2. Baire y el primer falso teorema de Cauchy

No todos los matematicos franceses que se interesaron por el primer teorema falso de Cauchy
tuvieron el mismo objetivo. En 1897, René Baire lo abordd, pero en sentido contrario al de
sus colegas, en contra de la tradiciéon francesa de la busqueda del continuismo, Baire se
pregunté:

;Qué condiciones debe cumplir una funcién discontinua para poderse expresar
como el limite de una sucesion de funciones continuas ?

El interés de Baire generd un cambio en la tendencia de los mateméaticos franceses respecto a
las funciones continuas, pues sus trabajos revelarian la importancia y la vastedad del campo
de las funciones discontinuas.

Los esfuerzos de René Baire por responder a esta pregunta, lo condujeron a formular el
siguiente teorema:

Sea f : [0,1] — R una funcién discontinua. f es el limite de una sucesién de funciones
continuas, si y sélo si es puntualmente discontinua respecto a todo conjunto perfecto?.

En adelante denominaremos a este teorema como T1

No obstante, el trabajo de Baire en torno a las funciones discontinuas no terminé con la
formulacién de este teorema. De tiempo atras se conocia la siguiente funcion:

[ 1, sizeQn]0,1]
f(””)—{ 0, sizeln[o, 1]

Esta funcién se denomina funcion caracteristica de los racionales restringida al intervalo
[0,1]. Obsérvese que f no es puntualmente discontinua ya que es discontinua en todos los

1Es decir establecer las condiciones bajo las cuales el primer teorema falso es valido.
2f: I C R — R, es puntualmente discontinua, si para todo (a,b) C I, existe ¢ € (a,b) tal que f es
continua en c. P C R es perfecto, si P = P’, donde P’ es el conjunto de puntos de acumulacién de P.
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puntos de su dominio, en consecuencia, esta funcién no puede verse como limite de una
sucesion de funciones continuas, sin embargo, lo que hizo que Baire dirigiera su atencién
hacia esta funcién fue una propiedad particular que esta posee, y es la siguiente:
Consideremos la siguiente sucesion de funciones tal que:

p

1, siz="%€Qcon(pg=1lygs<n

In(@) = { 0, en caso contrario

En donde f, : [0,1] — R, n € N. En [2] se demuestra que para cada n, f, es puntualmen-
te discontinua y que sorprendentemente, la sucesion f, asi definida converge a la funcién
caracteristica de los racionales:

) (1, sizeQn]o,1]
nh_l,noof"(x)_{ 0, sizelno,1]

Es decir, la funcién caracteristica de los racionales, que no es puntualmente discontinua,
puede verse como el limite de una sucesién convergente de funciones puntualmente disconti-
nuas. La pregunta que surge de manera natural en analogia con el primer interrogante que
Baire se hizo es:

;, Qué propiedades particulares tienen las funciones discontinuas que no son pun-
tualmente discontinuas, que hacen que dichas funciones se puedan ver como el
limite de sucesiones convergentes de funciones puntualmente discontinuas?

Este nuevo interrogante y el anterior motivaron en gran parte los trabajos de René Baire pues
lo condujeron a establecer una clasificacién de funciones en clases, que hoy conocemos como
Clases de Baire. Esta clasificacién de funciones es de suma importancia, pues los trabajos
de Baire giran en torno a ella.

2. Clases de Baire

Los interrogantes que Baire habia abordado desde 1897 lo llevaron a formular una clasifi-
cacién de funciones en el afio de 1899 en su tesis doctoral [3]. El objetivo central de Baire
era utilizar la convergencia puntual para construir, en un proceso iterativo, funciones de cla-
ses superiores, o de grado de discontinuidad cada vez mas complejo, tomando como base o
primer nivel a las funciones continuas. En este sentido incorpora su clasificacién de funciones:

Cy : Clase 0, constituida por las funciones continuas.

C1 : Clase 1, conformada por las funciones que no pertenecen a Cy y que se pueden ver
como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a Cj.

Cy : Clase 2, conformada por las funciones que no pertenecen ni a Cy ni a C1, y que se
pueden ver como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a las clases Cy y Cf.

C, : Clase n, conformada por las funciones que no pertenecen a ninguna clase anterior a
Ch, v que se pueden ver como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a las clases
anteriores.

Baire, no sélo define clases de funciones de orden natural como las que se acaba de definir,
ya que, apoyandose en los ordinales trasfinitos de la teoria cantoriana, define las clases de
funciones de orden trasfinito como se detalla a continuacién:
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Si {fn} es una sucesién de funciones tal que para todo n, existe i tal que f, € C;; ademds,
{fn} converge puntualmente a f, donde f ¢ C; para todo ¢, entonces se tiene que f € C,,,
donde w es el primer ordinal trasfinito de la teoria cantoriana. De la misma forma se definen
Coi1,Coioy...Cayy 3

3. Conjetura de Baire

Ya establecida su clasificacién de funciones, Baire se propone evidenciar la existencia de fun-
ciones de cada una de las clases que acaba de definir, propésito que se denomina conjetura
de Baire. Para ello traté de formular propiedades que permitan caracterizar funciones de
cada clase.

La definicién de continuidad caracteriza a las funciones de clase Cjy, es decir, cualquier fun-
cién continua es de clase Cy y viceversa. De la misma manera el teorema T1 sirve para
caracterizar a las funciones de clase C;. Para las funciones de clase C5 Baire planteé el
siguiente teorema llamado T2:

T2: Una funcién f es de segunda clase si y sélo si f es puntualmente discontinua sobre cada
conjunto perfecto, omitiendo un conjunto de primera categoria * con respecto al conjunto
perfecto.

Sin embargo de T2, Baire s6lo pudo demostrar la condicién necesaria, es decir: Si una
funcién es de clase Cy entonces es puntualmente discontinua sobre cada conjunto perfecto,
omitiendo un conjunto de primera categoria con respecto al conjunto perfecto. En 1914, el
matematico ruso Nicolas Lusin, probaria que la condicién suficiente de T2 no se cumple.

En resumen Baire sélo habia podido caracterizar funciones de clase Cy, C; y parcialmente
de C3, No obstante en 1905 obtuvo una funcién de C3, pero en términos generales, no pudo
caracterizar las funciones de las clases superiores. Sin embargo Baire conjeturé que T2 era
cierto y que una generalizacion de T2 caracterizaria las funciones de las clases restantes,
inclusive hasta el nivel trasfinito. De esta manera, Baire propone la generalizaciéon de T2
como método para validar su conjetura.

Casi 20 anos después de la formulacién de las clases de Baire, la matematica Rusa Ludmila
Keldych logro exhibir una funcién de clase Cy, sin embargo, no se pudieron caracterizar
funciones de las clases restantes. Mas tarde Lusin probaria la validez de la conjetura.

4. Semicontinuidad

El concepto de semicontinuidad es muy importante en la obra de Baire, pues es en base a
este concepto, que él soporta las demostraciones de sus principales resultados en torno a
las funciones discontinuas. Si bien, el primer teorema falso de Cauchy le permite a Baire

3Estos ordinales trasfinitos se originaron debido a la imposibilidad de establecer una completa jerarquia
de ciertos conjuntos derivados en su orden de constitucién, a partir de los ordinales correspondientes a los
numeros naturales, tal como puede referenciarse en [2] p'iL% gs 11-13. En forma general se define w como
el menor ordinal trasfinito mayor que cualquier nimero natural. Ahora bien, para generar mas ordinales
trasfinitos a partir de w, se adiciona una unidad o también a través de sucesiones de ordinales naturales
como se presenta a continuacién: w,w + 1,w + 2, .w+n, ..., w + w = 2w, 3w, ..., MW, ..., w.w = W2, ..., wW*, ...

4E C R es de primera categoria si existe una sucesién {E n) de conjuntos diseminados (conjuntos que no
son densos en ninguna parte), tal que para todo =z € E, existe n tal que z € E,,. En otro caso, se dice que
E es de sequnda categoria.
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adentrase en el campo de las funciones discontinuas, el segundo falso teorema de Cauchy,
que se detalla a continuacién, es el que le proporciona un poderoso concepto para abordar
los problemas referentes a las funciones discontinuas, dicho concepto es: la semicontinuidad.
En 1896 Baire aborda el segundo teorema falso de Cauchy. En su Course de analysis Cauchy
formula y ”prueba.®! siguiente resultado:

Si una funcién de varias variables f(x1, o, ...,x,) es continua en cada una de sus variables
1,2, ..., Ty, entonces es continua.

Baire encuentra contraejemplos como este:

2
fag = | e s @) £ 0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Esta funci'l};%n, en (0,0) es continua respecto a cada una de las variables z y y, en efecto:
si x # 0 entonces f(x,0) = % =0, por tanto f(x,0) = 0 que es continua en (0,0), es
decir, f es continua respecto a x en (0, 0).
De forma similar si y # 0 entonces f(0,y) = % = 0, por tanto f(0,y) = 0 que es

continua en (0, 0), es decir, f es continua respecto a y en (0,0), sin embargo f es discontinua
en tal punto. En resumen, se tiene que en (0,0), f es discontinua pero continua respecto a
cada variable xz y y.

Detectadas las funciones contraejemplo, Baire se enfoca en el estudio de éstas. En sus in-
vestigaciones sobre las propiedades de éstas, Baire obtiene por primeras vez funciones semi-
continuas de una variable. El proceso que sigue Baire, para tal fin es el siguiente:

Sea f: [—a,a] x [~b,b] € R* — R una funcii; 3n de dos variables tal que:
1. f es acotada en [—a,a] x [—b, b]
2. f es discontinua pero continua con respecto a cada una de sus variables z y ¥ ©.

Sea xg € [—a,a] y consideremos la funcién m : [—a,a] — R que se define como:

m(z) = sup f(z,y)
y€[—b,b]

m estd bien definida puesto que f es acotada y en consecuencia se asegura la existencia del
supremo. Asi, para x( se tiene:

m(zo) = sup f(zo,y)
vel=b,]

f es continua respecto a y, es decir f(xg,y) es continua, por tanto existe yo tal que:
f(o,y0) = m(zo)
Como f es continua respecto a x entonces Ve > 0, dp > 0 tal que:

|z — x| < p entonces |f(zo,%0) — f(z,y0)| < €.

5Si 2 = 0, se tiene que f(z,0) = £(0,0) =0
6En adelante esta condicién se denominara: Condicién 1
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m(xo) = f(xo,yo) si tomamos la diferencia f(xo,y0) — f(z,y0) < € entonces
m(xo) — f(x,y0) < €, es decir:

m(zo) < f(x,y0) +& <m(x) +¢ yaque m(z) > f(z,y0)"
m(zo) < m(z) + € siempre que |z — xo| <p
que es lo mismo que
m(z) > m(xo) —e siempre que |z — o] < p

Baire llamé a las funciones con esta caracteristica particular de m como semicontinuas
inferiormente.

De manera analoga, Baire obtiene funciones de una variable que posteriormente denomi-
naré semicontinuas superiormente. Asi, si tomamos:

I(zg) = inf
(o) = fnf  F(0,9)

Por un procedimiento similar se tiene:

I(z) < I(xg) + ¢ siempre que |z —xo| < p

A las funciones que cumplian con esta propiedad de I, Baire las denominé semicontinuas
superiormente

Para la funcién:
2yx

H(z,y) = 22 + 2 si (z,9) 0,0
0 si (x,y) = (0,0
se tiene que:
Yy
1 sizx#0 1
0 siz=0
-3 —2 —1 1 2 T
m es semicontinua inferior.
Yy
[ -1 siz#0 -3 —2 -1 1 2 x
10 siz=0 ' ' ' ' '
-1

"propiedad de supremo

21



I es semicontinua superior.

Sin embargo, el apelativo de funciones semicontinuas, no es mera coincidencia puesto que
hay una estrecha relacién entre semicontinuidad y continuidad:

Sea f: T C R — R, T un intervalo. f es continua si y solo si f es semicontinua superior y
semicontinua inferior.

Retomemos ahora las funciones m e I, en = = 0 la funcién m es s6lo semicontinua inferior,
mientras que en el mismo punto, la funcién I es s6lo semicontinua superior. En este sentido
puede entenderse el apelativo de funciones semicontinuas, ya que en esencia Baire quiere
dar a entender que existen funciones que son parcialmente continuas o ”que cumplen con
una sola de las condiciones que en conjunto constituyen la continuidad” ([1], pag 68).

Utilizando las funciones de dos variables que constituyen contraejemplos al segundo teorema
falso de Cauchy, Baire aborda la demostracién del teorema T1, especificamente se propone
demostrar la condicién necesaria de este teorema:

Sea f una funcién discontinua de variable real. Si f es el limite de una sucesion de funciones
continuas entonces f es puntualmente discontinua respecto a todo conjunto perfecto.

Para la demostracion, Baire se propone 3 problemas, pero sélo detallaremos el problema que
muestra la relacién con funciones de dos variables anteriormente estudiadas:

Sea f: A — R, donde A = {(z,y) |a<z<p[, 0<y<~}y f(x,y) continua para todo
punto de A excepto para los puntos sobre el eje = (y = 0) en los cuales la funcién es sélo
continua con respecto a y. El problema consiste en determinar cémo es la funcién sobre el
eje x. Este problema es denominado por [5] como Ps.

El objetivo de Baire es expresar las hipdtesis de la condicién necesaria de T1 en funcién de
las condiciones del problema expuesto, para ello toma una sucesién decreciente que converge

a 0, en particular témese — y definase la sucesién de funciones:
n

i) =1 (2.7

gn es continua para todo n € N puesto que f es continua para todo punto de A excepto en
el eje z(y = 0), donde f es discontinua, sin embargo no hay problema, ya que g, no toma
valores sobre el eje x pues y = % #0Vn e N.

Como {1} converge a 0 se tiene que:

lim g, (z) = f(z,0)

n—oo

y como en el eje x f es s6lo continua respecto a y entonces f(x,0) es discontinua. En
resumen, se tiene una sucesién convergente de funciones continuas de variable real g, que
converge a una funcién discontinua. De esta manera, Baire ha ¢amuflado”las condiciones
necesarias de Ty en los requerimientos de Ps. Lo cual significa que la solucion a Py comporta
la determinacion de las condiciones necesarias de Ty ([5], pag 76). Gracias a la incorporacién
de funciones de dos variables en la demostracién de T1 Baire introduciria el concepto de
semicontinuidad como elemento definitivo en dicha demostracién.
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5. El vasto campo de las funciones

El conjunto de las funciones se constituye por dos grandes familias: la de las funciones con-
tinuas y la de las funciones discontinuas. En este sentido, las clases de Baire nos muestran
la gran diversidad de las funciones discontinuas respecto a las continuas, puesto que estas
ultimas corresponden a un solo peldano de infinitos pertenecientes a dicha clasificacion. Pese
a ésto, el conjunto de las funciones continuas ha constituido histéricamente un gran campo
de estudio. Para dar cuenta del porque de esto tltimo, se exhibiria una funcién continua, que
se presume, diferenciable a lo sumo en un conjunto finito de puntos dentro de un intervalo
acotado.

Descripcion del procedimiento

Sea un punto O en el plano, y consideremos la sucesion de segmentos:

OAq, A1 Ay, AsAs, ..., Ap_14,

con las siguientes propiedades:

= El segmento OA; rota un dngulo de ¢ radianes alrededor de O en sentido contrario a
las manecillas del reloj.

L] Az,lAz:%,lgzgn

= Cada segmento A;_1 A; rota alrededor del punto A;_; un dngulo de —46, siendo 6 el
angulo que rota el segmento inmediatamente anterior.?

de esta manera, para n = 1, se tiene un solo segmento OA; y si se toma a ¢t como un pardme-
tro positivo variable, entonces el lugar geométrico descrito por A; es una circunferencia:

para n = 2, se tiene dos segmentos, el primero OA; que rota t radianes alrededor de O, y el
segmento A; A que de acuerdo a la definicién, su longitud es la mitad de la del segmento
OA; y rota —4t radianes alrededor de A;. A continuacién se presenta el lugar geométrico
descrito por As:

8Se puede tomar un dngulo de af, a € R. En este caso, a = —4
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paran = 3, se tienen 3 segmentos OA;, A1 As y A1 As : los segmentos OA; y A1 As cumplen
con las mismas propiedades para el caso n = 2 y el segmento As A3 tiene la mitad de la lon-
gitud del segmento anterior que es A; A5 y rota alrededor de A; un dngulo de —4(—4¢) = 16t
radianes. el lugar geométrico descrito por Ajz seria:

ahora bien, para n = 20, el lugar geométrico descrito por Asq es:

En resumen, lo que se tiene es una sucesién de lugares geométricos que depende del niimero
n de segmentos que se tome. Si ahora trazamos unos ejes cartesianos cuyo origen sea O, y
tomamos OA; = 1, entonces la ecuacién paramétrica del lugar geométrico descrito por A,

Ln(t) = <i 2i1_1cOs (tl - (51)i4i) i %szn <t1(%)4>>

i=1 i=1

t es el angulo que rota el segmento OA;.

Tomemos ahora la abscisa z,, de L,,, es decir:

n

zn(t) = 21.171(;05 (t1 — (;1)i4i)

i=1
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si n — oo se tiene la funci'i;}%n:

f(t) = i o cos (tl - <51)"4">

la cual esta definida para todo n'i&%mero real pues converge uniformemente para cada t real
([7] pag 271, 272).

1—(—1)"4"
5

Para f se tiene que g, (t) = 2n;,lcos (t ) es continua para cada n € N y como la

serie converge uniformemente, entonces f es continua para todo 9.

Respecto al estudio de la diferenciabilidad de f, se ha demostrado que para los puntos de la
forma t # 57k, k € N la serie:

1 (g (2000

n=1

diverge, hecho que aunque no es definitivo, permite conjeturar que en los puntos de la forma
t # 57k f no es diferenciable. Bajo el mismo supuesto se conjetura que en los puntos ¢t = 57k
la funci'ig,%n f es diferenciable y la derivada es cero.

Si en la terecera condicién que define a la sucesién de segmentos se toma en vez de —4,
cualquier nimero real a € (—o00,2] U [2,00) se obtiene una familia de funciones similares a

f.

En términos generales, las funciones continuas no diferenciables constituyen un campo de
estudio muy interesante que nos muestra la gran riqueza del conjunto de las funciones con-
tinuas, lo cual es muy significativo si se tiene en cuenta que las funciones discontinuas

9La converegencia uniforme de la serie, hace que la continuidad de cada g, se transfiera a la funcién
limite
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comprenden un terreno mucho mayor.

El trabajo de Baire es muy relevante, pues la importancia que le da a las funciones dis-
continuas, la concibe a partir de uno de los problemas mas cruciales en el siglo XIX: la
convergencia de series de funciones, y ademas, logra incorporar la teoria cantoriana de con-
juntos como eje director en sus principales desarrollos.
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