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Abstract: In this paper, we present an introduction to the Sobolev space HQ(Q), where
Q = (a,b) is an interval in R that is not necessarily bounded, and we will analyze some of its
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Resumen: En este trabajo presentamos una introduccién al espacio de Sobolev H?(€2), donde
Q = (a,b) es un intervalo en R no necesariamente acotado, y analizaremos algunas de sus propie-
dades fundamentales. Ademé4s, proporcionaremos una caracterizacién del espacio H? (R) mediante
la transformada de Fourier.
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1. Introduccion

En este articulo estudiaremos alunas propiedades los espacios de Sobolev, en particular,
del espacio H2. Mediante herramientas del anlisis funcional, caracterizaremos el espacio de
Sobolev H?(R) via la transformada Fourier en R. El objetivo de este trabajo es proporcionar
un material introductorio dirigido a estudiantes interesados en tematicas relacionadas con
espacios funcionales y ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la Secciéon 2 enunciamos algunas
propiedades relacionadas con la convolucién de funciones. En la Seccién 3 estudiamos el
espacio de Sobolev H?(2), donde 2 = (a, b) es un intervalo en R no necesariamente acotado,
y en particular analizamos resultados especificos para el espacio H?(R). Finalmente, en la
Seccién 4, presentamos una caracterizacién del espacio H?(R) a través de la transformada de
Fourier. Para ello, introducimos la definicién de esta transformada para funciones en L' (R)
y L?(R). Incluimos algunos resultados sin demostracién, ya que propésito no es profundizar
en la transformada de Fourier es si misma, sino emplearla como herramienta de trabajo.
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2. Propiedades de la convolucion

En esta seccién estudiamos el espacio de Sobolev H?(f2), donde € = (a,b) es un intervalo
abierto en R no necesariamente acotado; prestando especial importancia al caso €2 = R. Da-
remos su definicién y algunas propiedades importantes. Entre estas propiedades destacamos
la reflexividad del espacio y algunos teoremas de inclusién continua y compacta. Para la
demostracién de determinados resultados de esta seccién usaremos algunas propiedades co-
nocidas sobre la convolucién de funciones que enunciamos en la primera secciéon. Asumiremos
como conocida la teorfa de los espacios LP(R) con 1 < p < 0.

La siguiente proposicién, que es un caso particular del Teorema de Young, garantiza la buena
definicién de la funcién convolucién para una funcién f € L'(R) y una funcién g € L?(R).

Proposicién 1. Sean f € L*(R) y g € L?(R). La convolucién definida por

(f +9)(x) = / fla —t)g(t) da

satisface:

1. fxge€ L*R), en ctp.

2N *gllze @ < Ifller@llgllia@)-
Los siguientes resultados resumen algunas propiedades de la convolucion.
Proposicién 2. Sean f € L'(R) y g,h € L?>(R). Entonces
[ @ s g@lh(e) do = [ g@(f(=a) » ha) do.

Proposicién 3. Sean f € C3(R) y g € L}, .(R). Entonces

loc

(fx9) €C*R) y (fxg)® =f®xg, kel

Proposicién 4. Si f € L?(R) entonces p, * f — f en L*(R) para cualquier sucesion
regularizante (pp)n. Es decir, (pn)n €s cualquier sucesion de funciones tales que

" pp >0 en R,
" pn € CP(R),

= Supp(pn) C B(0, 3,),
] fR pn =1, para todo n € N.

Las demostraciones de las proposiciones anteriores se pueden consultar en Brézis ([2], pagina
66).

Observacion 1. Se puede demostrar la existencia de una sucesion reqularizante. Para ellos,

consideremos la funcion

1
eleP-1  si x| <1,

p(x) =
0 st x| > 1,

y definamos la sucesion p, mediante p, = Cnp(nz) con C = ([ pn)~*. Puede verificarse
que pp, satisface las condiciones de la definicidn de sucesidon regularizante (véase Brézis ([2],
pdgina 70).
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3. Definicién y propiedades del espacio H?>

En adelante Q = (a,b) representa un intervalo en R, no necesariamente acotado.

Definicién 1. El espacio de Sobolev H?(SY) se define como

H?*(Q) = {u € L*(Q) : 3g1,92 € L*(Q) tales que /

Q Q

/ up” dr = / g20p dx, Vo € CSO(Q)}
Q Q
Definicién 2. (Derivadas débiles). Sea u € L*(Q). Si existen g1, g2 € L*(Q) tales que

/uso’ do — _/ g1 dx para toda ¢ € C5°(Q),
Q Q

/UQD” de — / g2 dz para toda ¢ € C5°(Q),
Q Q

entonces diremos que g1, g2 son las derivadas débiles de u de orden uno y dos respectivamente
y escribiremos u' = g1 y u” = gs.

Observacion 2. Las derivadas débiles son unicas salvo un conjunto de medida cero.

Para verificar ésta dltima afirmacién, sean g1, g2, h1, ho € L?(Q2) tales que

/uap’ dx = —/ gip dx, /wp’ dx = —/ hie dz para toda ¢ € C5°(Q)
Q Q Q Q

/ugp” dx:/gggo dx, /ugo” d:v:/hgcp dz para toda ¢ € C5°(Q).
Q Q Q Q

Entonces tenemos que

/glgo d;v:/hlgo dx, /gzap dx:/hggo dx.
Q Q Q Q

/(91 —h1)p dz =0, /(92 — ha)p dz =0, para toda ¢ € C5°(Q).
Q Q

Es decir,

Por lo tanto
gi(z) —hi(x) =0,  go(x) —ho(x) =0 enctp. ze.
En consecuencia
g1 = hq, go=hy enctp. ze
Observacién 3. Sea u € C?(Q) N L?(Q) tal que v/, v € L*(2). Entonces:

1. u pertenece al espacio de Sobolev H?(2).

2. Las derivadas cldsicas de u' y v coinciden con las derivadas débiles de u.
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Teorema 1. El espacio de Sobolev H?(RY), estd dotado del producto interno

(v, W) g2(0) = (VW) L2(0) + (U, W) 20) + V", W) L2, (3.1)

donde
(v, w) 20y = / vw dx. (3.2)
Q

Este producto interno induce la norma dada por

Nl

1
2

lullzr2(0) = [(w,u)m2)]* = |:||u%Q(Q)+||u/||2L?(Q)+HUHH%Q(Q) : (3.3)

la cual es equivalente a la norma

lull 2y + v/l 20) + [[u” | 2 ()

Demostracion. Usando el hecho de que la expresién (3.2) define un producto interno en
L?(9), es posible ver que la expresién (3.1) define un producto interno en H?(Q) y entonces
la expresién (3.3) define una norma en H?(2). También es facil ver que la expresién

lulla = llull L2y + [lu'll2@) + [ L2 @) (3.4)

define una norma en H?(£2). Demostremos entonces la equivalencia entre las normas definidas
en (3.3) y (3.4). Puesto que

lall3 = Il 20y + I/ l122 () + 14”1122 () + 2(IIUIIL2(Q)IIU’HL2(Q>

o+ Nl 2@ lle” | 2@y + 1ozl Iz

||U||?12(Q) = ||U||%2(Q) + ”u/”QL?(Q) + ||UN||2L2(Q)' (3.5)
Entonces, tenemos que
HUH%IQ(Q) = ||UH%2(Q) + Hu,”%%m + ||UN||%2(Q)

2
< (Ihullzz@ + 1 llz2@) + " oo )
= lull3-

Asi,
2 <
[ull7r2 () < llull2-
Ahora probaremos que
lullz < 3]lullt20)-
En efecto, de la desigualdad de Young® tenemos que
20wl 2@ llullz20) < lulzgq) + 141220,

2l|ull L2 lu” 2@ < lullFz) + 4”172y,

2/lu’ | L2 @yllu” | 22 ) < ”u/”%Z(Q) + HUH||%2(Q)~

3Sean p,q > 1 tales que

4+ = =1, y sean a,b > 0. Entonces ab < % + LE

1,1
p ' q q
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Asi
2l 2o 1 220 + 2oy 16 2oy + 16220 1”2 o)
< 2z + 1/ 132(0) + 10 13200y )

Luego,

(Il 0y + 1 ey + " 32gey)
= HU||2L2(Q) + ||U/H2L2(Q) + HUH||2L2(Q)
+ 2(HU||2L2(Q)HUIH%2(Q) + ||“||2L2(Q)||“NH%2(Q) + Hu/||2L2(Q)||u”H2L2(Q))
< 3(Ilul3 2 + 1132y + 101320y )
= 3llull#2(e)
Por lo tanto,

lull2 < 3[[ull z2(q)-

Teorema 2. El espacio de Sébolev H?(S2), con el producto interno
(v, w) g2(0) = / (vw + v'w’ +v"w") dx
Q

y la norma correspondiente dada por
vl z20) = [lvll2) + [V | 2@) + 10”1 220
es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Sea (uy), una sucesién de Cauchy en H?(Q). Entonces para todo € > 0
existe N € N tal que

[tn = tmlr2(0) + luy, = up,llL2() + [luy — upllr2(@) < € siempre que n,m > N.

De lo anterior tenemos que (uy)n, (ul,)n v (u), son sucesiones de Cauchy en L?(£2). Dado
que L2(£2) es un espacio completo, existen u, g1, g2 € L?(Q) tales que

Up —>u, ul, — g1 y ul — go en L*(Q).

Ahora, si p € C5°(12), entonces demostremos que se cumplen las siguientes afirmaciones

/ungo' dx—>/u<p' dz, /u;lgo dx—>/gl<p dz, /u%gp dx—>/gg<p dx.
Q Q Q Q Q Q

En efecto,
‘/uncp' dx—/uap’ dx :‘/(un—u)ap' dx
Q Q Q

S/hm—MWWM
Q

< un = ull 2@l | 2 (0)-




Por lo tanto, dado que u,, — u en L?(f2),

‘/ungo’ dm—/wp' dx
Q Q

/ungol dr — / up' dx.
Q Q

— 0.

Es decir, hemos probado que

Anélogamente
W/Mde—/gwdxzy/Wn—dex
Q {2 @
< / |ur, — g1ll| dz
Q
< un = g1llz2 @ llell 22 @) -
De ahi que

— 0.

’/umdﬂc—/glwd:ﬂ
Q Q

De forma similar se demuestra que

/u;:go dx — / gop d.
Q Q
Luego, como

/ Un' dx = —/ ul @ dr, / up " dx = / uro dz, Yo € C(Q)
Q Q Q Q

(dado que u,, € H*(Q)), obtenemos (en el limite) que

/ucp’ dx:—/glcp dz, /ucp" dx:/ggtp dz, Vo € C3° ().
Q Q Q Q

En consecuencia u € H%(Q), u' = g1,u” = go. Igualmente, dado que

Jun =l a2(0) = llun = ull2(9) + llug = ¥ll2(9) + lluy = u”[l120) — 0,
podemos concluir que
Up — u en H?(Q).

Por lo tanto, H%(f)) es un espacio de Hilbert.
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O

Observacion 4. De la demostracion del Teorema 2 se deduce el siguiente resultado: Si una

sucesion (uy), en H*(Q) satisface:

1. (un)n converge a u en L?(Q),

2. (ul)n converge a g1 en L*(Q),

n

3. (u),, converge a g2 en L*(9),
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entonces u € H*(Q), con v’ = g1,u” = gs.

A continuacién demostraremos que el espacio C§°(R) es denso en H?(R). Para ello, proba-
remos primero dos resultados auxiliares sobre propiedades de regularizacién por convolucién
y truncamiento.

Lema 1. Sean p € L'(R) y v € H*(R). Entonces
pxveHAR), (pxv) =pxv, (pxv)'=pxo".
Demostracion. Supongamos en primer lugar que p € C§°(R). Si v € H3(R) C L?(R) en-

tonces por la Proposicién 1, p x v € L?*(R). Ahora, sea ¢ € C§°(R). Entonces por las
Proposiciones 2 y 3, tenemos que

/R(p*v)go'dx:/ﬂ{v(ﬁ*go')dx
iy

R

_/R(ﬁ*v')@dz.

Ademaés

/(p*v)go"dx:/v(p”*cp”)dx
R R
:/v(ﬁ*@')'dx
R

.
R
= / (pxv")pdz.
R

De donde se concluye que (p*v) € H2(R), (p*v) = p* v y (p*v)” = p*2v". Supongamos
ahora que p € L'(R). Dado que C§°(R) es denso en L'(R)(ver por ejemplo en Brézis [2],
pagina 61), entonces existe una sucesién (p,), de C§°(R) tal que p, — p en L*(R). Pero
puesto que v € H?(R), entonces del analisis anterior tenemos que

pn ¥ v € HAR), (pn*v) = puxt', (pn*0)" = (pn*0') = pyxo”.
Ademés

lon *v —p* UHL?(R) = [[(pn — p) * U||L2(1R)
<llpn = pllrw vl L2®) — O

(Lo anterior se sigue de la Proposicién 1 y del hecho de que p,, — p en L}(R)). Por lo tanto,
pn*v— pxv en L*(R).
Anélogamente

lon 50" = px "2y = (pn = P) % V'l 22x)
<llon = pllLr@ IVl L2@) — O
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De ahi que,

pn*v — pxv en L*(R).
De forma similar obtenemos que

pn* 0" = pxv” en L*(R).
En consecuencia, por la Observacion 4 concluimos que

pxv € HAR), (pxv) =pxv, (pxv)’ =pxv”.

Lema 2. (Funcion de truncamiento). Sea ¢ € C§°(R) una funcion definida por
1 sz <1,
V(@) = { 0 si |z|>2
y consideremos la sucesion de funciones vy (x) = (%) para n € N. Entonces, para toda
f € L?(R) se cumple que
Unf — f en L*(R), cuando n — oo.

Demostracion. Observemos primero que por construccion:

1 si |z| <n,
0 si |z|>2n.

Para demostrar la convergencia en L?(R), emplearemos el Teorema de Convergencia Domi-

nada de Lebesgue. En efecto, para x € R existe N € N tal que |z] < N de forma tal que si
n > N, tenemos que

[Yn (@) f(2) = f(2)] = |f(z) = f(2)] = 0.

Ademaés
[nf — FIP = [0 = 1217 < |f17

donde |f|*> € L'(R). Entonces, por el Teorema de Convergencia Dominada obtenemos que

/|1pnf—f|2 dr — 0.
R
Es decir que

¥nf — fllL2w) — 0.

O

Teorema 3. El espacio C§°(R) es denso H?(R). Es decir, si u € H*(R) entonces existe
una sucesion (up)n, en C§°(R) tal que

u, = u en H?*(R).



16

Demostracion. Sean (py, ), una sucesiéon regularizante y (1, ), la sucesion definida en el lema
anterior. Mostremos inicialmente que la sucesién (uy,), dada por

Up = %(pn * u)

converge a u en H?(R). Para ello, verifiquemos primero que [lu, — u||z2@®) — 0. En efecto,

llwn — UHL2(]R) = |[¥n(pn * u) — u||L2(R)
= [[¥nl(pn * w) — u] + (Ypu — u)|[L2(w)
< [nl(pn * w) = ulllL2@®) + [[Ynu — ullL2()
< (pn *u) — ullL2m) + [[¥nu — ul|L2@) — 0.

(Teniendo en cuenta en la ultima linea la Proposicién 4, el Lema 2 y la definicién de (¢,,))-
Ahora, por el Lema 1, se tiene que

u;z = w;z(/)n k) + P (pn * U)/ = @/};L(Pn *U) + P (pn * u’). (3.6)

Por tanto

[y, — || L2y =My, (pn % w) + P (pn ¥ u') — || L2(w)
[ (pn % w) || L2 () + [0 (pn % ') — || L2 (w)
)

n(Pn * W) L2@) + [[Un(pn * u') — Y’ + Ppu’ — /|| L2(m)

A b

1
SgHWHL?(R)HPn s ullp2®) 4 [Yn[(on * u') — '] L2(r)
+ ||¢nu/ — u’||L2(R) — 0.

(Nuevamente usamos en la tltima linea la Proposicién 4, el Lema 2 y la definicién de (¢),,),,).
Similarmente, por el Lema 1 y por la igualdad (3.6) tenemos

uZ = ¢Z(pn * U) + 2"/};1(pn * U/) + "/}n(pn * uH)'

Luego
[y — " |2y =[%n (pn * w) 4 25, (pn * u') + Pulpn * u”) — 0| 2(w)
<l (on * W)l L2y + 219" (o * 0') || L2 @) + ([0 (pn * 0”) — 0" || L2 (w)
=y (pn * W)l L2 m) + 2l197, (P * W)l L2 (R)

+ [[%hn (pn * u”) — " 4+ P — uHHLz(]R)

1 2
<SS lz@llon * " llez@) + 19 e2@llon * 'l 2 )

+ [¥nl(pn * u”) = u"N2@) + ¥nu” —u"llL2@) — 0.
En consecuencia, hemos demostrado que
[tn — ull g2y = lun — ullLe@) + lluy — @llL2@) + llun — u” || g2y — O
O

Dos resultados importantes que analizaremos a continuacién establecen, por un lado, que el
espacio H?(R) se incluye de manera continua en L>(R), y por otro, que H?(Q) se incluye de
forma compacta en L™ () para cualquier conjunto abierto y acotado 2. La demostracién
de estos resultados se basa en el siguiente criterio de compacidad relativa, conocido como el
Teorema de Ascoli.
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Teorema 4 (Teorema de Ascoli). Sean K un espacio métrico compacto y E un subconjunto
acotado de C(K). Supongamos ademds que E es uniformemente equicontinuo, es decir que

Ve>0 30 >0 tal que d(z1,22) <§ = |f(x1) — f(z2)| <€, VfeE.

Entonces, E es relativamente compacto en C(K). Es decir, cada sucesion acotada (un)n en
E, admite una subsucesion (uy, )i convergente en C(K).

Teorema 5. Eriste una constante C > 0 tal que
lull L@y < Cllullmzm), Yu€ H*(R). (3.7)

Es decir, la inclusion H*(R) < L°(R) es continua. Mds aiin, para un subconjunto abierto
y acotado ) de R, se verifica que la inclusion

H?(Q) — L=(Q) (3.8)
es compacta. Es decir, para cada sucesion acotada (uy,), en H?() existe una subsucesion
(tn, )i convergente en L>(2).

Demostracion. Sea v € C§°(R) v g(s) = |s|s. Entonces, si s > 0, ¢'(s) = 2s y si s < 0,
g'(s) = 2(—s). Luego, ¢'(s) = 2|s|. Si hacemos w = g(v) obtenemos que

w e C2(R), w' =g (v)v = 2.
Ahora, para x € R se cumple

o(o() = / " ol (1) dt.

— 00

Es decir

x

p@loe) = [ 2ol 6) dr

— 00

En consecuencia, usando la desigualdad de Holder se sigue que
[o(2)]? = |l(z)|v(z)|
xr
= ’ / 2lv(t)|v'(t) dt‘

<2 ool
<2 [ Jolo)le' ()

§2(/R|v(t)|2dt>é(/R|v’(t)|2dt>é.

[o(@)* < 2wl 2 V']l 2 w)-

Por lo tanto

De lo anterior, por la desigualdad de Young, deducimos que
2 L2 Lo
lv(z)|” <2 §||U”L2(R) + 5”” 22 (m)
1 1 1
<2 Gl0lae + 51 g + 510 Eece)

_ (||v|%z<R) B + v”niQ(R)).
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Luego,
lu(z)] < (IIvllizm) + v 22my + Iv”llia(m))
= ||U||H2(R)-
Es decir
[oll Loy < Ivllm2®), Vo€ C3(R). (3.9)

A continuacién, procedemos con el siguiente razonamiento utilizando el Teorema 3. Sea
u € H?(R), por densidad de C§°(R) en H2(R), existe una sucesién (u,,), en C§°(R) tal que
un, — u en H2(R). Aplicando la desigualdad (3.9), obtenemos

1t — tml Lo ®) < ||n — Um||p2r) — 0, cuando m,n — oo.

Esto demuestra que (uy,), es una sucesién de Cauchy en L>°(R). Como L>°(R) es un espacio
completo, existe @ en L>°(R) tal que

u, — 4 en L (R).

Verifiquemos que v = %. Dado que u, — u en H?(R), entonces existe una subsucesiéon
(tny, )& tal que

|(un, )(x) —u(x)] — 0 en c.t.p. z € R.

Entonces en c.t.p z € R,

lu(z) = a(z)| < u(z) = (un,)(@)] + [ (un, ) (2) — a(z)|
< fu(@) = (un, ) (@)] + [lun, = @llLoe@) — 0.

Por lo tanto,

N
I
N

en c.t.p. ¢ € R.

Adem4s tenemos que

llull oo () = Jim llwnll Lo (r)

IN

Jim lltn | 222 (m)

[[wll 72 )
De donde obtenemos que para C' =1,
[ull oo ) < Cllull 2 (w)-

Para demostrar (3.8), sea J la bola unidad de H?(Q). Para u € F tenemos que Vz,y € £

lu(z) — u(y)| = ‘/y /(1) dt ‘

1
<l 2wyl — yI?

< |z -yl
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Andlogamente, para v’ € F obtenemos que Vz,y € Q

lu'(z) —u'(y)| = ’/j o (t) dt ’

1
< "l 2wy lz — y|2

<lz—yl7.
Por el Teorema de Ascoli podemos concluir que F es relativamente compacta en C(Q). O
Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos los siguientes resultados.
Corolario 1. i Q) es un subconjunto abierto y acotado de R, se tiene que la inclusion
H?(Q) — L*(Q)
es compacta.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata del hecho de que la inclusién L () —
L?(2) es continua. O

Corolario 2. Siu € H%(R) entonces

lim wu(z)=0, lim u'(xz)=0. (3.10)

Demostracion. Por el Teorema 3 existe una sucesion (un), en C§°(R) tal que u, — u en
H?(R). De la desigualdad (3.7) se deduce que

l|wn — UHLO"(JR) — 0,

y de aqui obtenemos (3.10). En efecto, dado € > 0, se elige n suficientemente grande de forma
tal que [|un, — ulL=m®) < €, y para |z| suficientemente grande obtenemos que u,(z) = 0,
y por lo tanto, |u(z)| < € es decir que lim|;| o u(2) = 0. Similarmente se prueba la otra
igualdad. U

Otra propiedad que consideramos en esta seccién es la conocida férmula de integracién por
partes.

Teorema 6. Sean u,v € H?(R). Entonces,
ww € H2(R), (wv) =v'v+w', (w)’ =u"v+2uv +uv”. (3.11)

Ademds, se verifican las formulas

/u’vdt z—/uv’ dt, /u”vdt :/uv”dt. (3.12)
R R R R

Demostracion. Puesto que u,v € H?(R), entonces por el Teorema 3 existen sucesiones (uy, ),
y (n)n en C5°(R) tales que

Up —> U, v, — v en H*(R).
De lo anterior se sigue que

Uy —> u, ul, —u', ul —u, v, — v, v, —, v —v" en L*R).

n n
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Luego
vy — ', upv, — w’, v, — v, ulv, — u'v', u,v! — uw” en LE(R).
Lo que implica
(unvn) — (W), (upvn) — (W), (upvn)” — (ww)”, en L2*(R).

Luego, por la Observacién 4, uv € H2(R), y ademds

(w) =v'v+w', ()’ =u"v+ 20V +uw”.

Finalmente, si integramos las igualdades en (3.11) obtenemos las expresiones (3.12). En
efecto, la igualdad

/R(uv)’(t) dt = /(u’v+uv’)(t) dt,

R
y el Corolario 2 implican que

Awmuﬂﬁ+/umwwﬁ=a

R

por lo tanto
/w@uﬂﬁz—/u@wwa. (3.13)
R R

Ahora, de (3.13) tenemos que

/R(uv) (t) dtz/(u v+ 2u'v +uv”)(t) dt

R
= /(u”v —wv')(t) dt.
R

Luego, por el Corolario 2 obtenemos,

Awmuﬂﬁ—/mmmﬂﬁza

R

En consecuencia,

/]R o’ (t)(t) dt = / u(t)v” (t) dt.

R
O

Finalmente, en esta seccién demostraremos que el espacio H2(R) es reflexivo. Recordemos
que si X es un espacio normado, X’ denota su espacio dual, es decir, el espacio de todos
los funcionales lineales acotados definidos en X. Andlogamente, el espacio bidual X" se
define como el dual del espacio dual, es decir, X" = (X')".

Podemos obtener un g, € X", eligiendo un x € X fijo y definiendo
gz(f>:f(x)7 (fEX/) (314)
Con esta definicién g, es lineal. Mas atn, es facil ver el siguiente resultado.

Proposiciéon 5. Para cada © fijo en un espacio normado X, el funcional g, definido por
(3.14) es un funcional lineal acotado en X', de manera que g, € X”. Ademds se tiene que

1921 = [l1]-
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Ahora, a cada x € X le corresponde un g, € X”. Esto define una aplicacién
J: X — X" (3.15)
dada por
J(x) = gy (3.16)

La aplicacién J se denomina aplicacién canénica de X en X”. Se puede ver que J es una
funcién lineal, inyectiva y preserva la norma. Es decir, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6. La aplicacidn candnica J dada por (3.15) y (3.16) es un isomorfismo del
espacio normado X sobre R(J), donde R(J) denota el rango de J.

La demostraciones de las proposiciones 5 y 6 se pueden consultar en Kreyszig ([1], pagina
240).

Definicién 3. Un espacio normado X se dice reflexivo si

R(J) = X",
donde J : X — X" es la aplicacidn candnica dada por (3.15) y (3.16).
Teorema 7. El espacio de Sobolev H?(2) es reflexivo.

Demostracion. Sabemos que el espacio producto L?() x L?(2) x L?(Q) es reflexivo ya que
L?(Q) es reflexivo. Ahora, el operador T : H?(Q) — L?(Q2) x L?(Q) x L?*(Q) definido por
Tu = (u,u,u") es una isometria de H?(Q) en L?(Q) x L?(Q) x L?(2) puesto que

| TullL2)x L2 @) x L2 @) = [[(u, v/, u") | L2 () x L2 () x L2 (@)
= [lull L2y + 1v'[| 22 () + I |22 (0)

= |lull g2 (0)-

En consecuencia T'(H?(£2)) es un subespacio cerrado de L?(Q) x L?(Q2) x L?(Q). En efecto,
sea (Un,ul,u’") — (u,g1,92) en L?(Q) x L3(Q) x L?(Q). Entonces u,, — u en L?(Q),
ul, — g1 en L*(Q) y u!! — g2 en L?(Q). De donde, u € H?(Q), v’ = g1, v’ = ga y
up, — u en H?(Q). Asi, usando que T es continuo,
. , Y Y oy
T(u) = T(nh_)r%o Up) = nh—>Holo T(uy) = nh_)rréo(umumun) = (u, 91, g2)-
Luego T(H?(2)) es reflexivo, ya que todo subespacio cerrado de un espacio reflexivo es

reflexivo (ver Teorema 5.44 en [1]). Asf podemos concluir que el espacio H2(Q) también es
reflexivo. O

4. H*(R) via Transformada de Fourier

En esta seccién, caracterizaremos el espacio de Sobolev H?(R) mediante la transforma-
da de Fourier. Como aplicacién de esta caracterizacién, demostraremos que la inclusién
H?%(R) — LP(R) es continua para todo p > 2. Para ello, analizaremos primero propiedades
fundamentales de la transformada de Fourier en los espacios L'(R) y L?(R).

Definicién 4. Sea u € LY(R). La transformada de Fourier de u, denotada por i, es la
funcion definida por

) = /R e~y (2) da
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Observacién 5. Para u € L'(R) podemos ver que u(€) estd bien definida para cada & € R.
En efecto, de la definicion tenemos que

()] < llullr w)-

El siguiente teorema garantiza la existencia de una férmula de inversién para la transformada
de Fourier de una funcién u € L*(R) N L2(R) (ver [3], Teorema 2, Capitulo 4).

Teorema 8 (Férmula de Inversién de Fourier). Sea u € L*(R) N L2(R). Entonces

u(z) :/Re_%mgﬁ(f) dg.

El siguiente teorema, conocido como Teorema de Plancherel, es fundamental en la teoria del
andlisis de Fourier y permitird definir la transformada de Fourier en el espacio L?(R). Su
demostracién puede ser consultada en la referencia [3], Teorema 1, Capitulo 4.

Teorema 9 (Plancherel). Siu € L*(R) N L?(R), entonces u € L*(R) y se cumple

Ha”LQ(R) = ||uHL2(R)-

A continuacién, demostraremos que es posible extender la definicién de la transformada de
Fourier a funciones u € L%(R). Observemos primero que

Cs(R) ¢ L*(R) N LA(R) c L*(R)

y dado que C§°(R) es denso en L*(R), existe una sucesién (uy), C L'(R) N L%(R) tal que
un, — uen L?(R). En particular, (u,), es una sucesién de Cauchy en L?(R). Por el Teorema
de Plancherel, la sucesién de transformadas (i), C L?(R) es también de Cauchy, ya que
para m,n —» oo se cumple,

—

||an - ﬂm”L?(IR) = ||un - um”L2(R) = ||un - umHLz(R) — 0,

Dado que L?(R) es un espacio completo, la sucesién (@), converge a un tnico limite en
L?(R). Definimos entonces la transformada de Fourier de u como

u:= lim u,.
Observacion 6. Puede demostrarse fdacilmente que la definicion de u no depende de la

eleccion de la sucesion (Uy)n € L*(R) N L?(R) que aprozima a u. En efecto, si (U,)n es otra
sucesion en L'(R) N L?(R) tal que v, — v en L*(R), entonces

Un — Unllz2®) = ||tn — Vnllz2®) — 0,
lo que garantiza que lim, o Uy, = lim, o U, en L*(R).
Para caracterizar el espacio H?(R), utilizaremos el siguiente resultado fundamental.

Teorema 10. Siu € H?(R) entonces

(w)(€) = 2mica(€), (w")(€) = (2mi€)*a(é). (4.1)

Demostracion. Siu es una funcién suave y de soporte compacto entonces usando integracién
por partes calculamos la transformada de Fourier de v’ y u” de la siguiente manera

@) = [ (@) do

_ 27”5/ Qﬂzmg

— o€ (@)(¢).
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Andlogamente,
(@) (€) = / e 2 () di = (2mi€)2(3) (€).
R

Ahora, si u € H?(R), entonces dado que C§°(R) es denso en H?(R), existe una sucesién
(un)n en C°(R) tal que

Uy —> u, ul, —u', u! —u” en L*(R).
Ademis, por el Teorema de Plancherel tenemos que
, — U, ul, —u', u! —u’ en L*(R).

Sean g(v) y h(v) definidas por

Entonces mostraremos que ' = g(u) y u = h(u). En efecto,

o = g(w)l|p2q) < [l = g(un)llz2y + llg(un) = 9(u)l| 2Ry (4.2)
y
[ = h(u)l[ 2@y < llu” = h(un)l2®) + [1h(un) = A(u)l|L2(w)- (4.3)

Pero como ul, (€) = 2mi€in (€) = g(un) y ull(€) = (2mi€)2n(€) = h(un), entonces

" = g(un)ll 2y = 1" = w2y = [l = w2 ) — O,
y
" = h(un)llL2z) = 0" — ufllp2@) = " — up |l 2@y — 0.

De otro lado, puesto que #,, — u en L?(R), entonces

[ () — [a(€)1?, 1g(un)©) — lg(w)(©F, [h(un)©)* — |h(uw)(€)]* enctp. E€R

Entonces existen subsucesiénes (que denotaremos de la misma forma) y un par de funciones
51(£), s2(€) € L*(R) tales que

|9(un) ()] < 51(8) v [h(un)(§)] < 52(8)-

Por lo tanto, usando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que
lg(un) = g(u)llL2@y — 0 v [[h(un) — h(u)||L2@®) — 0.
De donde por (4.2) y (4.3), tenemos que
[ —g)ll2@® =0 v |[u” = h(u)]L2®) = 0.
Asi,

W (€) = 2micu(€), w'(€) = (2mi€)%U(¢) enctp. EER
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El siguiente resultado establece una caracterizacién del espacio de Sobolev H?(R) mediante
la transformada de Fourier.

Teorema 11. Siu € H%(R) entonces (1 + [£]|?)d € L*(R). Mds atn, existen constantes
positivas Cy,Cy tales que

Cill( + [€7)all L2y < llull ra) < Coll(1+ €1l L2gwy- (4.4)

Demostracién. Supongamos que u € H?(R). Entonces usando el Teorema de Plancherel y
las férmulas (4.1) tenemos que

||u\|%{2(R) :/R|u|2dx+/R|u’|2dac+/R|u”|2dx
_ ~ 2 -~ 2 - 2
—/Rlu(f)l ds+/R|u (©)| d“/R'“ (©)2 de
- / ()2 de + 4n? / €P2a(e)[? de + 167 / e[t ale)? de
R R
<1mt [ (1416 + 161 ) e
2 ~ 2d
<16rt [ (1+16R) () de
— 1674 (1 + [€2)a() |2 s

Reciprocamente tenemos que

[ (1+168) mera < [ P de+ant [ lePlatoP e+ 1or [ e ate)as
/|u \d&+/\u |2d5+/|u" () de
f/R<|u< D) + o (@) + [ (@)[?) do
=Hu||§12(m)-
Entonces con
Ci=1, Cy=167"
tenemos que
CLll(1 + (€Yl aqry < lullmacey < Call(1+ €2l L2y

Es decir, tenemos que (1 + |£|?)u € L?(R) y la desigualdad (4.4) se satisface. O

Para finalizar esta seccién establecemos el siguiente teorema de inclusién continua.
Teorema 12. Sea p > 2. Entonces existe una constante positiva Cy tal que
[ull Loy < Cpllullmz), para toda u € H*(R).

Es decir, la inclusion H?(R) — LP(R) es continua.
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Demostracion. Sea u € H?*(R). Por el Teorema de Plancherel tenemos que ||@ 2y =
lull2(r)- Entonces dado que la inclusién H?(R) < L*°(R) es continua

ey = [ fuP da
R

:/wwwﬁm
R

—2
<l [ ol da

< Clull, [ 1P de
< Cllullfaip l1ullie @)
= OHU||§}'—]2(]R)'

En las dos tltimas lineas usamos la caracterizacién del espacio H?(R) dada por el Teorema
11.

O
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