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CURVAS FUNCIONALES DE LORENZ: ANALISIS DATUAL E INF ERENCIAS

Emilio José Chaves

RESUMEN

Enfoca las ideas pioneras de Pareto y Losaime desigualdad de rentas desde la perspediv d
ordenamiento datual. De alli plantea un método nmdoxo para inferir curvas funcionales de LoreGL)(
no-paramétricasa partir de datos empiricos puntuales o agrupaetodase a dos premisas principales: 1)
Ordenamiento datual descendenteo-a-pobre (RaP); 2) Andlisis datual logaritmico para infanr Vector-
Funcion estructural, clave por su presencia tantdaeforma funcional de la CL, como en la Funci@ d
Distribucion Acumulativa (FDA) derivada. Aparentame esta area estadistica requiere una revisidicaed
Por su significado en metodologia de investigapigma diversas disciplinas, las ideas aqui consagpgdizas
podrian ayudar en el futuro para estructurar urevadeoria general, otro manejo datual practicdrg o
ensefianza de las funciones en el sector de digtit®es univariables continuas, dentro del contdgrttas CL.

PALABRAS CLAVES: Curvas Funcionales de Lorenz, Métodos No-Paranoétde Inferencia Estadistica,

Distribuciones Continuas Univariables, Ordenami@&decendente. .
JEL CLASIFICATION: C14, C46, D63, NO1
ABASTRACT
It focuses Vilfredo Pareto and Otto Lorenz contiitms on income inequality around their data omgri
perspective. As a result, the paper elaboratesstarddox method to infaron-parametricfunctional Lorenz

Curves (LC) from scarce empirical quantils and/muged data, based in 2 main points: 1) Descendfitg
ordering; 2) Logarithmic data analysis to infertaustural functional-vectoy F(x), key component present in



the obtained functional LC, and in the functionaln@ilative Distribution Function (CDF) derived curve
Aparently, it is time to recommend a complementamision of this sector of statistics. Given itgrsficance
for research methods in several fields, ideas heranced might be of help in the future to struotur
possible new trends in general theory, practicesteaching procedures of this sector of continusigariate

distributions, inside the conceptual frameworktaf torenz Curves.

KEY WORDS: Functional Fitting Lorenz Curves, Statistical Iriflece Methods, Continuous Univariate
Distributions, Descending Ordering.
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INTRODUCCION

La Curva de Lorenz (CL) es una de las gréaficas pufiterosas en el campo estadistico; cautiva por su
sencillez, por el poder de sintesis de su imageitiira, y por su potencial analitico. En esenkdaCL grafica
la fraccion acumulada de una variable aleatorigsugeta fraccién acumulada de poblacion receptorasde
variable repartida. Normalmente el investigadordestribucion de ingresos cuenta con pocos datose(en
cuatro y quince puntos) para su curva de Loremnadgs ellos caben dentro de un gréafico cuadradmdepor
uno, eshozando una curva creciente que arrangaude (0,0) y llega al punto (1,1) luego de atravdes
puntos tatGalésintermedios. En ese momento, el investigador ritacespresar en lenguaje matematico una
curva continua que pase por todos esos puntosseguereciente, y sea portadora de un nivel settisfa de
precision e isomorfismo respecto al fenédmeno distivo real. De esa forma funcional de ajuste ddpen
fuertemente su interpretacion posterior, los d¢éfcde indicadores recomendados, y la vision ialede la
distribucién empirica estudiada. De no lograrla) Eiqueda la opcidn de trabajar con los milesalesdde la
encuesta original, lo cual exige ordenadores ma&mpsos, mas tiempo, grupos de especialistas nwyore
otras técnicas estadisticas, otros costos y oiesgas diferentes que también pueden afectar idadaly

precision de los resultados.

Entonces ya se hace facil introducir criterios meterminar qué sectores de la poblaciéon estaniduod o
excluidos del bienestar o malestar asociados afiahle, asi como responder a otras preguntasteeisn
propias de cada campo de investigacién. Aunquedstica es aplicable a diversos campos de laieieagui
es referida preferentemente a entornos de distébusocio-econémica, razon por la cual términos @om
pobre, rico, ingresp... son extrapolados aqui de manera general aundada teoria es aplicable a campos



donde no se emplean esas palabras. Por todo €fmeeiso pedir la comprensién y disculpas antitapadel
lector.

La comunidad de estudiosos y conocedores de ldigtita ha propuesto numerosas familias de funsione
de ajuste a las CL, en especial para el tema gaftrede ingresos. Esos algoritmos suelen presdiviensas
limitaciones: algunos son poco exactos, otros aditen las premisas légicas minimas de las CL;sotro
impregnan con su forma implicita el mismo fenémeeal que buscan describir, deformandolo en ciertos
sectores; otros son demasiado complejos de maagjarpor especialistas; otros solo funcionan con un

espectro muy reducido de distribuciones y seriesats.

Una caracteristica virtualmente comin es que dgositanos estan disefiados en su inmensa mayoréa par
representar el ordenamiento de la poblacién endeeascendentgobre a ricg PaR, caso en el cual la CL
crece por debajo de la diagonal del cuadrado. Ebaoéaqui propuesto es el inverso: ordenar prin@so
datos de rico a pobre y trabajar el tema solo eeneafoque descendente. Al avanzar la exposicidrarga
visibles las razones que justifican esa decisi@.pEeciso enfatizar que toda la investigacion testé
descansa en ese cambio de perspectiva: Si desatdlandel rio no puedo ver el bosque que tengoojanmi,
no tiene sentido culpar a los &rboles vecinos gaiénmpiden verlo con claridad; més logro si decittaesar
el rio para ver el bosque desde la otra orilla. ldamde perspectiva complementa la visién globahgide
qgue predomine una visién unilateral. En este casardlisis estadistico la perspectiva hace laatitga y
favorece no solo a quienes investigan la distrifiudle ingresos, sino a aquellos que investigan sema
analogos en otros ambitos, desde otras ciencigssiplihas.

En el campo internacional, el tema aqui tratadadesactualidad cuando se mira el sistema-mundo
econémico y politico surcado por muchas desiguaklgdkexclusiones. Desde hace décadas, organismas co
el Banco Mundial, la ONU y su PNUD, el FMI, la CEPA otras entidades internacionales financian
batallones de especialistas y equipos regionaldisatios a estudiar el tema de la desigualdad,deepa, los
indicadores del desarrollo humano, el crecimieatalesarrollo econémico y la dinamica del progrescio-
econdmico y cultural, la relacién entre crecimieptdesigualdad, etc.. Dentro de los servicios doece el
Banco Mundial se encuentra el programa POVCAL, sl significa literalmentecalculadora de pobreza
(Poverty Calculation). Si el usuario lo consultaiaaés de Internet, puede descargarlo, introdusirdatos de
distribucién de ingresos segun las instruccionestgner resultados y graficos. El Unico problesmawe los

algoritmos implicitos en su disefio no son los nesjgrara obtener resultados precisos y no siempnplen



las condiciones l6gicas minimas exigidas, razérigpoual POVCAL ha sido objeto de duras criticasyaste
de estudiosos del asunto (Minoui y Reddy; 2008).

Con el enfoque propuesto, cualquier investigader gppa usar una hoja de cémputo electrénico coia cie
destreza minima, puede aplicar con toda confiaveadlculos y graficos aqui descritos a los datogips de
su investigacién. Sélo requiere ser muy conscigritkaro sobre las inevitables premisas que adosabye
sus implicaciones, en cuantos componentes norntBels procesos de inferencia. Hace algunos afios
publigué un par de ensayos sobre el tema (Chaw3),2donde proponia mirar el asunto desde el
ordenamiento RaP y cuestionaba el POVCAL. Lo quegia una idea apenas util en el campo de la
economia-aplicada se convirti6 gradualmente enjelde una propuesta de metodologia investigativa
portadora de un enfoque alterno en el planteamiirtoco de algunos subtemas de estadistica mateméat
sobre distribuciones continuas de variables aliestqositivas. Me refiero en particular al anélisédual y a
los procesos de inferencia a partir de datos eschim sea en forma de algunos cuantiles completiosaso
mas sencillo-, o a partir de histogramas agrupdddsecuencias simples —el caso mas complejo, doode
conoce el valor medio de la muestra, y tan sol@mcemos los limites inferior y superior de cada grysu

respectiva frecuencia de ocurrencia-.

La propuesta ofrecida en el articulo es un dedarmoéis general y menos restrictivo que la planteada
2003. Contiene las bases para considerar una eveatwvacion teorica de la estructura de lasibligtiones
continuas univariables, de modo que puedan sendides desde el contexto unificador de las CL, dsa
trabaja con fracciones abstractas, en unidadeseadionales, tales como las empleadas cuando marsejam
nameros fraccionarios puros. La primera seccidtifiges el cambio de perspectiva analitica. La selguparte
explica la fundamentacion matematica y datual déuteién estructural particular, una especie detorec
portador de las claves que le dan su forma firgda CL particular; a ese vector lo llamamos laitim F(x)

y esta presente en todas las formulas y andlisisades, asi como en la elaboracion de distribieson
estadisticas artificiales, tema importante questmza rapidamente. En otra seccién analizamos derma

muy rapida ejemplos concretos de inferencia y depgracticos al elaborarlas.

Dado que casi la totalidad de la literatura demdtsiglo sobre el tema esté disefiado y redactaddedla
OpticaPaR no son muchas las referencias bibliograficaggifilara apoyar el punto de vista aqui sustentado.
Por esa razoén los lectores acostumbrados al phaiget tradicional pueden encontrar sorprendenéeegte
enfoque no haya sido explorado por la comunidagstidisticos matematicos, a pesar de que Vilfredet®,
el pionero de estos estudios, si lo hiciera enpsinseros estudios de 1897, asi como el famoso eciste



polonés Oskar Lange en 1958 en las quince pagmas tibro de introduccion a la econometria quecdeal
los aportes de Pareto.

1. FUNDAMENTACION DE LA PROPUESTA

Tabla I. Datos de Pareto con Ordenamiento RaP
Distribucién Cumulativa Inversa GB-Irlanda 1893-189 4
Nota inferior: Ingreso en Libras ( x) y nimero de ingresos mayores
de x(N)

Table 1
Reverse Cumulative Distribution of Income in Great Britain
and Ireland for Years 1893 to 1894

Income (£} Great Brtain Ireland

x log x N log ¥ N log N
150 218 400,648 560 L7717 425
200 230 234 085 537 0,365 307
300 248 121 996 500 4592 366
400 260 74.04] 487 2684 343

500 270 4419 474 1,808 3.28
600 2.78 42072 462 1,428 ERE]

7060 2.85 34260 453 1,104 ElC)

300 200 29,311 447 940 297

ang 2.05 25.03% 440 771 289

L.0oo 3,00 22,806 436 684 284

2.000 330 0,880 300 .o 243

3.000 348 6,060 TR 142 215

4,000 360 4.161 162 88 1.04

5.000 T 3.08] 340 68 183

10,000 4.00 1104 04 2 134

Note: Income in £(x) and number of incomes greater than x (W1,
Source: Data from Pareto (1807, 5058),

FUENTE: Nielsen, Francois. Module 8 — Vilfredo Pareto. 2007.
http://www.unc.edu/~nielsen/soci250/m5/soci250m5.pdf

1.1 ORDENAMIENTO DE LOS DATOS EN LOS TRABAJOS DE PARETO Y DE LORENZ

Fue el economista italiano Vilfredo Pareto, quieoppso las primeras graficas sobre la relaciéruetstral
entre el logaritmo del ingreso minimo y el logantde la poblacion acumulada que supera ese indeesoal
requiere datos previamente ordenados RaP. En la Tapodemos ver una fotocopia de un documento del
propio Pareto, en 1897, sobre datos tomados debRéiido para 1893-94, unos ocho afios antes delque
norteamericano Otto Lorenz propusiera hacia 190gréfico que con el tiempo llamaria la atencidmjase
estudiada, transformada y bautizada con el nomb@uiva de Lorenz (CL). La Tabla | contiene loodate
ingresos de los sectores mas afluentes del duatémm-Irlanda, asi como el manejo logaritmico y la
interpretacion que hizo Pareto de ellos (Niels@®®72. En la nota de pie de pagina de la Tabla | puededee

al traducir del inglés la frase “ingreso en £(x)(mero de ingresawayores que x(N)frase que Unicamente



puede invocarse cuando se trabaja desde un comtexdatos previamente ordenados de Rico-a-Pols®a o

de datos clasificados en orden descendente.

Grafico |. Fotocopia de Original de Pareto
(Datos de Cuadro 1)
“Distribucién Reversa Cumulativa de Ingreso” Log 10 N vs. Log 10
de Ingreso 2 Ko (UK-Irlanda 1893-1894)

Figure 1
Comparison of the Reverse Cumulative Distributions of Income
amd Ireland, 1893 to 1894, Plot of Loeg, N (number
thanx) Against Log, x (income in £)
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Source: Redrwn from Pareto (1897, 8038, Figure 47). See Table 1 for data.

FUENTE: Nielsen, Franc¢ois. Module 8 — Vilfredo Pareto. 2007.
http://www.unc.edu/~nielsen/soci250/m5/soci250m5.pdf

Notas de autor : 1) Pareto usa datos RaP de la distribucion
cumulativa de ingresos mayores a Ko, 2) le llama Reversa de la
distribucién cumulativa porque los ingresos K van en el eje
horizontal X, y la poblaciéon N acumulada en el eje vertical Y. 3) Al
girar el grafico de derecha a izquierda 180 grados como hoja de un
libro, y luego 90 grados en sentido del reloj se da la grafica normal
K(N) = ordenada RaP.

Y es sensato que asi ocurriera, ya que era &dsdsehtonces reunir los datos de altos ingresogetde
poco numerosa Yy relativamente conocida, anteseju@rruna gran masa de datos de bajos ingresaslestr
sectores mas pobres, y ademas ordenarlos de polm@ &n los datos empleados por Pareto no apalece
sector de bajos ingresos con
el mismo nivel de detalle que el sector opuestaltts ingresos, el cual superaba las 150 Librasgleso
anual. Hoy sabemos que un gran sector popular @oiangresos muy inferiores a ese nivel durantplza
de los datos: 1893-1894.



Hace medio siglo, el economista polaco Oskar Ldrige un excelente analisis critico solmecurva de
Pareto (Lange, O.; 1958:: 147-163); alli menciona su emigaristécrata, sus simpatias hacia el fascismo
italiano y anota quelesde 1897, esto es, antes de la aparicién dednglies econométricos en el estricto
sentido del término, [...] Vilfredo Pareto (1848-1923.] encontr6 cierta regularidad en la distribucidde

los ingresosle paises tanto capitalistas como otros. Resuméteddo empleado &si

Con base en estadisticas de varios paises, Phetodedistribuciones acumulativas de frecuenciss g
indicaban que muchas personas tenifmiesos no menorede ciertas sumas indicadas en la serie.
Luego trazé los diagramas de esas distribuciondsedeencias, marcando sobre el eje de las abcisas
los ingresox y sobre el eje de las ordenadas el nimero den@rsomn ingresade X 0 mayores que X.
NOTAS:

1) Cursivas de autor de articulo para resaltarddrmamiento.

2) Lange cita®V. ParetoCours d’economie politiqué.ausanne, 1897, vol. 2, parte |, cap. 1.

En el libro mencionado de Lange no aparecen refagm la Curva de Lorenz. Es muy posible que no
la conociera, pues parece que Lorenz se limitégargila en su articulo, pero no se mencionan testyes
donde elaborara la idea posteriormente. Tambiércpajue el estadistico italiano Conrado Gini, qe&ndio
el tema y propuso un indice para medir la desigualtbsde la teoria de las estadisticas discrézmssh
trabajo sin mencionar a Lorenz. Diversas referanciancuerdan en que solo hasta después de la segund

guerra mundial la CL se convirtié en centro de citeme investigacion.

Paul A. Samuelson, galardonado con el premio Nbbeé algunos afios, publica en 1948 su famoso
libro de introduccion a la economia, traducido Hogidiomas, reeditato varias veces, y usado gonadas
como texto en varias universidades privadas deldmukn la 16ava version espafiola de 1968, menciona
tanto a Pareto como a Max Otto Lorenz y su CL,gmesunas Tablas de Datos de Estados Unidos-1862, d
distribucién de ingresos acumulados ordenados midee PaR. Luego presenta los correspondientdEgsa
y a continuacién se preguntg;Qué porcentaje de la totalidad de la renta vaargr al diez por ciento mas
bajo de la poblacion? .. ¢Y al 95 por ciento ma®® Y asi sucesivamente. Es facil deducir taléssdde las
columnas (4) y (5) de la Tabla 2[..].. En la llamada Curva de Lorenz marcamos estos datos, el
porcentaje de la poblacién en el eje horizon&hpezando por los mas pobygsel porcentaje de renta que
reciben en el eje vertical.{Samuelson, P.; 1968; 128-134). El pasaje dejaigimplel ordenamiento PaR,
ascendente, como premisa metodoldgica, sin infopar hay otra forma de ordenamiento posible. Esa



premisa Unica predomind mas tarde desde los afid8s1®n numerosos estudios académicos que se

publicaron al aumentar el interés mundial sobr€lavas de Lorenz.

En ningln momento menciona Samuelson la posibilda@mplear otro ordenamiento diferente, ni a

los colegas que usaron esa otra opcion en ladéedslas que precedieron sus palabras.

Y en una nota corta de pie de pagina comenta bhjgade Pareto en 1897, medio siglo después, asi
(Samuelson, P.; 1968; 132-133):

Hay todavia otros medios de medir el grado de deditad de la renta. Mencionaremos

aqui, aunque no entremos a examinarlo en detal®, de los mas interesantes. El

italiano Vilfredo Pareto .. [...] ... sirviéndose de wgmafico logaritmico, .. [...] ...

descubrio que el extremo superior de las cifraglide&ribucion de la renta, en muchos y

distintos paises .. [...].. y épocas, formaba lineastas de inclinaciéon casi idéntica,

llegando a creer que se trataba de una ley fundaahedte la Naturaleza. .. [...] ..

Estudios mas minuciosos llevados a cabo durantailiimos 50 afios han proyectado

dudas sobre la universalidad y sobre la inevitalaiti de la ley de Pareto.

NOTA: cursiva de autor para resaltar ordenamiento

Se observa que Samuelson omite los autores deesgaios minuciosos sobre Pareto, no informa que
los datos originales estaban ordenados de ricdseepdo que si hace Lange- y emplea el eufemismo de
extremo superiode las cifras de distribucion de la renpara aludir al sector de super-ricos que estudié
Pareto, dentro del orden obvio de RaP. Por su,mrsecialista Lange critica el apoyo de Parefasdismo —
ya derrotado- pero hace un elogio elegante de dPgreel efecto innovador de su propuesta, dentrsude
contexto y su época. Luego acompafia esas palabrasurmos analisis mateméaticos profundos y bien
sustentados sobre las muy especiales caractesisgiicka distribucién implicita usada por Paretmlyrs las

fallas de la llamaddey de Pareto.

La valoracién que hace Paul Samuelson sobre Pa@tenz y la distribuciéon de ingresos deja muchos
interrogantes. Ante un debate que no profundizep@re un nuevo escenario: el de las CL, un temaonue
para la época, aun sin desarrollar, en el cuahdi&s$ premisas fundantes y pasa luego a contrizstar
desigualdad entre Estados Unidos e Inglaterrae daf paises subdesarrollados y avanzados, o resimg
medio entre hombres y mujeres, burécratas sov&tidnabajadores soviéticos, entre las curvas gieso y
las de capital. Por su parte, Oskar Lange, maagjarte matematica con desenvoltura, respetadasigas de



Pareto y desde ellas lo evalGa y corrige, pero anciona la existencia de las CL. Puede decirsd_gnge
analiza mejor a Pareto pero desconoce a Lorenzptmage Samuelson divulga la agenda futura en la
investigacion de la desigualdad, y ayuda a impeheentido de las premisas analiticas para el radogjro

de las curvas de Lorenz.

La consecuencia para las generaciones posteripeeBnportante en cuanto estos eventos se juntaron
para imponer una perspectiva casi Unica que hdaegi la investigacion y la interpretacion (episitgia)
del tema de la distribucion de ingresos desde eatorSi bien aqui no podemos profundizar en ekorig
histérico de la CL, hay publicaciones (Xu, Xuanp2) que precisan el papel de las primeras estadisticas
inglesas de ingresos y de sus analistas de filesigiie XIX en la generacion de las ideas basi¢@hiozza
Money; 1905;42). También (Kleiber, C; 2005: 4) oliseque en el articulo original de Lorenz la prcypae
presenta la fracciébn de ingreso acumulada en ehejzontal del grafico con la fraccion de poblacio
acumulada en el eje vertical, y muestra que laicggamodernas de Lorenz son muy distintas ya tjoeaa
traen la fraccion de poblacion acumulada en elhgjgzontal. Aunque Kleiber también trabaja con el
ordenamiento PaR, esta observacion es sorprengengele quizas indica que el trabajo de Lorenz solo
trascendié cuando su gréafico fue modificadfortunadamente, es posible retomar el hilo krdi encontrar
de nuevo la ruta de salida del laberinto, en gadeias a que la valiosa CL fue impulsada despeédssdanios
1960, por los mismos analistas que impusieron lapeetiva Pobre-a-Rico como estandar en la copiosa
literatura axiomatica que ha dominado el tema dksgest-guerra.

Si pasamos del grafico de Pareto (1897) (ver Grdfial de las Curva de Lorenz modernas (Ver Goafi
I), el sentido del ordenamiento es clave por @wzn central: cuando los datos se ordenan PaR, lm€los
puntos [0;0] y [1;1] viajando por debajo de la diagl del cuadro. Dado que esta grafica es la fmaditen
los estudios de distribucion y en la literaturaomdtica elaborada desde 1960, se entiende quauto®s
andlisis se distanciaron del manejo original defaen sus graficas, que eran al inverso: orderRdBs tal
como se aprecia en la Tabla I, y en el Grafico I.

Esta decision ha dificultado el trabajo con la Gltgplas investigaciones sobre desigualdad de iogjres
ya fue mencionado que no es un ejercicio facil etiao una ecuacién matematica para una curva denkor
qgue pase debajo de la diagonal del cuadro tipicardenamiento PaR y cumpla a la vez con las camis
I6gicas de pasar por los vértices [0;0] y [1;1] satirse del cuadro. Al olvidar la otra opcion,reauncié al
camino mas sencillo, el del ordenamiento RaP; Eéopmas compleja y dificil resultdé consagrada laor
comunidad de especialistas para estudiar el teman@ucasi un siglo, se acumulé un voluminoso cuerp



tedrico de tipo axiomatico sobre esa premisa, castumbré a las academias y estudiantes a mitamel

solo en un sentido y a hacer las graficas con esa

Graéfico Il. Formas de las Curvas de Lorenz
RaP PaR
Orden Rico a Pobre Orden Pobre a Rico
L(x) L(x)
1
A A
1
Curvas
de
Lorenz
0
0 1 0 1
Fraccion Acumulada de Fracciéon Acumulada de

Poblacién R a P Poblacién R a P

perspectiva. Este articulo aspira a rescatar lésmddicas basicas ignoradas del enfoque Rico &RBlaP), e
invita al lector investigador a experimentar esttado mediante algunos ejemplos. Para quienesmefla
Optica ortodoxa PaR, se respeta su eleccion coiidav@ se deja abierta una opcién compatible con su
preferencia: basta una simple transformacion dsllt@do RaP y se obtiene la funcién de ajuste
complementaria, porque las dos miradas poseenimesri& particular que las liga entre si y perrtigglucir

los resultados de un enfoque al otro de maneradégpaplicando las formulas correspondientes.

Para no usar demasiadas palabras en la explicdé@sd@raficos Il, lll y la Tabla ltesumen las analogias y
diferencias existentes entre las dos perspectasiscomo las que se dan entre las curvas clavesgroy
andlisis derivados. Al reflexionar sobre las g&dice hace posible entender que son dos manetiatadjs
complementarias y simétricas de describir el miggndmeno. A su vez, los comentarios finales dealald 1|

resumen la vision estadistica que aportaria el mad#perspectiva.



El trabajo logaritmico de Pareto sobre los datasnpsrtante porque ayuda a separar el factor dalaegel
ingreso medio en unidades reales), del factor @siial de la distribucion, tal como lo planteé Rareon
agudeza. Por otra parte, nos legé la idea cerdri thmosa distribucion de Pareto, muy empleadziestos
campos. En lo que no acert6 fue en su idea deagiss tlas distribuciones nacionales de ingresosixhi
estructuras logaritmicas de rectas paralelas camqgue crey6 encontrar para el dio Inglaterraddasn los
datos y graficos aqui presentados y en otras épocaburas. Justamente, la investigacion posteriBareto
se encargd de demostrar que lo raro es encontaredmucturas distributivas de ingresos con curvas

logaritmicas paralelas.

Gréfico Il Curvas K (FDA Funciones de Distribucién Acumulativa)
Segun ordenamientos RaP y PaR

K(x) = K(Xo) K(x) < K(Xo)

ZUBI07 ap SeAIND ap sepeAlla(
(X)y sean)

v
v

Fraccién Acumulada de Fracciéon Acumulada de
Poblacién R a P Poblacién P a R



TABLA Il. RESUMEN DEL FUNDAMENTO TEORICO

Transformaciones para obtener curvas de Lorenz L(z)r a partir de curvas L(X) rap :

Los ordenamientos RaP y PaR se complementan cosimetia especial ..

1) L@per = 1- L(1-Z)krer

2) L’ (Z)paR = L” (l - Z)Qap

3) Derivadas de CL:

L (2) par = Funcién Cumulativa de Probabilidad K(z) < Ko
L " (X) rap = Funcion Cumulativa de Probabilidad K(z) > Ko

4) La segunda derivada de las 2 Curvas de Lorenzdssigno diferente:

L” (Xkap<0 ...Para(Gxx<1)
L7 (zpr=0 ... Para(xz<1)

5) En las CL (Curvas de Lorenz) modernas el eje \&dr$ie usa siempre para la variable distribuid&gjeehorizontal para Ip
fraccién de poblacién acumulada, sea RaP o PaRstaalistica matematica convencional el eje holdz@e usg
para la variable distribuida.

6) La metodologia alterna requiere: 1) Datos ordend#B. 2) Inferir las formas funcionales de ajustasaCurvas d
Lorenz RaP. 3) Derivar la curva>K4) Si hace falta, obtener las curvas &y K-pr £ Ko mediante la
transformadas correspondientes.

7) En las CL no se necesita pensar en términos deédngscde Densidad de Probabilidédh. De hecho, lagédp vienen dg
dividir las frecuencias de ocurrencia por el vat@dio de la variable en unidades particularesy#d las hace poc]
Utiles para el andlisis abstracto y adimensional.

8) Esta propuesta aun requiere ser formalizada endgmgnatematico riguroso. Tal vez sea susceptidlaresentarse en
forma axioméatica.

1=

1.2 PREMISAS MATEMATICAS Y METODO DESARROLLADO

1.2.1 Premisa Inicial: mirar el tema desde la pergztiva Pobre a Rico (PaR)

Para entender la relacion entre el ordenamientoyRaPcomplemento el ordenamiento tradicional, ReR,
preciso recordar que la probabilidad de pertenaoe¥e mas rico de una poblacién es igual a:

Prar =1 - Ppar [uno menos la probabilidad de pertenatsector mas pobre]

Lo cual equivale también a decir que si conocemoasrdenamiento, podemos inferir facilimente el gbiar,
su relacion de complementariedad y simetria. Digiacion incide también en la forma de las Curvas d
Lorenz, asi como en sus derivadas. Todo esto cenalutos proposiciones importantes que expresamos Si

prueba:



1) La derivada de la Ckgp respecto a la poblacion acumuladapproduce la Funcion & Ko de ingreso
Minimo vs. Xas también llamada Funcion Acumulativa de DistrillmcMayor-o-lgual, donde X%r es la
probabilidad de recibir un ingreso superior o igualerto valor predefinido Ko.

2) La derivada de CL-PaR respecto a la poblaciGmatada X%.r produce la Funcion K de ingreso maximo
VS. Xpar también llamada Funcion Acumulativa de DistrildaciMenor-o-Igual. En este casa-.X es la

probabilidad de recibir un ingreso inferior o igaatierto valor predefinido Ko. Este es el enfofjadicional.

Lo anterior nos permite afirmar que cuando se watalatos ordenados segun su tamafio, si hablamos de
ingreso minimo —o de k& Ko-, necesariamente nos referimos a un sistemenadd RaP. A su vez, cuando
hablamos de ingreso maximo —o de<lK, -, necesariamente estamos inmersos en un sistel@aaolo PaR.

Dentro de este contexto también es correcto deeir g

P(K=K,)=1-P (K<K,)

La probabilidad de que una variable sea mayor algu K, es igual a uno menos la probabilidad de que la

variable sea menor aK

Como ya comentamos antes, cuando Vilfredo Patebme sus famosas graficas del logaritmo deciraal d
la poblacion (logl0 N) versus el logaritmo decirdal ingreso minimo (log 10 X), segin lo expuesw®, s
referia a datos ordenados de Rico a Pobre, RaBtog dle la relacion & K, —o funcién de probabilidad
acumulativa para K(& K,. Ver Cuadro |, fotocopia de la Tabla de Datos@latta por el mismo Pareto.

No hay razén alguna para preferir una perspectibaesla otra. Si cierto problema puede ser invadtig
desde dos o mas perspectivas, seria valioso hateslte todas las diferentes opciones disponibkes.eE
precisamente lo que se intenta en la investigaaidelantada, sin excluir el otro enfoque porque son
complementarios, como se insinla desde la teanigleside probabilidades.

Por lo tanto, nuestra primera premisa de cambiodosdgico esl) Investigar la CL desde el enfoque PaR.

1.2.2. Premisa de Funciéon General de Lorenz



Es el momento de recordar que en las Curvas dext.onedernas la variable horizontal nq representa el
ingreso —como es comun en Pareto, o en la estadistidicional, o en las fdp (funciones de densidiad
probabilidad) — . En adelante en el eje horizoXtah la fraccion acumulada de poblaciéon bien sedeoada
RaP o PaRA su vez, en el gje vertical Ya la fraccion acumulada de la variable repartidal] comoel

ingreso, o el capital, o la tierra Ers casos socio-econémicos

Ademas, proponemos el empleo de la familia gemierflinciones de Lorenz de tipo potencial-exponé&ncia

Lrap (X) = X7® [2.1]

....Donde (¢ X < 1); (0< LgX) < 1); (0< F(X) < 1)

Esta propuesta es coherente con la observaciorepaiomada sobre la mayor facilidad de encontrar una
expresion matematica para el ordenamiento RaPaddetrcuadrado de una unidad de lado que conta&ne |
CL. Ademas, puede verificarse facilmente que laifimcumple los valores esperados en los dos eérdel

cuadro’

La idea es entonces buscar una curva especifitmafdama [2.1] que se ajuste a la serie de dat@esey
ordenados RaP , los cuales pueden venir en fornpares datuales de la CL, o en forma de histogrguea
presenta las ocurrencias versus diversos rangealdes —o0 ingresos- dentro de los cuales ocutoeng su
valor el fenédmeno real. Por simplicidad trabajamos el caso mas sencillo en el cual el investigaelcibe
una serie de cuantiles de la CL, los cuales debenrglenados en el sentido RaP antes de llevab@ ala

préximo analisis.

1.2.3 Andlisis datual para generar vector estructual F(x)

El siguiente punto es conocer la forma de laifumcontinua F(x) que da la forma particular £laa

partir de los datos de cuantiles. Si sacamos aritonos de la expresion [2.1], llegamos a:

Ln (L) =Ln(x) - F(X) 2 F(X) = Ln (L) / Ln(x) [2.2]

Donde (0< X <1)y (8 F(x) <1)



En la practica, si tenemasparejas de datos empiricos de lazglde tipo (x, L) basta calcular para cada
pareja esta relacion logaritmica y obtenemos dineehten-1 parejas internas de puntos (%) debido a que
en los extremos calcular [2.2] se torna indefini@isl. las cosas, el foco del problema se transéieamdlisis de
los puntos internos que definen el exponente FéXadexpresion [2.1] y basta obtener una funciditicoas
de ajuste de F(x) para conocer el exponente (mwvdghcional-estructural) que define una de las lmsc
funciones posibles de ajuste de la CL. Dicha famgarticular F(x) [2.2] es ensamblada luego efarailia
general de CL [2.1] para originar la CL particulaie corresponde a la serie de datos empiricosadel Esta
relacion logaritmica directa y plena de sentidaechis datos ordenados RaP, el vector funcionalestal
F(X) particular y la estructura matematica de lmifia de curvas CL-RaP propuesta, permite desthcar

coherencia tedrica y empirica del método aquitptato.

1.2.4 Curva continua de ajuste a puntos datuales die funcion F exponencial

El siguiente paso es conseguir una curva suaveynt@ que se ajuste con la precision estipulaganse
criterios del investigador a los puntos halladosekmanterior numeral. Para este procedimiento ggem
hacerlo por etapas con ayuda de un programa coioveth de Hoja Electrénica en un computador pellsona

En nuestro caso se empleé el programa Excel deotiftr™. El proceso intermedio seria asi:

1) Graficar los ene puntos;,(&)

2) Usar la funcion Tendencia ™ -0 su equivalentetems programas- hasta hallar una funcién deaja$bs
puntos (x F) con una correlacion R2 (O Chi cuadragfa, superior a 0.99 en lo posible). El programa
devuelve la férmula de la regresion —o tendencia-valor de la correlaciyf. En lo posible, conviene operar
las férmulas y sus pardmetros con al menos 6 aiftasnales debido a que la CL es muy sensiblelat dal

exponente.

3) Elaborar una tabla que calcule los valores depdra los ene puntosde los datos empiricos de la funcién
F. Calcular el promedio de los errores absolutes error cuadratico estandar, o cualquier indicseddo de
bondad de ajuste segun los criterios del anal&téa aproximacién no es satisfactoria repetirrecpso del
punto 2 anterior, hasta lograr otra curva -quizas oompleja- de correlacién que cumpla de mejorenaaos
criterios predeterminados por parte del investigaeigs importante aclarar que para un conjunto desda
puede haber infinidad de curvas matematicas déedfifg), y en algunos casos el investigador pueddiaa

la opcién de emplear dos 0 mas funciones segmengdlugar de una Unica funcion para todo el rddgd]



de poblacion acumulada X. En este sentido, el tigador es quien decide la clase de funcién F(>§ qu
prefiere, asi como los criterios sobre los cuatesat esas decisiones que lo lleven a escoger ¢ofulir(x)
finalmente optada. Se trata de entender y asurpal de la subjetividad autocontrolada del ingador en

el proceso para lograr un niveedecuadale objetividad.

4) Debido a que la funcion exponencial tiene lanmiase X, basta con lograr una buena funcion de()
ajuste a los datos, e inmediatamente el ajusta @& Iqgueda asegurado, de modo que se puede enséanbla
funcién real. Basta poné&(x) como exponente de la ba¥een la expresion L(x) = X y tenemos asegurada
la curva funcional de Lorenz para los datos deb,cdsentro de las premisas del ordenamiento RicokaePde

la variable X.

1.2.5 Condiciones logicas y premisas complementasia

La funcion F(x) debe cumplir una serie de critemaatematicos para garantizar que la CL resultagae s
apropiada a las condiciones logicas que debe cymptiue la curva KKo derivada de la anterior resulte

compatible con datos ordenados de Rico-a-Pobre.

En la practica, quienes trabajan el tema encueritaaciones inesperadas cuando extrapolan furcione
principalmente en la cola baja de la distribuci®ar ejemplo, la CL toma un valor mayor a uno, ®kecaso
de las curvas K>=Ko, que deben ser estrictamertieecientes dentro del contexto RaP, de prontoaniain
camino ascendente inesperado. En términos muy ajenarsto se debe a que no cumplen cierta regjessd
gue debe seguir el vector-funcién-estructural Eiante su rango [@ x <1]. Esto puede ocurrir cuando la
funcion F(x) de ajuste usa una curva polinémicaydelo muy alto, y F(X) puede contaminar con su form
sinuosa ciertos intervalos de la distribucion, &éado inviable la propuesta aunque haya exceleptgspbn en
el ajuste. A manera de proposicion se recomiendpmirsdas siguientes reglas muy generales, cuya
comprobacién matematica no incluimos, y queda gamado todo el conjunto de la propuesta sea foraddi

de manera apropiada.

1. Para que la Cksp esté inscrita en el triAngulo superior del cuadrpreciso que
<Fx)<1
2. Para que sea positivo el ingresaz B, es preciso que F’ (X) / F(Q [-1/(x-In X)].



Esto significa que si el vector F(x) es estrictarratecreciente cumple la condicion. Si el vectol) Eene

zonas crecientes debe verificarse su cumplimiento.

3. Para que la funcion K() Ko sea decreciente como corresponde en el conkad®y y no tenga ningin
sector donde crezca al aumentar X, lo que violaripremisa central del ordenamiento RaP, es necesar

verificar en todo el rango de X que se cumplalicién:

—{ZEF —£2+In x[l':}
X X
21
F T
[+IanF}
X

(Nota: un punto sobre la funcién F significa prienaterivada respecto» dos puntos significa segunda
derivada respectox.

En el momento en que esta relacion pase de serrmagouno, a ser menor que uno, empieza a crecer el
valor del ingreso K(x» Ko. Esta es una sefal de alarma que exige rdaigancion F(x), sus derivadas y los
calculos para detectar la causa del problema ggiola. A veces la solucion consiste en usar unaifm de
ajuste F(x) diferente —por lo general mas senaillamo suele ocurrir cuando F(x) es una funciénngotiica
de grado muy alto, caso en el cual basta mucha&swen buscar otra F(x) polinémica de grado menor-.

Sea cual sea su eleccidn, al tomar esa decisitnwedtigador estd asumiendo de manera impliciéceqire
los puntos internos se interpola la funcién y deignanera, en las zonas de las colas en los edrei@mpre
hay una extrapolacion implicita portadora de riesiggicos no siempre conocidos ni prevenidos. Deté&
este marco, cabe la hipétesis de que la arguméntéijica que sustenta el programa POVCAL puede ser
defectuosa, incompleta o simplemente errénea, derda a las criticas sobre su comportamiento, yiaod
deberse a causas parecidas a las mencionadasyigtasodesde el ordenamiento Pobre-a-Rico enatlesta

concebido el programa empleado por el Banco Mundial

1.2.6 Célculo de Area de CL, Indice de Gini y Deriacion de la FDA, K> K,

Obtenida la expresion matematica de ajuste de lgpah los datos de cada caso, conviene elaborar una
tabla con incrementos pequefios que contenga edirg 150 puntos en el intervalo0 X < 1. Esto hace



posible calcular varias columnas con variablesedasomo son (F, F', F”, CL, ¥Ko ), verificar que se
cumplen las condiciones ldgicas del caso en todargjo de las funciones, y estimar el area A ajGL
mediante la sumatoria mecanica de elementos traaées. Obtenida el area bajo la CL se obtienedité

de Gini con la expresion valida para el ordenani&#P:

G=2*A-1 [2.3]

F(x)

Resumiendo: Conocida F(x), en seguida se calcdpt.& , y se grafica la curva de Lorenz obtenida.

También conviene calcular las derivadas F'(x) y(8, para verificar que se cumplan las condiciones
explicadas en el anterior numeral 1.2.5.

El andlisis de distribucion requiere normalmentecoer la curva K derivada de la correspondientee®lL,
este caso obtendriamos una funcion de distribuamiémulativa K> K, , debido a que usamos la opcién RaP.

Para la derivacion, ayuda tener en cuenta quenkidm general de la CL también puede expresarse com
expresion exponencial de la forma:

L(Xgap) = €"® [2.4]

La derivada de esta funcién existe siempre y cudadfuncion F(x) sea derivable y cumpla ciertas
condiciones logicas propias de su ordenamiento RaBxpresion de la funcién derivada es:

0 L(Xrap) / @ Xrap = K (Xgap | K >K,) o Funcion de Distribucion Acumulativagsp (FDARap)
Desarrollando la expresion se llega a

K(Xrap | K2Ko)=  [FQ)/x + In(X)-F (x) ]e"®F® [2.5]

Para el calculo en forma de tablas de Hoja Eleittadconviene usar la forma alterna:
K(Xrap | K2Ko)=[ FX)/x + In(X)-F (x) ]-L(X) [2.6]

Es muy interesante observar la presencia del vamteional F(x) en todas las funciones de inte@abe
sefialar que la funcion cumulativa>KK, es muy sensible tanto al valor de F(x), como awderivada F’(x).



La funcion K> K, posee ademas una propiedad muy importante que usedse para facilitar otros procesos
de inferencia: si se calcula su valor para x=1dpce el ingreso minimo de la distribucién, y pueeificarse

que:

Ks (x=1) = F(x=1) [2.7]

La expresion2.7] nos dice que el ingreso minimo de toda la distidru@sta implicito en el extremo
derecho del vector-funcional F(x). Por eso, cuaadoptamos mecanicamente la premisa de extrapolar la
funcion F(x) en el extremo bajo de la distribucipermitimos que la funcion predefina el valor dareso
minimo, asi como la forma de la distribucion e estctor de bajos ingresos; esto es importanteipas) alli
donde se calculan los indices de pobreza absolptdbreza extrema. Conviene por lo tanto que laacae
oficiales de encuestas y estadisticas informerilaiqn el valor del ingreso minimo real, al igualkegel valor
del ingreso medio real, en el momento de darlelasitiles a los analistas. Otra opcidn consisteugerir que
entreguen siempre al menos dos puntos datualedligigm menos de un 2% de las colas alta y baja de |
distribucién, o sea para X=0.02 y x=0.98, de mode se reduzca la posibilidad de asumir premisayy m

arbitrarias y erroneas en estos dos sectores adavesdistribucion.

Una vez calculadas las tablas correspondientefacdsgraficarlas y analizarlas. Hay puntos de riége
general que pueden determinarse rapidamente, daiae: 1) el valor de la mediana, 2) la probabilidiad
ganar mas de un ingreso medio, la cual ocurre enrgb de la CL con pendiente igual a uno, 3) Bteso

minimo de la muestra, el cual ocurre cuando x=1.

Tal como se explicé en el numeral anterior, el stigador debe tener presente que tanto la funcigh F
como la funcién k& Ko vs Xrapn deben cumplir ciertas normas légicas en tod@sga, cuyo cumplimiento es
de exclusiva responsabilidad del analista que pr@pas curvas funcionales. Se recomienda vigila lqu
curva K> Ko sea:

a) Positiva porque no se aceptan ingresos negatiwagores de la variable aleatoria menores de cer
b) Estrictamente decreciente, sin pendientes pasijtiporque de lo contrario implicaria que la psami

fundante sobre el ordenamiento RaP no se cumple.

NOTAS IMPORTANTES:



1) Es destacable que el poder de sintesis de neaGle Lorenz se debe a que sélo emplea fracciones
acumuladas, lo cual nos permite dejar de ladoctbrfale escala de los datos reales, como cuanolgjaraos
nameros fraccionarios abstractos sin pensar edit@ension real de la unidad, ni en las unidadeseadps
para medirla. Una vez hallada la distribucion adativa K (Ver [2.5] y [2.6]), el valor de las unides
arrojadas para la funcion K& K, viene dado erunidades mediasde la muestra, 0 sea en unidades
adimensionales. Esto significa que si se tratandedistribucion de ingresos, con ingreso mediocpeita de
500 dolares mensuales, cuanda>R, por ejemplo, nos referimos a un ingreso menpaalcapita igual o
superior a 2*500= 1000 dodlares. O sea, K viene midages adimensionales abstractas, lo cual facilita
enormemente el andlisis ydaomparacion de distribuciones diversas que pueeein en distintas unidades,

con distintos valores reales de lmsdades medias

Fundamentar la parte tedrica del método exige aeeesente el uso de un lenguaje matematico como el
usado en esta seccion. Sin embargo, el método egjiniere ser vertido en un lenguaje formalizado mas
riguroso. En el siguiente aparte abandonamosd&isemmatematico e ilustramos con ejemplos consret
procedimiento.

2) Dentro del contexto RaP, derivar la llamada Heywan der Wijk es relativamente facil. Esta “leg
explicada por (Cowell, Frank. A.; 2000: 81-83) dedd perspectiva PaR, y en esencia se refiere a una
particularidad de la distribucion de Pareto referdla relacion entre un ingresg el ingreso promedio de
quienes reciben una sumaayor o iguala tal K, . (Se observa que esta ley emplea términos deextont
RaP)?

2. EJEMPLO CON DATOS DE CUANTILES DE CURVA DE LOR ENZ

Para ilustrar el método se usan dos series deilesattmados de la base de datos de distribucion de
ingresos de la UNU-WIID2C 2009 sobre distribuci@inigresos de China-2002 y Estados Unidos-200@. Est

es el ejemplo mas sencillo de manejar.



La Tabla lll muestra los datos empleados. Estadudds entrega una serie de 10 deciles ordenados PaR

mientras China hace igual pero agrega los cuamt#e5% mas pobre y del 5% mas rico, para un tigaina

serie de 12 cuantiles.

Tabla lll. Series de Cuantiles China-2@y EE.UU.-2000 Porcentajes PaR

1 4 5 6 17 18 19  1C )5 )95
China |82 96  6¢ 007 3.3/ 7.98 21C 20 .6f 09.09]
EEUU |81 0/ 3z .67 03( 245 6.07 9.0:
FUENTES:

China: Li Shi, 2005. (Sample Survey by the Econeniitstitute of the Chinese Academy of So¢

Sciences)

USA: Luxembourg Income Study.
Base de datos UNU-WIID2C 2009 (Series 956 Chin@030SA)

Cifras redondeadas en la Tabla. Los célculos em@edfras significativas disponibles.

2.1 ORDENAMIENTO RAP Y PROCESO DATUAL PRELIMINAR

al

El siguiente paso reordena los datos de la Tabléod presenta en forma de cuantiles acumulad®s Ra

efectla los calculos logaritmicos necesarios paaficgr los puntos de la funcion F(x), la cual deisertarse

en el exponente de la Funcion General de CL. LdaThb muestra los resultados de este procesamiento

intermedio para los datos de Estados Unidos, afi0.20

Tabla IV. Ejemplo de Proceso Intermedio de Dz
Cuantiles de EEUU-2000

FracciénX; |Fraccion Fraccion Y |LnY /In X
Acumulada. RaP Simple |Acumulad; F
RaP RaP
.1 ,290:¢ ,290:¢ 537




.2 ,160° ,451( ,494¢
.3 , 124! ,575¢ ,458¢
4 ,103( ,678¢ 423
£ ,086" , 765 ,386:
.€ ,073. ,838¢ ,345.
L7 ,060¢ ,898¢ ,299:
€ ,047¢ ,946¢ ,245¢
.C ,035! ,981¢ ,173¢
,018:
Elaboracién propia con datos de EEUU de la Ta
Cifras redondeadas

Grafico IV, LnL/Ln(X)vs X Acumulada y Li nea de Tendencia
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2.2 INFERENCIA DE CURVA ESTRUCTURAL F(X)

La Tabla IV contiene diez puntos de la Curva desbhar RaP, y 9 puntos internos de la funcion F(r). E

este momento nuestro interés se enfoca en el Gi&fjel cual muestra los 9 puntos datuales de, igg)que



estan unidos por una linea de tendencia cuya farmatematica es entregada por el computador, a&l so
correlacion R2.

El Grafico IV es portador de una valiosa informacifue merece varios comentarios detallados:

1) Los 9 puntos (xL;) sugieren una curva descendente. Al usar la farldidea de Tendencia del programa
Excel de Microsoft ©, luego de varios ensayos déadmmea recta, la cual da un ajuste relativaménotno,
hasta otras opciones mas complejas, se escogidiiebmio de grado tres que muestra el Grafico ®deu

observarse su alta correlacion R2 (Chi-cuadrado).
2) El polinomio hallado tiene la expresion:

F(x) = -0,47985%+ 0,52818% - 0,54484x + 0,5869[2.7.a]
R2 = 0,99990

Dicho polinomio arrojé un Error Absoluto Promedimial a 0.3 % para los 9 puntos datuales disponitdes

F(x), considerado satisfactorio para los critedesste ejemplo.

3) El grafico muestra la curva extrapolada en s ablas, es decir para valores dgpéntre 0y 0.1, a la
izquierda, y para valores entre 0.9 y 1.0 a ladereEl investigador no posee datos para justifesda
decision, y se acepta que fue tomada de manemtemal, por la simplicidad que supone trabajar e sola
funcién de buen ajuste intermedio. Por otra padeacepta de manera implicita la forma del poliooenitre
los puntos intermedios como una premigaonablede trabajo, sin pensar en la infinidad de expresion
matematicas posibles para el mismo propésito pdaticle obtener una curva generadora F(x) satisfact

para los datos del ejemplo.

2.3 ENSAMBLE DE F(X) PARTICULAR EN CL-GENERAL PRO DUCE CL-RAP PARTICULAR
Asi las cosas, basta reemplazar el polinomio Ffx)el exponente de la CL teérica general dqog x "
y queda ensamblada la CL funcional para el cagicplar de los EEUU-2000, inferida desde los datek

ejemplo:

L (X) —_ X(-0,47985>§ +0,52818% - 0,54484x+ 0,5869)
RaP



Al comparar los valores datuales de los 9 puntepatibles de la CL con los valores estimados por el
modelo a partir de la expresion [2.7], encontrames el Error Absoluto Medio (EAM) es de tan sola90%,
considerado muy bueno para estos casos, y mupaitl mostrar que basta una precision promedio.8& O

de la curva F(X), para lograr una exactitud aunanawy la CL.

2.4 DESARROLLOS COMPLEMENTARIOS: CL-POBRE A RICO, C URVA K > Ko , INDICE DE
GINI

Tanto la funcion F(x) (ver [2.7]) como su derivaatm necesarias para calcular la funcion de distidin
acumulativeK (Xrap | K =Ko, ) (Ver [2.6]).

F (x) = -0,47985*3*% + 0,52818*2*x - 0,54484 .... [2.8]

Recordando que la funcién [2.6] tiene la forma:
K(Xrap | K2Ko)=[ FO)/x + In(X)-F () ]-L(X [2.6]

Basta entonces reemplazar para cada x el valorddxp ecuacion [2.7], el valor de F(x) tomado ae |
expresion [2.7.a ], y el valor de F'(x) de la eegion [2.8], en la expresion anterjdr6] y obtenemos la curva

K, o funcién de distribuciéon acumulativa.

Para resolver este calculo particular de la ecotrimees suficiente usar una hoja de célculo de un
ordenador personal, disponer de datos de cuardid@sinar el procedimiento, y ser consciente dectisrios

de precision satisfactoria asi como de las prenaidassibles en los extremos desconocidos de lakdiston.

Normalmente se calculan en su orden las funcion&s F”, la CL, su area, el indice de Gini, la@a K>
K., indices de error, y luego se grafican las cuesanciales y se realizan otros estimativos prajgbsampo
de la distribucién estadistica y de los estudioslelgualdad y pobreza. La verificacion de las woones

I6gicas debe aplicarse cuando se detectan anoraalias curvas.



Para calcular el area como paso previo a la estimaiel indice de Gini, lo normal es que no seatigpde
una integral precisa, por lo cual se emplea el deétmmérico mecanico. Esto se obtiene con faciletadna
hoja de calculo moderna, haciendo la sumatoria edash& unos 100-120 segmentos trapezoidales sobre el
rango de la abcisa de cero a uno. En nuestro cagle@mos 20 incrementos de 0.001 entre x=0 y x2 9.0
98 incrementos de 0.01 para el resto de la variddatre 0.02 y 1.00. Esto se hace porque la zoiczl
influye bastante en el area, ya que alli se coreretds valores altos (los super-millonarios ddigdribucion).
Puede verse que conviene acordar unas normas asicareglamentar este procedimiento, de modaegue

facilite comparar diversos estudios analogos.
Con los datos del ejemplo, podemos también condasiicurvas complementarias para quienes prefieren
trabajar con el ordenamiento ortodoxo PaR. La Qidii@ la forma ya explicada cuando se trat6 la tsimme

complementaria que liga los ordenamientos PaR y RaRequieren dos expresiones para las transfagnad
una para la frecuencia acumulada de poblaciérraypatra la CL:

z=1-x [2.9]
L@Z)par=1- (1—-2)" 7% [2.10]

En nuestro ejemplo particular, la funcion F pattictomaria la forma
F(1-z) = -0,47985(1-2)+ 0,52818(1-7)- 0,54484(1-z) + 0,58691 [2.11]

Y la CL-PaR seria asi:
L(z)par=1- (1 —2) ~[-0,47985(1-2)+ 0,52818(1-7)- 0,54484(1-z) + 0,58691] .. [2.12]

Obsérvese, que al igual que en numerosas propuestass de CL convencionales, la expresion @si@
repetida numerosas veces. Este es un sintoma ddagjumirvas Chsr Son el resultado de aplicar una
transformada del tipo z = 1 — x (para valores dmtte cero y uno) provenientes del ordenamient®. Ra

(Pascual, M.; 2004: Pag. 101)

2.5 RESULTADOS DE EJEMPLO EEUU-2000 Y CHINA-2002



Los datos del ejemplo fueron tomados de la Badeaties WIID de la Universidad de las Naciones Unidas
(UNU-WIID2C) los cuales proporcionan no solo losutiles oficiales de encuestas nacionales desogrde
numerosos afos y fuentes, sino otros elementosschfe sirven como referentes para determinaekision
de los estimativos, tales como el Ingreso Proméditjediana, las Unidades de Ingreso, el indic&tg, y
otros relativos a los datos, sus fuentes, sus degleeales y su calificacion en cuanto a calidaivgl de
confiabilidad. El Gréfico V. entrega las dos curpaimicipales que nos interesan desde la perspartfa 1)

La Curva de Lorenz, y 2) La funcién de distribucacumulativa K(xp Ko. Esta Ultima viene en unidades
medias, lo que significa que los valores del ingmaéimo estan divididos por el valor promedio eade de

la distribucién. Conviene aclarar que en el Grafiepresentan simultdneamente la Curva de LoreRzyRa
curva K(x)> Ko para valores bajos, menores de dos ingresoomédtsto se hace por simplicidad, y porque
en el caso de los ingresos, esa es la zona enalaseudan las mediciones de porcentajes de polyreza
exclusion. El Grafico VI muestra que el ingreso imim es aproximadamente una décima parte del ingreso
medio. A su vez, indica que aproximadamente el 8&%a poblacién ganaba mas del ingreso promedkb, y
resto, un 63% de la poblacién, no alcanza el imgpesmedio en el afio 2000.

La Tabla V. presenta un resumen comparativo éogrelatos oficiales y los obtenidos a través deabda
explicado. Predecir el valor de la mediana es@ddaimente dificil debido a que implica un ajusteyrbueno
a los datos de la CL, y es muy sensible a los i ®n la derivada de la CL. Predecir el indicesia es
mucho mas sencillo ya que éste es un indice ratatwmte tosco, y no aporta mayor informacion soére |
calidad de un modelo de ajuste, en especial cuandee exigen precisiones superiores al 0.1 %. Seria
conveniente disefiar un conjunto de criterios y Ipegemuy exigentes para comparar los resultadosgde |
diversas curvas propuestas para el ajuste, de malpuedan clasificarse segun la capacidad decprédide

la curva K, en lugar de la CL, o del indice de Gini



Grafico V. Curva Funcional de Lorenz y
Curva K=>=Ko
EEUU-2000 Ordenamiento Rico a Pobre
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Tabla V. Resultades versus datos oficiales Chir-2002 y EEUL-200(

dice de Gini ediana en Unidades Media
ficial Jodelo rror | Ingreso . Mediana Jficial (lodelo |rror
bs. % [edio Rea eal-Oficial |/ A bs.
Oficial b
hina .4535¢ |4535¢ .008% 912 08¢ .674; |664¢ L94Y
002 uan/Capita |uan/Cépita
EUU .3942( | 3945t .09% 9567.74 5567.C L7958 | 791! .56
00C Olares/cépite |0l./Cép
Elaboracién propia sobre datos de Télll

3. APLICACIONES EN EL ANALISIS ESTRUCTURAL Y TEO RIA DE LAS DISTRIBUCIONES

Un aspecto muy prometedor desde el punto de éético de la estadistica matematica es el estuala d
estructura de las distribuciones continuas de bimsaaleatorias positivas a través de la funcidere
estructural F(.r Basta identificar la ecuacion de ajuste a F(%¢rida desde datos empiricos reales, o
postulada desde datos matematicos teoricos, ygse lma aproximacion valiosa de las CL, de la Ctwva
gue permite analisis matematicos y graficos decallidad relativa. En este punto, la I6gica inferaihda paso
a los andlisis deductivos y al lenguaje axiomatiaea que aun esta por cumplirse en el enfoquaipsto.

Por ahora, es suficiente con esbozar las genedabkddel tema.

En el enfoque PaR es frecuente leer estudios dkmica comparar CL que presentan pequefias difesencia
entre si. Los estudios de “Dominancia” por ejemptihajan graficos de CL que no se entrecruzan,base a
ellos determinan que una distribucién es mas diugtgue la otra en todo el espectro de X. Sin egthano

hay analisis frecuentes para interpretar los candes cuales las CL se entrecruzan una o mas.v&gqas



ofrecemos una opcion de este tipo de analisis basatbs vectores estructurales F(x), cuyas grsiioa mas
nitidas y directas.

El Gréfico VI proporciona ayuda para explicar ehte Este es un gréfico que contiene dos distrilogsio
de elaboracidn artificial, disefiadas a partir de dectores F(X) diferentes. El primer vedte(x)=0.5 es una
linea horizontal de valor constante, tipica deissriducion simple de Pareto, dentro de nuestraesta RaP.
El segundo vector es una linea recta descendésfi9,= 0.6 — 0.2714 - xjue une los puntos [0;0.6] y [1;
0.3286] dentro del cuadro de las CL. Los dos vestdineales se cortan en el gréafico; basta resdéver

ecuacion:

Fi(x)= FxX) y se obtiene el punto de corte: ..... x = 0.36846

Si se observa el Grafico VI, las Curvas de Loremzttién se cruzan encima del corte antes desanitoua
es menos clara la imagen debido a que las dos @lbastante parecidas. En general, dentro de nuestro
contexto RaP, entre mas alta la posicion del veE{aj dentro del cuadro de la CL, mas equitativa la
distribucién. En el limite, cuando el vector sevderte en una linea horizonta(x)=1, la distribucién se hace
absolutamente equitativa y la CL toma la forysa, con indice de Gini igual a cero. A su vez, entés baja
sea la posicion del vector F(x), mas inequitataa da distribucién y mas alto su indice de Gimi.dElimite,
si F(0+)=0, ocurre la inequidad perfecta, un sadblador es duefio del total, los deméas son excluigbs
reparto, y el Gini toma un valor de uno. Por otretgy cuando el vector es una linea inclinada, padéidnarse
gue entre mas alto su valor en los extremos izdoigrderecho, mas equitativa es la distribuciomoaone|
Gini, y mas alto el ingreso minimo.

Cuando se trata de dos lineas que se entrecruaam mias veces es dificil predecir cual posee undrie
Gini mas alto. Sin embargo, las funciones F(x) poama propiedad muy especial: el valor de la fimen el
extremo derecho, cuando x=1, coincide con el imgre&imo de toda la distribucion. Esta es una [eagul
interesantisima que puede probarse facilimentedg egan ayuda en los procesos de inferencia. Easel de
nuestro Grafico 7, puede decirse, sin trazar lagasuCL y K=, que los més pobres reciben 0.3286 ingresos
medios en el caso,Fmientras que en el caso F1 reciben la mitad @b)ngreso promedio. Este tipo de
inferencias simplifican el trabajo analitico y haamas sencilla y atractiva la ensefianza de la ietitad
aplicada. Sin embargo, encierran una advertengendp se trabaja con deciles, con frecuencia essago
asumir la forma de las dos colas en zonas desaa®ai en el caso del decil mas pobre, extrapaaumir a
priori la forma de la distribucién en ese sectosmébre, equivale a predefinir sin suficiente camanto el



valor del ingreso minimo. Pese a todo esto, puedsiderarse un privilegio tener que enfrentar ggtede
dilemas a la hora de inferir curvas distributivgsetir de datos normalmente escasos cerca a fiesTes.

Conviene agregar que los dos vectores estructurétg$ueron predisefiados de manera que tuviersireta
mismo indice de Gini igual a 0.3333 (en realidad paquefa diferencia aparece en la quinta ciframddc
Desde hace mucho tiempo es conocido el hecho dalagialistribuciones con formas bastante diferentes
pueden tener un indice de Gini virtualmente ig&alse observan las Curvas de Lorenz de los doss caso
analizados, una domina en el sector de ingresos, #totra en el sector de ingresos bajos. Sbserean las 2
curvas kK las diferencias aumentan, estas se entrecruzaredes: una en el sector de altos ingresos alrededo
de x=0.07, y otra en el sector de bajos ingreste ex0.68 y x=0.69. Llama la atencién que entmesafos
puntos de la zona media, la clase media,d®mBee mejor ingreso que la clase media;dsifr embargo en las
dos colas, tanto el ingreso de los més ricos, celrde los més pobres es superior para el vectoidoal F1.
Surge una pregunta que tiene implicaciones étig@sial distribucion es mas justa en este caso... da qu
permite un mayor ingreso minimo al 30% mas pobrgretio de darle mas ingreso al 7% mas rico, ai&a q
garantiza mayor ingreso relativo a las clases rsagli@ son en este caso el 63%7? Desde luego pizesta
depende de que el valor real del ingreso media distribucion F2 pueda garantizar un nivel de didgo a
los mas pobres de su curva, los cuales sélo gdrigh86% del ingreso medio, mientras que en laibistion
F1 los mas pobres estan relativamente mejor poggunan el 50% del ingreso medio. Mientras el ingreso
medio de F2 no sea mayor en un 52% al de F1, seesgia preferible la distribucion F1, a pesar uke q
ambas poseen el mismo indice de Gini, si se acepta prioridad ética la capacidad de consumo dens
pobres. Sin embargo, es posible que las clasesamédi la opcién F2 consideren que ellos merecéan viv
mejor porque son el 63%, pueden hacer valer su mzagtectoralmente en una contienda democraticeegn
gue los mas pobres deben consumir menos por no\hales similares a las del sector medio. Aungsie

s6lo un ejemplo hipotético, no es muy diferentéeddate que puede darse en diversas sociedadesamder



Gréfico VI. Curvas Iso-Ginis
F1=0,5 F2<0,6 - 0,2714X) Gini=0,3333
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El ejemplo anterior, antes que resolver la pregwaiare ética y economia politica, nos debe llevar a

concluir que el indice de Gini es un indice muycprio para entender la realidad de la estructtaillitiva

en profundidad y detalle.

De los ejemplos y desarrollos explicados hay lggishtes proposiciones relacionadas con el tema:

1. Es posible disefar y construir encuestas y istieas artificiales para el consumo publico y hiase
pasar como realidadasentificas y técnicamente elaboradds actitud ética basada en la practica de la

verdad, la buena voluntad y la transparencia inéditra no tiene sustitutos que puedan autojustdealetras



de calificativos comaientifico, técnico, matematico, moderno, positigstadistico, objetivo, cuantitativo,

computarizado, actualizado segun los Ultimos esieas] certificado por tal entidag otros de corte similar.

2. Aparte de la influencia de la calidad de looda&n la inferencia estadistica, esta es una liiscigue se
basa tanto en técnicas y matematicas especialiaadasuladas culturalmente, como en premisas asaraita
base a criterios no siempre bien aclarados, nirimddos, ni suficientemente regulados por la conathide
expertos en el tema. La intuicion apoyada en esoscimientos acumulados culturalmente puede temeolu
parcial importante para acertar en las premisas dgl®en adoptarse sobre zonas desconocidas de la
distribucién, sin las cuales seria imposible cotapli tarea de proponer una mirada global a cadénieno
distributivo en condiciones de informacién limitadklos datos. Dado que los datos siempre seréraleary
no suelen dar informacion correcta sobre la form#ad colas, no hay sino dos opciones: 1) exigintaega
de datos de calidad cercanos a las colas que disten maximo dos por ciento de los dos extreme#h|as
de cero y uno, aparte de los datos intermedios alesno 2) adoptar premisas sobre las colas, ipsstds y
aceptar su componente subjetivo —tal como ocumecgalquier curva funcional propuesta para ajuataCL-

y presentar el resultado como el producto de wfidisesponsable que aspira a presentar una imatgemnail

del fenémeno estudiado dentro del marco limitadtadeformacién datual disponible.

3. De toda distribucion continua de una sola végiatbeatoria no negativa, cuyos datos sean derorige
empirico o tedrico, y cumpla con las normas Iégiganatematicas minimas que la hacen posible ddetro
ordenamiento Rico a PobiRaP, puede inferirse al menos un vector-funcional lEgd)cual se pueden derivar
versiones funcionales de Curva de Lorenz y Curvdid&ribucién Acumulativa K, esenciales para otros
andlisis y estimativos derivados. Este enunciadizdgupuede servir como base para fundamentar la
renovacion tedrica y la ensefianza de este sectaredgadistica matematica, de fundamental impcigasm la

investigacion académica, cientifica, social y agglecen general.

4. El indice de Gini es un indicativo de baja dgilidad y poca capacidad para describir y comparar
fenémenos distributivos complejos como la estriectle las desigualdades. Por lo pronto se sugieeabu
otro indice que podria basarse en el vector-fuatiestructural F(x) por su facilidad de inferenaipartir de

los datos, por su claridad gréfica y por sus vestajterpretativas en estudios de la dominancia.

5. Aunque las funciones de densidad de probabil{fld¢) han desempefiado un papel importante en la
evolucion de la estadistica matematica, no sonlauhis importantes dentro del enfoque RaP de dsidi®s
salvo como fuentes de datos para estudiar a fomslduinciones de distribucién acumulativa (f.d.aig g



acompafan las tablas de distribuciones famosassetextos (Gauss-Normal, Lognormal, Weibull, Pareto
etc.). Por una parte, su estructura puede seri@adtudon el método propuesto; por otra partef, dag. no son
adimensionales y pueden ser sustituidas con histwg obtenidos de particiones muy finas de la ckirva

con forma de datos agrupados muy detallados. &si@ hecesita mas investigacion y reflexion entatréu

4. INFERENCIA A PARTIR DE DATOS AGRUPADOS CON INGRE SOS MEDIOS TOTALES Y
GRUPALES DESCONOCIDOS

La inferencia obtenida en el ejemplo anterior deharal 2. Puede considerarse como un ejercicimltriv
cuando se compara con el nivel de dificultad defingjo que explicamos a continuacion de manera muy
general. Debido a que el proceso es largo y reguisar ordenador personal, lo indicado es dejar la
explicacién practica detallada para otro articolgara un aula de clase, con bastante tiempo didpoks
frecuente que los datos obtenidos vengan en fomnhistograma con dos columnas datuales: la primera
columna presenta los limites superior e inferiomdgeso, y la segunda columna presenta el nUneaasos
registrados en la muestra (o de frecuencias sijnplasTabla VI resume los datos oficiales de Ingsegor

Hogar de Canada, afio 2006.

En la Tabla VI se observa que los Unicos datosadetiable repartida son los del ingreso menorly de
ingreso mayor que sirven de limite a cada grupocdfmcemos ningln valor medio, sea el de la distidin
total, sea el de cualquiera de los grupos. Endealiura estadistica consultada en Internet saltectipo de
inferencias aplicadas al ordenamiento convenciBaBl, son pocos los investigadores del tema quédevas
posible resolver este tipo de inferencia con daszmsos (Owang, T; 2003; 422). Sin embargo, defgro
método descrito RaP, es posible y relativamenteilkeobtener muy buenas aproximaciones al probldraa
dificultad principal consiste en que el procesalieg asumir simultaneamente varias premisas [@rarllos
principales vacios existentes, concretamente eRl lfjgreso medio total; 2) Una distribucion teériaicial
gue tenga maximo dos parametros, 3) Un criterimeééicion del error de ajuste.

Para resolver estos tres puntos el procedimiergoide fue: 1) Arrancar de un valor de Can. Déldges

80000, limite inferior del grupo 6. 2) Usar un wduncion lineal del tipo

F(x)=2-A-Bx, con valores iniciales A=1.5 B=0.3, twal significa que el ingreso minimo asumido es
Kmin=0.2 unidades medias. 3) Al dividir cada ingresinimo grupal por el valor medio asumido ($80)000
encontramos un referente para medir el error rés@etos valores tedricos calculados para cada daiwal



de ingreso minimo grupal (en unidades promedioan&lista puede escoger otro conjunto de valoneslpa

dos primeros puntos, si lo cree conveniente. Coayoll® puntos datuales internos, calculamos para wad

el Error Absoluto puntual, y calculamos el Errorsaluto EstdndarSAE en inglés), o promedio de los
anteriores. Esta es la funcion de control usada pamimizar el error a medida que se cambian léwrea del
ingreso medio, y de los parametros A,B. Todo et@so se adelantd con un programa de hoja de cémputo
electronico en el ordenador personal. Para unamerson experiencia y destreza en el manejo del, tem
proceso desde que se copian los datos inicialespsgenan, se plantean las simulaciones lineales pasa a

la etapa de la funcién F(x) no lineal, hasta llesyain punto aproximado y aceptable, incluidos &sutos y
graficos finales, puede tomar unas cuatro horas gaiconjunto de datos como los del ejemplo dedrama

de la Tabla 5.

Tabla VI. Inferencia desde Datos Agrupados
Histograma de Ingresos por Hogar Canada
Reordenado Rico a PobreaP!

Grupos de Ingreso NUmero
Grupc. Desd Hastt Hogares
ndmer Can.¢ Can.¢

250.00( y Mas 209.71(

200.00¢  250.00¢ 158.44(
150.00C  200.00( 456.69(
100.00C  150.00( 1.386.15!
90.00( 100.00( 473.69(
80.00( 90.00( 544.99(
75.C0C 80.00( 297.05(
70.00( 75.00( 311.48(
60.00( 70.00( 657.35(

D 50.00( 60.00( 683.57(
I 45.00( 50.00( 345.16(
4 40.00( 45.00( 344.93(
8 35.00( 40.00( 341.92(
i 30.00( 35.00( 341.74(

b 25.00( 30.00( 334.25(




b 20.00( 25.00( 238.22(

/ 15.00( 20.00( 166.31(
i 10.00( 15.00( 120.25(
) 0 10.00( 217.43(

SUMA= 7.629.33
StatisticscCanad, CANSIM, Table
FUENTE: 111-0012

http://cansim2,statcan,

Después de varias iteraciones y pruebas de ensayoryse llegé en este caso a un error SAE delnodel
8% para la funcién F(x) de tipo lineal, con pardaw=tA,B. En ese punto, utilizando las propiedadels d
modelo en ese punto del proceso, se calcularonsdis@roporciones del ingreso para cada grupoukdes se
usaron luego para recalcular tanto el ingreso metimo los ingresos acumulados de CL provisionafes

la respectiva funcién provisional F(x).

Cuando se estanca el progreso con la funcién Jirmalpuede pasar a otro tipo de funcién no lineal.
Entonces se grafica F(x) y se hace un analisisabaéncillo que produce una funcién de ajuste meali, de
tipo polinémico que puede ser de grado entre 2dg3nodo que se logre un coeficiente chi cuadrB@og?)
superior a 0.999. Con los parametros de la fund®rajuste se recalcula, y se observa que el ekbr S
disminuye gradualmente de forma lenta, hasta llegaeste ejemplo a un 2% promedio para los 18 punto
internos.

En cierto punto, después de varios intentos, seredbsgue la convergencia se estanca: ni avanza, ni
empeora. En ese momento se aceptan los valoregrésd medio y de funcidn F(x) paramétrica obteiéb
resto consiste en graficar, calcular indices desgadpresentar los resultados de la inferencia gae sean
cotejados con otros estudios y datos disponiblesleEanotar que entre mas riqueza datual hayadatés

grupales repartidos), mejor sera la inferenciagnon sera el efecto de extrapolaciéon en las das.col

Los resultados obtenidos se presentan de dos msammauna parte la Tabla VII incluye los valores
principales obtenidos en el proceso de inferenpa; otra parte, el Grafico Vitesume las tres curvas

fundamentales de la distribucién: la curva F (aeeestructural), la curva CL (o curva de Lorenza gurva



K> (o curva de la Funcion Acumulativa de Distribugjdondas elaboradas dentro del contexto RaP. Aegu v
se presentan los datos de ingresos minimos grupgsaiantes de dividir sus valores reales pongileiso
promedio. Puede observarse que el ajuste es s#iitfay tiene coherencia interna, aunque elloigaifica
que sea de alta precision respecto a los datossygabrque estas inferencias dependen de premisas y

siempre aproximaciones.

El nivel de aproximacion solo puede determinarsa uez se conozcan los cuantiles exactos de la
distribucién.En nuestro caso, tanto el histograma como el dattadnediana los proporciona StatCan, la
agencia oficial de estadisticas canadienses. kaeinfia fue hecha sin conocer los datos de ingresdsos,

ni el indice de Gini, ni otros datos que suelertesar las agencias estadisticas.

Como es bien conocido, la inferencia consiste éanap una conclusion general a partir de datogseal
particulares. EI complemento de la inferencia edldduccion, la cual consiste en obtener una cadalus
particular a partir de una teoria general. El @mfVIl es resultado de deducir las férmulas prialgp
derivadas en secciones anteriores, usando la fardaliivector funcién estructural F(x) inferido eémpeceso.
El proceso en su conjunto emplea tanto la l6gidarémcial estadistica, como la logica deductivalale

matematica estadistica, la cual es relativamemiglkkedentro del enfoque RaP.

Tabla VII. Resultados de Inferencia con Datos Awipados de Canada-2006

Ingres( Aree | Indice d¢ Median: Mediana
Medic bajc Gini =K(x=0,5) | =Col. 2x Col.!
CAN & CL
por Hoga
Valores
Inferidos | 86608,2i 0,6946¢ 0,3893¢ 0,8182: 708640¢
Valores
Oficiales n/d n/d n/d n/d 70400,0!
Errot
Absolutc n/d n/d n/d n/d 0,66%




Funcién F(x) Inferid
F(X) = -2,7922182%+ 5,4745177%- 3,7479617%+ 0,9076429%- 0,3836088x +
0,5680929
(Extrapolado para % 0,02749 y para x 0,97150)
Ingreso Minimo = 0,02648 Unidades Medias = $2 2B2.0
EAM (Err-Abs.Medio) = 1.88% para 18 puntos

Elaboracién propia de autor sobre datos de Tabla \
Datos no disponibles, n/d, requieren consultarse o@&tat Can, la agencia oficial

estadistica de Canada

Cabe sefialar que en el Gréfico VII, por razone®spmcio fue necesario alterar la escala vertiehl d
grafico, razén por la cual luce aplastado, y loadcados de uno por uno toman forma rectangularelEn
grafico es visible que cerca del 39% gana mas dagraso medio, lo cual significa que el 61% garenos
del ingreso medio. A su vez, la mediana es un 8&Pindreso medio. Como parte del proceso inferénsia
asumio que el ingreso minimo seria aproximadambdi@avo del ingreso promedio. Este valor, que no es
preciso, resultd de la extrapolacion en la cola bajla funcion F(x) asumida por comodidad, parasas mas
de una funcién F(x). De todas maneras, el Gltimatgulatual a la derecha muestra un ingreso bajoaape
superior a 1/10 que cae rapidamente, por lo cuahwgs posible que el ingreso minimo sea realmentg mu
bajo.

En la literatura consultada sobre inferencias emetexto tradicional también hay un debate sohgetigpo
de premisas deben tomarse en las dos colas desttibuliiéon y qué clase de analisis datual es el mas
conveniente para justificar esas premisas. A ladezesta observacion, puede entenderse mejor @ val
relativo de las inferencias desarrolladas hasteaalpoes el problema no es facil ni para la opBiaR, ni para

el caso RaP.

Es posible preguntarse ¢ Porqué no intentar lacinéé a partir de datos completos, de modo que inaya
referente completo para evaluar el resultado? egunta es valida y de hecho si se realizaron vedioputos
satisfactorios, usando datos completos, con apamiones inferiores al 3% de error. El problemaaadin
qgue el hecho de disponer de cualquier dato adiciua permita conocer el ingreso promedio genee un

informacién que puede sesgar el proceso, asirseeadjue se actlia “como si no se conociera ese.dato”



QGréfico VIl Qurvas Deducidas de Inferencia
HX)=1,33444x4+2,03057x3-1,03641x2-0,18635%+0,5701 5
1) K$ ave=$86608,28 2) Mediana=0,8182 ($70864)
3)ANi=0,3894 4)SAE=1,88%

Datos de Statistics Canada, CANSIM, table 111-0012

Median=$70400
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Por esta razén, y dado que no se explica el méoddetalle, se usaron los datos del histograma de
frecuencias canadienses para trabajar el tema eomhaliciones mas dificiles posibles, con la ideguk en el
futuro podremos comparar los resultados con lo®sdatompletos, y conocer mejor los niveles de
aproximacion obtenidos. Ya llegara el momento parsocer los datos complementarios que permitanrmedi
la calidad de la inferencia, asi como también sec&sario escribir un articulo futuro explicandega paso

este tipo de procesos de inferencia.

Finalmente, y para someter los resultados obteradoea comparacion aln mas rigurosa, se entrega la
Tabla VIII con los ventiles deducidos de dicha iiafecia y otros valores importantes, de tal mode lqs
especialistas la comparen con los datos oficiaesido estos sean publicados. Esos resultados ayudar
conocer mejor las causas de las diferencias comgadas dos vectores estructurales F(x): el obteaigli
mediante la inferencia, y el valor real calculadoaztir de la serie de cuantiles oficiales canatiercuando

sean publicados.

Tabla VIII. Cuantiles RaP estimados de inferencia

Cuantil Y X Y F aprox
No. Grupal | Acum. | Acum. InY/InX
1 0,1920° 0,0t  0,1920° 0,550:"
2 0,0992¢ 0,1C 0,2913! 0,535¢
3 0,0809¢ 0,1t 0,3722! 0,520¢
4 0,0709¢ 0,2C  0,4432: 0,505¢
5 0,0644. 0,28 0,5076 0,489(
6 0,0594° 0,3C 0,5671- 0,471:
7 0,0551° 0,3t 0,6223: 0,451¢
8 0,0510¢ 0,4C 0,6733¢ 0,431¢
9 0,0470: 0,45  0,7204( 0,410°
10 0,0429: 0,5C 0,7633: 0,389¢
11 0,0389: 0,5t  0,8022¢ 0,368t
12 0,0350¢ 0,6C 0,8373! 0,347:
13 0,0315¢ 0,6t 0,8689: 0,326
14 0,0283° 0,7C 0,8972 0,303¢
15 0,0255: 0,7t 0,9227¢ 0,279:




16 0,0228: 0,8C  0,9456: 0,250t
17 0,0200¢ 0,85  0,9656¢ 0,214¢
18 0,0166¢ 0,9C 0,9823 0,168¢
19 0,0121: 0,9t  0,9944¢ 0,107¢
20 0,0055: 1,0C 11,0000

Suma 1

1) Célculos estimados
NOTAS: autor
2) Resultados pendientes de verificacion
datos
oficiales de CanadCouple Families, 20(
Statistics Canada, CANSIM, table -001Z

CONCLUSIONES

El ordenamiento Rico-a-pobre abre la puerta para interpretacion sencilla, coherente y direletdas
distribuciones continuas de una variable no negatg complementario al tradicional ordenamientor&a.-
rico que predomina en el manejo del tema. Dentreste contexto los temas y ejemplos desarrollados

permiten concluir los siguientes puntos generales:

1. A partir de algunos datos de cuantilesad€lirva de Lorenz es posible inferir de manera ditgpe
vectores-funcionales-estructurales F(x) de bueraigion, los cuales son claves para el analisallddb de
distribuciones, para generar CL funcionales, pafinid las condiciones logicas que debe cumplirayap
derivar otras funciones, gréaficos e indices deftesmente, y para profundizar los estudios de danuia.

2. A partir de histogramas de frecuencias de ingregrupados —sin otra informacion de ingresoslagie
valores reales de los limites de ingreso de cadpogres posible inferir el ingreso medio y la estuita
distributiva como en el caso anterior, en procegaguales mas complejos que arrojan resultadoset®m

precision.

3. Es posible concebir una teoria estadisticaedtbsde las distribuciones continuas elaboradaadtor de

las Curvas de Lorenz, en la cual las funcionesiqudates de densidad de probabilidad (f.d.p) geria



calculadas dividiendo la frecuencia entre el vat@dio que ocurre entre los limites definidos delpgren
ingresos-medios

4. Los planteamientos tedrico-practicos aqui redampodrian usarse para redisefiar el programa PQVCA
del Banco Mundial. Las aplicaciones de este enfogumebién pueden extenderse a otros campos de

investigacion diferentes a los de economia aplicada

5. El poder de la Curva de Lorenz estriba en saictar adimensional, abstracto y sintetizador diédestes
complejas y variadas, que pueden ser graficadasodds un cuadrado de una unidad por lado —progdigde
no poseen las f.d.p.-. Dentro de tal cuadro cadmmibien el vector-funcion-estructural F(x), la CLayuncion

de distribucién acumulativazdKo para valores menores a una media de la distdbuc

6. Aplicando las correspondientes transformacionesraate la simetria complementaria que las une, stblgo
obtener las CL para el enfoque tradicional ascaedgrobre a rico, a partir de los resultados débaqre RaP aqui

desarrollado.

7. Dado que aqui se entregan los elementos y dondi para disefiar y construir distribuciones di ttipo, es
importante reafirmar que no hay sustitutos paraéiita de la verdad, la buena voluntad y la corfiaen la practica de
la estadistica. Por lo tanto, es preciso peditlessduncionarios publicos y comunicadores que renus la herramienta

estadistica y su técnica como argumento suficidateeracidad en sus informes y noticias.

8. El articulo es un esbozo preliminar de la teddsarrollada. Aln requiere presentarse en un &gegoatematico

mas riguroso y formalizado.

COMENTARIOS Y NOTAS DE PIE DE PAGINA

! Miembro de Grupo de Investigacién de Economia Badita — Udenar
2 En este articulo empleo el término “datual” cordietivo referido al sustantivo “dato”, ya que natamos con una palabra
para ello en espafiol, como si ocurre con los duntoppuntual, gesto-gestual, rito-ritual, etc.

% En las 17 paginas que dedica al tema, Lange repeagha Tabla tomada del econometrista usamerfdarad T. Davis, The
theory of Econometric8loomington, 1947, p.29, con datos de Estadadd$nl919presentados en sentido RaP. También
trabaja Lange otra tabla con datos ordenados Ra® Rwlonia-1955 en el mismo texto. Esto confirma € enfoque RaP era
usado y mencionado entre 1897-1958. Lange, Obkesduccion a la Econometri&ondo de Cultura Econémica, México,
1964. (Primera edicion en idioma polaco, 1958).

4 Xuan Xu informa el papel pionero del libro de Ctzia Money (1905) y le asigna la propuesta de laacde Lorenz. A su vez
explica que el italiano Conrado Gini trabaj6 pdeateente su indice de desigualdad desde la estaddigtidatos discretos en
1921, para lo cual no le hacia falta conocer &wd de Lorenz. Xu trabaja dentro de la tradidi@R, pero se diferencia porque



menciona y formula los simbolos y definiciones métticas para el ordenamiento RaP (pag. 6), recemdgisu existencia. Xu,
Xuan. “How Has the Literature on Gini's Index Evetiin the Past 80 Years?” December 2, 2004, Depattof Economics,
Dalhousie University, Halifax, Nova Scotia, Can&8H 3J5. Disponible en:
http://economics.dal.ca/RePEc/dal/wparch/howgiri(ddnio 20, 2009).

® Varios estudios destacan el papel del stibditod/bedtanico Leo Giorge Chiozza Money, (1870-194&¥iodista y politico de
origen genovés, contemporaneo de Lorenz, conoddsys articulos de andlisis estadistico en eldiandinense Daily News.
En su obra méas famodRiches and Povertfd 905) presenta y analiza las primeras estadéstiteiales de distribucion en la Gran
Bretafia de la década de 1890 (las mismas que ustbRg nos da dos cuantiles graficables comoEitonces, a la conclusion
de que cerca de la mitad del ingreso total de leidva es disfrutada por apenas la novena parte deahlacion, debemos
agregar otra aun més destacada: que mas de uroteiediingreso total del Reino Unido es apenas diaffo por menos de un
treceavo de su gen{@raduccion propia). Los datos mas usuales ensoa@ los ingresos mas altos, usados por Pareto;
Chiozza-Money, ademds incluye a los sectorespoldes, lo que Pareto no hace. Parece que Loremtamiesarroll su idea
con un nivel comparable al de Chiozza-Money, mieaPareto.

Chiozza MoneyRiches and Povertyl906. Methuen & Co. 36 Essex Street W.C. Lon8anEd.

En Internet;_http://www.archive.org/stream/richesgrty0Omoneiala#page/ix/mode/1 (ifunio, 2009)

€ Kleibert menciona que “Segun Derobert y Thierq3), el término “Lorenz curve” es usado por pranesz en (King, W.;
1912:156:158), un texto de estadistica para cisremanomicas y sociales”. El texto es de 1911uyecen la edicion de 1920 la
Figura 15 titulada “Lorenz Graph. Showing Distribatof Wealth”, muy diferente a la que Kleibertilatiye a Lorenz, con la
fraccion acumulada de ingreso en el eje Y, y ldambn acumulada en el eje x, con un valor de 18086izquierda, que
disminuye de izquierda a derecha hasta llegara Eéresultado es una gréfica totalmente distoegia con una curva que
desciende de uno a cero por debajo de la diagatral @;1) y (1;0). Sospecho que ni Lorenz, ni Kingnejaban una idea clara
de la curva. Curiosamente, ambos eran contempa@alosados vinculados a la Universidad de Wiscqnsen su libro King
elogia al “Doctor Lorenz” por haber desarrollad&laque ha “probado ser especialmente aplicabkd estudio de la
distribucioén de la riqueza”.

King, Willford 1. 1911. "The elements of Statistidvlethod". 1920, MackMillan company, NY. (Pag. 1B68)

Kleiber, Christian. "The Lorenz curve in econonmaggl econometrics"”, 2005. Institut flir Wirtschafted Sozialstatistik,
Universitat Dortmund, Dortmund, Germany. Disponiéte
http://www.statistik.tu-dortmund.de/fileadmin/usepload/Lehrstuehle/MSind/SFB_475/2005/tr30-05.pdf

" En 2003 propuse la curva de Lorenz L =%~ *dentro del ordenamiento RaP, como idea embriankia manejada en este
articulo. Entonces anoté que la funcion que vd erponente podia tomar otras formas no linealg8rstos datos de cada caso
reflejados en su analisis logaritmico, lo cual gdnfia a replantear el manejo matematico.

Chaves, Emilio J. “Distribucion y Coeficiente denGiCurva Paramétrica de Lorenz sugerida y Céal€ulis. 2003.

Tendencias Pag. 97-123, Vol. IV, No.2. Revista de |la Faalli@ Ciencias Econémicas y Administrativas. Univders de

Narifio, San Juan de Pasto, Colombia. Disponible en:
http://www.udenar.edu.co/general/tendencias/codtei/ol4.2/emilio.pdf

° En la literatura existe la propuesta de las CuBmseralizadas de Lorenz y de Ingreso construidasidades reales de
ingreso, con el fin de comparar los efectos del@scde estructura distributiva simultdneamentesd@da vision RaP no es una
idea apropiada debido a que se sacrifica la aleshradEn otro momento se hara otro articulo patadés estos casos a partir de
la forma de integrar regiones diferentes de un migais para producir la distribucion del conjunto.

°La ley de Van der Wijk se prueba asi en el contexto RpEl ingreso medio de los valores arriba de Ké dsaido por: K ave =
LX) /X ..... 2) La funcion kKo se expresa como: K (x) = L(x) - [ F(x) /x + Il ¥’ (x) ].... 3) La relacion general K(x)/K ave =
[F(X) +x:In(x)-F" ()] ... 4) Sélo la distribucitde Pareto tiene F(x) constante, y F'(X) = 0 erae§o entre cero y uno de x. 5)
Solo en este caso se cumple que K(x) / K ave =F@gnstante para el rango de X entre cero y u®.Q

Para expresar la distribucion de Pareto en eegemRaP, conviene usar F(x) =2 — A donde< f< 2). Entre mayor sea A,
mas desigual la distribucién, menor el valor dé Epnstante, menor el ingreso minimo (2-A) y magidndice de Gini.

Conocido el parametro A, la forma de la CL viendadpor L(x) =2 ™A

Si calculamos K(x) paragép=1, puede verse que en general —dentro del anBl&P expuesto- se llega a K(1) = Ingreso
minimo = F(1). Esta expresion se parece a unadegrgl, la de Van der Wijk es una propiedad pdeticu
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